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Formalisme général





1. Déformations et contraintes

1.1 Introduction

La mécanique du point matériel permet de décrire le mouvement d’un corps, dont on peut
négliger les dimensions, lorsqu’il est soumis à un ensemble de forces. On distingue généralement
la description cinématique, qui donne la position, la vitesse et l’accélération du point au cours du
temps, de la dynamique qui établit la relation existante entre les forces en jeu et le mouvement
résultant (seconde loi de Newton : f = ma). La possibilité de négliger les dimensions du corps
dépend du problème considéré. Ainsi, on peut considérer une planète ou un électron comme un
point matériel pour étudier leur mouvement autour du Soleil ou dans un champ magnétique mais
pas, évidemment, pour étudier la rotation des planètes sur elles-mêmes. Dans ce dernier cas, il est
nécessaire d’utiliser la mécanique des solides indéformables qui intègre les notions de rotation,
d’inertie et de moment.

La mécanique des milieux continus, quant à elle, s’intéresse à la déformation des solides et à
l’écoulement des fluides considérés comme un milieu continu.

Définition 1.1.1 — Milieu continu. Un milieu continu est un milieu dont le comportement
macroscopique est décrit en supposant la matière répartie sur tout le domaine qu’elle occupe, et
non, comme dans la réalité, concentrée dans des infimes parties de ce volume.

En d’autres mots, un domaine de l’espace contient un milieu matériel continu si à chaque instant et
en chaque point de ce domaine, on peut définir des grandeurs physiques locales relatives à ce milieu
matériel. La grandeur physique associées à chaque point peut être représentée mathématiquement
par : un scalaire (masse volumique, température, concentration d’un polluant, etc.), un vecteur
(vitesse, accélération, forces, etc.) ou un tenseur (déformations, contraintes, etc.). Une grandeur
physique donnée à chaque instant et en chaque point est ce qu’on appelle un champ. La mécanique
des milieux continus est donc une “théorie des champs” (historiquement, la première de ces
théories) où les équations décrivant l’évolution spatio-temporelle d’un système sont des équations
aux dérivées partielles.

La mécanique des milieux continus est une théorie utilisée dans de nombreux domaines. Citons
par exemple :
Biophysique : capture de fluide [1, 2] ou de proie chez les animaux [3], nage [4, 5], etc.

Morphogénèse : morphologie des organes (cerveau [6-8], intestins [9]) ou végétaux [10, 11].

Formation de motifs : films minces [12-16], systèmes granulaires [17-20], etc.



10 Chapitre 1. Déformations et contraintes

a

b c d e

FIGURE 1.1 – a. Goutte d’eau colorée posée sur un radeau granulaire flottant sur un liquide [31]. b. Goutte
d’eau gelée et fracturée après l’impact avec une surface maintenu à une température de −44◦ C. [32]. c.
Forme en flûte à champagne adoptée par une masse d’eau lâchée d’un tube cylindrique [33]. d. Goutte colorée
contenant de l’eau et de l’alcool déposée sur un bain d’huile [34]. e. Collision de deux jets de liquide Newto-
nien identique [https://gfm.aps.org/meetings/dfd-2018/5b9be662b8ac3105e5ac90d9 ].

Physique des matériaux : matériaux granulaires [21], mousses [22], gels [23], polymères, etc.

Technologie : conception de métamatériaux [24, 25], électronique déformable [26, 27], bioélectro-
nique [28, 29] etc.

Géophysique : formation de structures géologie comme les plis [30], mouvement des plaques
tectoniques, sismologie, etc.

Environnement : pollution de l’air ou de l’eau, écoulement des eaux, etc.

Astrophysique : mouvements convectifs dans les étoiles, structure et stabilité des étoiles, etc.

Sciences appliquées : résistance des matériaux, aérodynamique, etc.
Il est intéressant de consulter, à titre d’exemples, les sites des laboratoires suivants pour mesurer

le dynamisme des sujets de recherches en rapport avec la mécanique des milieux continus :
Applied Math Lab (L. Mahadevan, Harvard) : www.seas.harvard.edu/softmat

Complex Fluids Group (H. A. Stone, Princeton) : stonelab.princeton.edu

Biomimetics Lab (J. Aizenberg, Harvard) : aizenberglab.seas.harvard.edu

K. Bertoldi Group (Harvard) : bertoldi.seas.harvard.edu

Itai Cohen Group (Cornell) : cohengroup.lassp.cornell.edu

John Rogers Group (Northwestern) : rogersgroup.northwestern.edu

Nonlinear Physics (S. Morris, Toronto) : www.physics.utoronto.ca/~nonlin

Flexlab (P. Reis, Lausanne) : flexlab.epfl.ch

J. Bico (Paris) : blog.espci.fr/jbico/recherche/

D. E. Moulton (Oxford) : people.maths.ox.ac.uk/moulton

https://gfm.aps.org/meetings/dfd-2018/5b9be662b8ac3105e5ac90d9
https://www.seas.harvard.edu/softmat/
https://stonelab.princeton.edu/
https://aizenberglab.seas.harvard.edu
https://bertoldi.seas.harvard.edu/
http://cohengroup.lassp.cornell.edu/
http://rogersgroup.northwestern.edu/
https://www.physics.utoronto.ca/~nonlin/
https://flexlab.epfl.ch/
https://blog.espci.fr/jbico/recherche/
http://people.maths.ox.ac.uk/moulton/research.html
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FIGURE 1.2 – a. Ondulations fractales obtenues après déchirure d’une feuille de plastique [35]. b. On-
dulations d’une aile de cigale. c. Fractures dans de la boue séchée [36]. d. Flambage d’une voie ferrée en
Nouvelle-Zélande (Canterbury) suite à un tremblement de terre (Photo : Malcolm Teasdale). e. Ondulations
sur une étendue de sable dues à l’interaction entre matière granulaire et écoulement hydrodynamique [18]. f.
Rides sur fruits séchés. g. Rides sur une feuille posée sur une goutte de liquide [37].

Notons également que de nombreuses questions fondamentales en physique non-linéaire sont
analysées dans le cadre de la mécanique des milieux continus comme l’auto-organisation dans
des systèmes à l’équilibre ou hors-équilibre. Les équations aux dérivées partielles non-linéaires
de cette théorie permettent de décrire des phénomènes de bifurcations, de transitions, telles que
ceux observées dans de nombreux systèmes physiques. Des équations similaires de type réaction-
diffusion permettent aussi d’étudier l’émergence de structure dissipative dans les systèmes hors-
équilibre. L’émergence spontanée de formes complexes est un phénomène parmi les plus fascinants
dont l’étude est aujourd’hui encore très vivace. De nombreuses images et vidéos spectaculaires de
structures émergeant dans des problèmes d’écoulement peuvent être téléchargée sur le site web
gfm.aps.org. La Fig. 1.1 montre quelques exemples récents impliquant des fluides. La Fig. 1.2,
quant à elle, montre quelques structures impliquant des solides qui peuvent être étudiées dans le
contexte de la mécanique des milieux continus.

Savoir si un domaine matériel donné peut être assimilé à un milieu continu ou non dépend
de l’échelle d’observation. La mécanique des milieux continus ne s’intéresse pas directement aux
molécules constitutives des systèmes que l’on étudie et l’on envisage plutôt leur comportement
à une échelle macroscopique, beaucoup plus grande que les distances typiques qui séparent deux
molécules. La mécanique des milieux continus s’intéresse donc au comportement de la matière à
une échelle grande devant les distances intermoléculaires ce qui permet de considérer les proprié-
tés d’intérêt d’un milieu (masse volumique, vitesse, etc.) comme continues. Une telle hypothèse
permet d’utiliser des outils mathématiques reposant sur des fonctions continues et dérivables. En
pratique, cela revient à considérer un volume élémentaire représentatif de matière Ve de taille
importante devant les “volumes” atomiques ou moléculaires tout en restant petit à l’échelle (macro-
scopique) à laquelle on observe le milieu. Plus précisément, les grandeurs macroscopiques définies
en mécanique des milieux continus sont, en fait, des moyennes des grandeurs microscopiques
correspondantes, sur une taille grande devant l’échelle de leurs fluctuations microscopiques (Fµ ),
mais petite devant celle des variations à l’échelle macroscopique (FM), provenant de l’hétérogénéité
du milieu. Le volume sur lequel est réalisée la moyenne et qui vérifie ces conditions, est appelé
volume élémentaire représentatif (Ve).

https://gfm.aps.org/
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FIGURE 1.3 – Évolution de la
masse volumique ρ en fonction du
volume considéré. Pour V < V1,
ρ présente de grandes fluctuations.
Pour V1 < V < V2, ρ est essentiel-
lement constante et est assimilée
à la masse volumique locale. Pour
V >V2, variation due à l’éventuelle
hétérogénéité du milieu.

Pour illustrer ce propos, considérons un volume V occupé
par un milieu matériel et une grandeur extensive, par exemple
la masse M contenue dans V , et portons en graphique l’évolu-
tion du rapport ρ = M/V (grandeur intensive) en fonction de
V , voir Fig. 1.3. Un très faible volume V pourra contenir un
nombre important ou très faible de molécules suivant l’endroit
et le moment où la mesure est effectuée à cause de la nature
intrinsèquement discontinue de la matière. Les valeurs de ρ

seront donc très fluctuantes. À partir d’un certain volume V1, un
effet de moyenne va s’instaurer et ρ aura une valeur constante
pour V1 <V ≡Ve <V2. Cette valeur sera considérée comme la
valeur locale de la masse volumique. Une particule matérielle,
dont la position sera assimilée à un point géométrique en mé-
canique des milieux continus, sera en fait constituée d’un grand
nombre de particules microscopiques contenues dans un volume
Ve. Une variation éventuelle de ρ pour V >V2 sera interprétée
comme résultant d’une distribution spatiale non-uniforme de la
masse volumique. La validité de l’hypothèse du milieu continu
dépend donc de l’échelle d’observation, donc de la dimension
des volumes appréhendés par les instruments de mesure. Cette
dimension doit être suffisamment grande pour que le volume contienne un grand nombre de
molécules.

Définition 1.1.2 — Particule matérielle. Une particule matérielle (fluide ou solide) est définie
comme un élément de matière de volume Ve tel que sa taille d ≈V 1/3

e soit :
— très petite devant les échelles de longueur caractéristiques du système ;
— très grande devant les distances entre les molécules ou devant leur libre parcours moyen.

Le but de la mécanique des milieux continus est de décrire la déformation des solides et
l’écoulement des fluides résultants de forces (contraintes) appliquées. On sait depuis Hooke que si
une force de tension par unité de section, σ , est appliquée à un ressort de longueur au repos L, sa
variation relative de longueur, ε , sera donnée par la relation :

σ = k
(
ℓ−L

L

)
= k ε, (1.1)

où k donne une information sur la raideur du ressort ([k] = [Pa] = [N][m]−2). Sous cette forme, il
s’agit en fait du module élastique ou module de Young (Thomas Young (1773–1829)). C’est une
relation linéaire entre une contrainte [stress], σ , et un allongement/déformation relatif [strain] ε . Il
s’agit de l’exemple le plus simple d’une relation constitutive reliant la force au déplacement. Dans
le cas d’un object purement visqueux, cette relation devient (frein visqueux [dashpot])

σ =
µ

L
dℓ
dt

= µ
dε

dt
, (1.2)

où µ est la viscosité dynamique ([µ] = [Pa][s] = [N][s][m]−2). Il s’agit d’une relation entre une
contrainte, σ , et un taux d’allongement relatif ou vitesse de déformation [strain rate] dε/dt. Un
des buts de ce cours et de généraliser ces relations dans le cas d’un milieu continu et de montrer
que ε et σ se généralisent par les notions de tenseurs des déformations et des contraintes.

R La loi de proportionnalité (1.1) fut découverte par Hooke (1635–1703) en 1660, mais énoncée par
lui bien plus tard en 1678. Edme Mariotte (1620–1684) la découvrit indépendamment en 1680 et
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l’appliqua au problème fondateur de l’élasticité (la résistance des poutres) qui fût d’abord étudié
par Galilée (1564–1642) aux alentours de 1638. Le problème fut repris par Jacques Bernoulli
(1654–1705) qui dériva l’équation de l’élastica en 1705 (voir Chap. 4). Leonhard Euler (1707–
1783), suite à une suggestion de Daniel Bernoulli (1700–1782, neveu de J. Bernoulli, voir Chap. 3)
repris cette étude de l’élastica et publia ses résultats en 1744 [38, p. 1–31].

Pour conclure cette brève introduction, nous mentionnons que les principales sources d’in-
formation utilisées pour concevoir ce cours sont issues des ouvrages suivants [39-45]. Les notes
historiques, quant à elles, sont tirées de [38, 46].

1.2 Cinématique

1.2.1 Description Lagrangienne (description par les trajectoires)
Un milieu continu est supposé décrit par une portion d’espace euclidien à trois dimensions

(espace vectoriel muni d’un produit scalaire, Annexe A.1). Pour décrire complètement le mouvement
d’un milieu continu, dans un système de référence donné (coordonnées cartésiennes par exemple),
il suffit de donner la position des différentes particules matérielles à chaque instant. Supposons
qu’en t = t0, le milieu se trouve dans un état de référence où les différentes particules matérielles
du milieu ont pour position X . Les lettres capitales désigneront les particules matérielles, ou
encore leur position à un instant initial t0. Sous l’action d’une force appliquée ou d’un moment,
le milieu se déforme tel que, à un moment ultérieur t, les particules matérielles se sont déplacées.
Le mouvement d’un milieu continu est alors entièrement décrit par la donnée des positions x à un
instant t quelconque de toutes les particules matérielles X :

x= χ(X, t)≡ x(X, t) . (1.3)

Comme souvent en physique, on confond volontairement une fonction avec sa valeur prise en un
point pour écrire x = x(X, t) au lieu de x = χ(X, t). Cette liberté permet de mieux garder à
l’esprit la nature de la grandeur considérée. La position d’un point déplacé est donc une fonction de
sa position initiale et du temps avec x(X, t0) =X . C’est la description de Lagrange d’un milieu
continu. X est attaché à la particule matérielle, c’est la variable de Lagrange.

Définition 1.2.1 On appelle variables de Lagrange les grandeurs X (3 composantes) et t. On
appelle inconnues de Lagrange les 3 fonctions x (ou, de manière équivalente, les 3 fonctions χ).

Si on fixe X dans (1.3), on suit donc une particule matérielle bien précise. On obtient alors la
trajectoire d’une particule matérielle donnée au cours du temps sous forme paramétrique où t est
le paramètre : x1 = x1(t), x2 = x2(t), x3 = x3(t). Si on fixe X à une autre valeur, on obtient la
trajectoire d’une autre particule matérielle. La variable X jour le rôle d’index de la famille des
trajectoires possibles. De façon imagée, on peut dire qu’il y a “autant de” trajectoire qu’il y a de
particules. On en déduit donc que

Définition 1.2.2 La vitesse V et l’accélération A d’une particule matérielle à l’instant t dans
une description lagrangienne sont simplement données par

V (X, t) =
∂x(X, t)

∂ t
, et A(X, t) =

∂V (X, t)
∂ t

=
∂ 2x(X, t)

∂ t2 , (1.4)

où les dérivées partielles sont calculées à X constant (on suit une particule).

De même, dans une description lagrangienne, le taux de variation d’une grandeur physique F(X, t)
(masse volumique par exemple), pour une particule matérielle donnée, sera simplement donné par
la dérivée partielle par rapport à t : ∂F(X, t)/∂ t.
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Dans la description lagrangienne, on suit une particule matérielle au cours de son mouvement,
en spécifiant sa position X à un instant référence donné t0. La vitesse du milieu continu est alors
caractérisée par le vecteur V (X, t) qui est fonction des deux variables X et t. Dans la description
imagée d’une rivière qui s’écoule, ce point de vue est celui d’un observateur sur une barque
entrainée par le courant : la vitesse de la barque représente la vitesse lagrangienne. Le point de
vue lagrangien correspond à des mesures faites avec des instruments qui suivent le fluide dans son
mouvement, tels que des ballons-sondes dans l’atmosphère ou des particules marquées.

La description lagrangienne nécessite donc la connaissance d’une configuration ou état de
référence. Elle est bien adaptée à l’étude de nombreux problèmes de mécanique des solides pour
lesquels on connait la configuration initiale du système. Il peut s’agir, par exemple, de l’état non
déformé d’un corps avant que ne commence une expérience de traction ou compression.

Il n’en est pas de même en mécanique des fluides. On ne connait généralement pas la position
initiale de la particule de fluide qui passe en un point donné du système à un instant t. On peut même
ajouter que, dans la quasi-totalité des cas, on ne s’intéresse pas à cette information ni au devenir
d’une particule de fluide après qu’elle soit passée par ce point donné. La notion même d’instant
initial n’a pas vraiment d’intérêt. Ce qui nous intéresse c’est, par exemple, la vitesse du fluide en un
point donné à tout instant. Cela nous amène tout naturellement à la notion de description eulérienne
d’un mouvement.

1.2.2 Description Eulérienne (description par le champ de vitesse)
Connaître le mouvement d’un milieu continu, du point de vue d’Euler, c’est connaître à chaque

instant t et pour tout point (fixe) du système, la vitesse v de la particule qui passe en ce point à
cet instant. Il s’agit donc de déterminer v(x, t) si x représente le vecteur permettant de définir la
position du point (fixe) considéré dans le système.

Définition 1.2.3 On appelle variables d’Euler les grandeurs x (3 composantes) et t. On appelle
inconnues d’Euler les 3 fonctions v.

Dans la description eulérienne, on s’intéresse à la vitesse v(x, t) d’une particule de fluide qui
coïncide à l’instant t avec un point fixe de vecteur position x ; à chaque instant, on regarde donc les
vitesses de particules différentes. À un instant ultérieur t ′, la vitesse au même point x sera devenue
v(x, t ′). Ce point de vue est celui d’un observateur au repos par rapport au référentiel dans lequel
est mesurée la vitesse v et correspond aux études expérimentales réalisées avec des sondes fixes
par rapport au mouvement du fluide. C’est la vitesse eulérienne que nous percevons lorsque nous
regardons s’écouler une rivière du haut d’un pont : les particules de fluide qui défilent sous nos yeux
sont différentes à chaque instant. Leur vitesse est fonction d’une part, de l’instant d’observation et,
d’autre part, du point x (fixe par rapport au pont) que nous observons.

La description eulérienne présente cependant l’inconvénient d’introduire des termes non-
linéaires dans l’expression de l’accélération d’une particule matérielle. C’est l’accélération d’une
particule matérielle qui sera utilisée dans la généralisation aux milieux continus de la seconde loi de
Newton (f = ma). Connaitre son expression pour une description eulérienne est donc crucial pour
établir les équations de la dynamique des milieux continus. L’accélération est le taux de variation
de la vitesse calculé pour deux instants infinitésimalement proches (t et t + dt). Durant ce laps de
temps, la particule va se déplacer. Sa vitesse peut donc varier, d’une part, car le champ de vitesse
varie en un point x au cours du temps, mais aussi, d’autre part, car le champ de vitesse varie en
général entre deux points infinitésimalement proches (x et x+ dx) que la particule aura reliés
durant son déplacement. Pour calculer l’accélération, on considère une particule matérielle située
au point x à l’instant t. À un instant ultérieur, t ′ = t + dt, elle se trouvera au point

x′ = x+ dx= x(t + dt) = x+
dx
dt

dt +O(dt2) = x+v(x, t)dt +O(dt2),
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et sa vitesse sera devenue v(x′, t ′). x(t) ≡ x(X, t) représente la trajectoire de la particule, voir
Eq. (1.3). La variation de vitesse dv de cette particule, dans l’intervalle de temps dt, sera donc
donnée par

dv = v(x′, t ′)−v(x, t) = v(x(t + dt), t + dt)−v(x, t).

Un développement au premier ordre pour une quantité dt infinitésimale conduit à

v(x(t + dt), t + dt) = v(x, t)+
∂v(x, t)

∂ t
dt +

3

∑
i=1

∂v(x, t)
∂xi

vi dt,

où v1, v2 et v3 sont les 3 composantes de la vitesse. En remplaçant cette relation dans l’expression
de dv, on trouve l’expression de l’accélération

a(x, t) =
dv
dt

=
∂v(x, t)

∂ t
+

3

∑
i=1

vi
∂v(x, t)

∂xi
=

∂v(x, t)
∂ t

+(v(x, t) ·∇)v(x, t). (1.5)

En d’autres mots, ce résultat traduit simplement le fait que, durant le laps de temps nécessaire
pour calculer la variation de vitesse, la position de la particule a changé. On doit donc calculer la
variation temporelle de v(x(t), t) où x(t)≡ x(X, t) représente la trajectoire de la particule, voir
Eq. (1.3). La vitesse v dépend, en général, explicitement du temps (ce qui se traduit par une valeur
non-nulle de ∂v(x, t)/∂ t) et implicitement à travers dépendance de x en le temps (ce qui se traduit
par une valeur non-nulle de (v(x, t) ·∇)v(x, t)).

Définition 1.2.4 — Écoulement stationnaire et uniforme. Le mouvement d’un milieu continu
est dit stationnaire (ou permanent) si et seulement si le champ de vitesse exprimé en variables
eulérienne ne dépend pas explicitement du temps : ∂v(x, t)/∂ t = 0. Le mouvement est dit
uniforme si et seulement si le champ de vitesse exprimé en variables eulérienne ne dépend pas
des coordonnées spatiales : ∇vi(x, t) = 0.

a

b

FIGURE 1.4 – a. Écoulement stationnaire
et uniforme. b. Écoulement stationnaire et
non-uniforme.

Lors d’un écoulement stationnaire, la vitesse en un point
fixe x du système est constante à tout instant. Cependant,
la vitesse peut varier d’un point à l’autre du système lors
d’un tel écoulement s’il n’est pas uniforme. Une particule
matérielle n’aura donc pas d’accélération uniquement
dans le cas d’un écoulement stationnaire et uniforme.
Dans tous les autres cas, son accélération sera non nulle.
La Fig. 1.4(a) montre un écoulement stationnaire et uni-
forme fictif. La vitesse de l’écoulement est constante dans
le temps et l’espace. Une particule matérielle aura une
vitesse, notée ici v(1), constante à tout instant en un point
donné et constante en tout point à un instant donné. La
Fig. 1.4(b) montre le cas d’un écoulement stationnaire et
non-uniforme dans une conduite de taille variable. À tout
instant, l’écoulement est tel que la vitesse en un point donné arbitraire est constante. Cependant,
la vitesse changera d’un point à l’autre à un instant donné. Loin à gauche du rétrécissement, une
particule aura une vitesse v(1) alors que, loin à droite du rétrécissement, une particule aura une
vitesse v(2). Une particule passant par le rétrécissement verra donc sa vitesse varier de v(1) à v(2), ce
qui conduit à une accélération.
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1.2.3 Trajectoire et ligne de courant
La trajectoire d’une particule matérielle X est définie comme le chemin suivi par cette particule

au cours du temps, c’est-a-dire l’ensemble des positions successives de cette particule au cours de
son mouvement.

Définition 1.2.5 — Trajectoire. La trajectoire d’une particule X est le lieu des positions de cette
particule au cours du temps.

On peut les visualiser expérimentalement en filmant le déplacement d’un traceur (particule diffusant
la lumière, bulles, etc.). L’équation d’une trajectoire est simplement donnée par l’équation (1.3). Si
on connait la vitesse lagrangienne, la trajectoire s’obtient par intégration directe de l’équation pour
V (1.4). Si on connait la vitesse eulérienne, la trajectoire d’une particule s’obtient en résolvant les
3 équations différentielles suivantes dx/dt = v(x(t), t). En effet, pour déterminer la trajectoire
d’une particule, on doit la suivre. L’argument x de la vitesse sera donc la trajectoire de la particule
x(t) donnée par l’équation (1.3) et non pas un point fixe du système. Ces 3 équations s’écrivent
explicitement comme suit :

dx1

dt
= v1(x1,x2,x3, t),

dx2

dt
= v2(x1,x2,x3, t),

dx3

dt
= v3(x1,x2,x3, t). (1.6)

Les solutions de ces équations différentielles donnent la trajectoire sous forme paramétrique où t
est le paramètre : x1 = x1(t), x2 = x2(t), x3 = x3(t).

Les lignes de courant sont les lignes du champ de vecteurs v(x, t) à un instant donné t = T .
Elles sont définies comme étant les tangentes en chaque point au vecteur vitesse v(x,T ) à un
instant donné T .

Définition 1.2.6 — Ligne de courant. Une ligne de courant [streamline], à un instant T fixé,
est une courbe C qui admet en chacun de ses points une tangente parallèle au vecteur vitesse
v(x,T ) en ce point et à cet instant T .

On peut visualiser expérimentalement les lignes de courant en faisant une photo, en légère pose,
d’un ensemble de traceurs (particules diffusant la lumière, bulles, etc.) : la direction des segments
obtenus donne la direction du vecteur vitesse, les lignes de courant sont tangentes aux segments
ainsi déterminés, et la longueur des segments est proportionnelle au module de la vitesse. Pour
obtenir les équations différentielles des lignes de courant C, on écrit que le vecteur élémentaire
dx = (dx1, dx2, dx3) tangent à C en un point x quelconque de la courbe est parallèle au vecteur
vitesse v(x,T ) en ce point et à un l’instant T . Le parallélisme entre dx et v (dx×v = 0) permet
de déterminer les équations des lignes de courant :

dx1

v1(x1,x2,x3,T )
=

dx2

v2(x1,x2,x3,T )
=

dx3

v3(x1,x2,x3,T )
. (1.7)

De manière équivalente, cela revient à résoudre les 3 équations différentielles suivantes dx/ds =
v(x(s),T ). Ces 3 équations s’écrivent explicitement comme suit :

dx1

ds
= v1(x1,x2,x3,T ),

dx2

ds
= v2(x1,x2,x3,T ),

dx3

ds
= v3(x1,x2,x3,T ). (1.8)

Cette relation montre que les tangentes à la courbe x(s) sont bien donnés par le champ de vitesse à
un instant donné T alors qu’une trajectoire admet en chacun de ses points des tangentes données
par le champ de vitesse à des instants différents. Les solutions de ces équations différentielles



1.2 Cinématique 17

donnent les lignes de courant sous forme paramétrique où s est le paramètre : x1 = x1(s), x2 = x2(s),
x3 = x3(s).

Il ne faut pas confondre les deux notions. Pour construire une ligne de courant à l’instant T ,
on considère des particules différentes au même instant T alors qu’une trajectoire est constituée
de la succession des positions d’une même particule à des instants différents. Contrairement aux
équations des trajectoires (1.6), les membres de droites des équations pour les lignes de courant (1.8)
ne dépendent pas de la variable d’intégration (t pour les trajectoire et s pour les lignes de courant).
Cela conduit donc généralement à des solutions différentes, voir exemple 1.2. Ces deux notions
coïncident uniquement lors d’un écoulement stationnaire où la vitesse eulérienne ne dépend pas
explicitement du temps (∂v/∂ t = 0) ; les lignes de courant et les trajectoires sont alors confondues.
En effet, dans ce cas, les membres de droite des équations (1.6) et (1.8) ne dépendent plus de la
variable d’intégration. Ces équations s’écrivent alors sous la même forme

dx1

dξ
= v1(x1,x2,x3),

dx2

dξ
= v2(x1,x2,x3),

dx3

dξ
= v3(x1,x2,x3),

avec ξ = t pour les trajectoires et ξ = s pour les lignes de courant.

R Notons qu’on définit encore la notion de ligne d’émission qui représente, à un instant donné T ,
l’ensemble des positions occupées par des particules qui sont passées par un point donné aux
instants antérieurs. Une ligne d’émission est obtenue expérimentalement par l’émission continue
de traceurs en un point fixe pour t ∈ [0,T ], et par photographie instantanée de l’ensemble des
positions des traceurs à un instant T . Une ligne d’émission est donc relative à un point et à un
instant. Le panache de fumée d’une cheminée photographié à un instant T représente un ensemble
de lignes d’émission. Pour un écoulement stationnaire, les lignes d’émissions coïncident avec les
trajectoires et lignes de courant.

1.2.4 Lien entre les descriptions
La description lagrangienne et eulérienne d’un milieu continu sont deux descriptions équiva-

lentes d’une même réalité. On peut passer d’une description de Lagrange à une description d’Euler,
et inversement. Pour ce faire, on suppose que la relation (1.3) est biunivoque à chaque instant
car on admet que toutes les particules qui existaient en t0 continuent d’exister par la suite et se
trouvent donc quelque part à tout instant t. On admet donc que cette relation est inversible et que
l’on peut déterminer la particule matérielle X qui se trouve à l’instant t en un point x quelconque.
On suppose donc l’existence de la fonction X suivante :

X = χ−1 (x, t)≡X(x, t), (1.9)

où l’exposant “−1” représente la fonction inverse. Dans ce cas, si l’on fixe x (on regarde un point
donné de l’espace et non plus une particule matérielle donnée du milieu), la particule matérielle X
associé à cette position x sera généralement différente à chaque instant.

L’inversibilité de la relation (1.3) nécessite que la matrice jacobienne J = (Ji j) (Charles
Gustave Jacob Jacobi, 1804–1851) soit non singulière et que son déterminant, le jacobien J, soit
partout et toujours non nul et borné (théorèmes d’inversion).

Matrice jacobienne : Ji j =
∂xi

∂X j
, (1.10)

Jacobien : J = det(J ), 0 < J < ∞.

Comme le jacobien ne s’annule pas, il garde un signe constant. Comme à l’instant initial x=X , la
matrice jacobienne est égale à la matrice identité, J = I, et son jacobien vaut 1. Le jacobien est
donc positif en tout point et à tout instant.
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FIGURE 1.5

Afin d’illustrer l’équivalence entre les deux descriptions, suppo-
sons qu’un problème soit résolu dans une description lagrangienne.
Les trajectoires des particules matérielles, c’est-à-dire les fonctions x
(voir Eq. (1.3)), sont donc connues. On peut alors calculer les vitesses
lagrangienne à l’aide de l’équation (1.4). La vitesse eulérienne, qui est
l’inconnue dans cette description, s’obtient simplement à l’aide des
équations (1.4) et (1.9) :

v(x, t) = V (X(x, t), t), (1.11)

La vitesse eulérienne en un point et un instant donné correspond à la
vitesse de la particule matérielle se trouvant en ce point à cet instant.
Inversement, si un problème est résolu dans une description eulérienne,
les trajectoires des particules, qui sont les inconnues dans la description lagrangienne, sont obtenues
par l’intégration des 3 équations différentielles (1.6).

Illustrons cette équivalence à l’aide de deux exemples simples. Commençons avec un exemple
à une dimension (1D).

■ Exemple 1.1 — Chute libre 1D. Soit un robinet de diamètre D duquel s’écoule de l’eau en
régime permanent avec un débit Q ([Q] = [m]3[s]−1). On suppose que l’eau s’écoule en chute libre.
Pour décrire cet écoulement, on considère un repère cartésien dont l’origine est placée à la sortie du
robinet, au centre de sa section, et dont l’axe x pointe vers le bas, voir Fig. 1.5. Dans cette situation,
chaque particule de fluide possède une accélération A= g1x.
Description lagrangienne. Cette description est complète quand les trajectoires des particules
sont déterminées. Dans cet exemple, elles s’obtiennent simplement comme suit. Connaissant
l’accélération, on obtient la vitesse d’une particule à l’aide de la relation (1.4) :

A= ∂V /∂ t ⇒ Vx(t) = gt +V0, Vy =Vz = 0,

où V0 est la vitesse de la particule à l’instant initial t = 0. Si on considère une particule quittant le
robinet en t = 0, sa vitesse initial vaut alors : V0 = Q/S où S = πD2/4 est la section du robinet. La
trajectoire de la particule s’obtient par une intégration supplémentaire :

V = ∂x/∂ t ⇒ x(t) =
gt2

2
+V0t +X0, y = z = 0,

où X0 est la position de la particule à l’instant initial t = 0. Si on considère une particule quittant le
robinet en t = 0, sa position initiale est X0 = 0.
Description eulérienne. Cette description est complète quand le champ de vitesse est déterminé
en tout point. Celui-ci s’obtient en intégrant l’équation (1.5). Comme l’écoulement est permanent
(∂v/∂ t = 0), cette équation se réduit à

a= (v ·∇)v ⇒ g = vx
∂vx

∂x
=

1
2

∂v2
x

∂x
, vy = vz = 0.

Une intégration entre x0 et x conduit à l’expression recherchée du champ de vitesse :

vx(x) =
[
v2

0 +2g(x− x0)
]1/2

, vy = vz = 0.

où v0 est la vitesse en x0.
Équivalence : Lagrange → Euler. Connaissant les trajectoires dans une description lagrangienne,
on peut retrouver le champ de vitesse de la description eulérienne. Pour cela, il suffit d’éliminer
t entre les expressions de Vx(t) et x(t). De l’expression de Vx(t), on trouve t = (Vx −V0)/g. En
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remplaçant dans l’expression de x(t), on trouve V 2
x (x) = V 2

0 +2g(x−X0) où V0 est la vitesse de
la particule se trouvant en X0. Il s’agit bien de l’expression du champ de vitesse obtenue dans la
description eulérienne.
Équivalence : Euler → Lagrange. Connaissant le champ de vitesse de la description eulérienne,
on peut retrouver les trajectoires des particules. Pour cela, on utilise l’équation (1.6) qu’on intègre
entre 0 et t, qui correspondent aux positions x0 et x, en séparant les variables :

dx
dt

= vx(x) =
[
v2

0 +2g(x− x0)
]1/2 ⇒ x(t) =

gt2

2
+ v0t + x0.

Il s’agit bien de l’expression des trajectoires obtenues dans la description lagrangienne. Notons
que comme il s’agit d’un écoulement stationnaire, les trajectoires et les lignes de courant sont
confondues. ■

Nous illustrons encore les concepts introduits jusqu’ici à l’aide d’un second exemple.

■ Exemple 1.2 — Écoulement 2D.
Description lagrangienne → eulérienne. Soit un écoulement complètement défini en variables de
Lagrange par la donnée des trajectoires :

x(t) = αZ0 t +X0, y(t) = αY0 t +Y0, et z(t) = Z0,

où x = (X0,Y0,Z0) = X en t = 0. Il s’agit donc de l’équivalent de l’équation (1.3). C’est un
écoulement 2D qui a lieu dans le plan z = Z0 mais les trajectoires diffèrent suivant la valeur de
Z0 qui apparait dans l’expression de x(t). En éliminant t, la trajectoire d’une particule dans le
plan z = Z0 peut s’écrire comme y = Y0(x−X0)/Z0 +Y0. Les trajectoires sont donc des droites.
On peut facilement inverser ces relations pour obtenir l’équivalent de la relation (1.9) : X0 =
x−αzt, Y0 = y/(1+α t) et Z0 = z. La vitesse lagrangienne s’obtient à l’aide de l’équation (1.4) :
V = (αZ0,αY0,0). Les composantes de la vitesse d’une particule donnée sont donc constantes et
dépendent de la position initiale de la particule. La description eulérienne s’obtient par la donnée
du champ de vitesse en tout point et tout instant. En utilisant l’expression de X0, Y0 et Z0 en termes
de x, y et z, on trouve v = (αz,αy/(1+α t),0). Cette dernière étape revient à utiliser l’équation
(1.11). Il s’agit donc d’un écoulement non-stationnaire puisque le champ de vitesse eulérien dépend
explicitement du temps.
Description eulérienne → lagrangienne. Supposons maintenant que le même écoulement soit
complètement défini en variables d’Euler par la donnée du champ de vitesse en tout point et
tout instant : v = (αz,αy/(1+α t),0). Les trajectoires s’obtiennent en intégrant les 3 équations
différentielles (1.6) entre 0 et t :

dx
dt

= αz,
dy
dt

=
αy

1+α t
,

dz
dt

= 0 ⇒ x(t) = αct +a, y(t) = αbt +b, z(t) = c.

où a, b et c sont des constantes d’intégration correspondant à la valeur de x en t = 0 (a = X0, b =Y0
et c = Z0). On retrouve donc bien les trajectoires de la description lagrangienne.
Lignes de courant. Comme l’écoulement n’est pas stationnaire, contrairement à l’exemple précédent,
les lignes de courant ne coïncident pas avec les trajectoires et peuvent être calculées à l’aide de
l’équation (1.7) :

dx
vx

=
dy
vy

=
dz
0

⇒ dy
dx

=
y

(1+α T )z
, dz = 0 ⇒ y = Ȳ0 e

x−X̄0
(1+α T )Z̄0 , z = Z̄0,

où Ȳ0 est la valeur de y quand x = X̄0. De manière équivalente, on peut calculer les lignes de courant
à l’aide de l’équation (1.8) en intégrant entre 0 et s :

dx
ds

= αz,
dy
ds

=
αy

1+α T
,

dz
ds

= 0 ⇒ x(s) = αZ̄0 s+ X̄0, y(s) = Ȳ0e
αs

1+α T , z(s) = Z̄0.
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Notons qu’aucun membre de droite ne dépend de la variable d’intégration contrairement au
calcul des trajectoires ci-dessus ; ce qui conduite à des solutions différentes. Après élimination
du paramètre s, on obtient la même expression pour les lignes de courant. On constate bien que
les lignes de courant sont différentes des trajectoires (linéaires) puisque l’écoulement n’est pas
stationnaire. En variant X̄0 et Ȳ0 tout en gardant Z̄0 et T constants, on dessine les lignes de courant
dans le plan z = Z̄0 à cet instant, voir Fig. 1.6. Ces lignes de courant changent lorsque T varie. ■

a b

FIGURE 1.6 – Lignes de courant de l’exemple 1.2 pour α = Z̄0 = 1 et deux valeurs de T : T = 1 (a) et
T = 5 (b). Les deux lignes rouges sont obtenues pour un couple donné (X̄0,Ȳ0).

1.2.5 Dérivée matérielle
La manière dont l’accélération a été calculée dans une description eulérienne s’étend immédia-

tement à toute grandeur physique f (x, t) et nous amène à définir la dérivée matérielle (ou dérivée
particulaire). D’une part, on peut considérer la variation de f dans le temps en un point x fixé.
Dans ce cas, on calcule simplement ∂ f (x, t)/∂ t. D’autre part, on peut calculer la variation de cette
grandeur à X fixé, c’est-à-dire en suivant une particule matérielle. Dans ce cas, on est amené à
calculer la variation de f (x(t), t). En utilisant la dérivée des fonctions composées, on obtient

d f
dt

=
∂ f (x(t), t)

∂ t
+

3

∑
i=1

vi
∂ f (x(t), t)

∂xi
=

∂ f
∂ t

+(v ·∇) f .

En mécanique de fluide, la notation D/Dt est souvent utilisée pour désigner la dérivée totale, telle
qu’introduite ci-dessus, afin de bien préciser qu’il s’agit d’une dérivée temporelle obtenue en
suivant une particule matérielle. Nous arrivons ainsi à la définition suivante :

Définition 1.2.7 — Dérivée matérielle. La dérivée matérielle (ou particulaire) d’une quantité
physique f est définie par la relation suivante

D f
Dt

=
∂ f
∂ t

+(v ·∇) f . (1.12)

Le premier terme de cette dérivée représente la variation de f à x fixé. Si l’on note v = |v|1v,
où 1v = v/|v| est un vecteur unitaire pointant dans la direction de la vitesse, le second terme
n’est autre que la dérivée directionnelle, v ·∇= |v|(1v ·∇)≡ |v|∇v, le long du vecteur vitesse,
c’est-à-dire dans le sens de l’écoulement. Autrement dit, c’est un terme dû au déplacement du fluide.
Il s’agit d’un terme d’advection parfois appelé aussi terme de convection. La dérivée matérielle
est donc aussi parfois appelée dérivée convective. La dérivée matérielle s’applique aussi bien à un
champ scalaire (masse volumique, etc.) qu’à un champ vectoriel (vitesse, etc.). Dans ce dernier cas,
la dérivée s’applique à chaque composante. La dérivée matérielle vérifie les propriétés habituelles
des dérivées (règle de dérivation des produits de Leibniz, etc.) mais ne commute pas avec les
opérations de dérivations spatiales.
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Pour résumer, si F(X, t) représente une grandeur physique décrite en variable lagrangienne, sa
variation temporelle est donnée par ∂F(X, t)/∂ t. La variation temporelle à X fixé de cette même
grandeur, notée f en variable eulérienne ( f (x(t), t)≡ F(X(x, t), t)), sera donnée par la dérivée
matérielle :

∂F(X, t)
∂ t

=
∂ f (x, t)

∂ t
+(v ·∇) f (x, t)≡ D f (x, t)

Dt
. (1.13)

En particulier, si on a F = V (X, t) alors sa variation temporelle en formulation lagrangienne
est donnée par ∂V (X, t)/∂ t =A(X, t) (voir Eq. (1.4)). Cette grandeur physique est donnée par
l’expression suivante en formulation eulérienne : f =F (X(x, t), t)=V (X(x, t), t)=v(x, t) (voir
Eq. (1.11)). Sa variation temporelle est alors donnée par Df/Dt = ∂v/∂ t +(v ·∇)v = a(x, t). On
retrouve évidemment l’expression (1.5) de l’accélération et bien entendu a(x, t) =A(X(x, t), t).

1.3 Déformation et vitesse de déformation

1.3.1 Déformation des solides
Champ de déplacement et tenseur des déformations

Sous l’action de forces appliquées, un corps solide peut, non seulement, changer de position
sous forme d’une translation et/ou d’une rotation, mais peut aussi se déformer, c-à-d changer
de forme et/ou de volume. Le solide oppose évidemment une résistance à ces déformations.
Intuitivement, on comprend que la réponse du solide à des forces appliquées sera déterminée par
les déformations elles-mêmes. Les forces internes apparaissant dans un solide soumis à des forces
appliquées dépendent de la déformation engendrée par ces forces, un peu comme la force de rappel
d’un ressort qui dépend de l’allongement imposé par des forces appliquées à ses extrémités, voir
Eq. (1.1). L’étude des déformations des milieux continus consiste à caractériser au niveau local
les “allongements” engendrés au sein du milieu par des forces appliquées en leur surface. Pour
décrire complètement la déformation d’un milieu continu résultant de force appliquées, les notions
de variation relative de longueur et de force par unité de surface introduite dans la relation (1.1)
doivent donc être généralisées. C’est l’objet des Sections 1.3 et 1.4. Il est de plus nécessaire de
connaître la relation constitutive reliant la force au déplacement. C’est l’objet du Chapitre 2.

Une force appliquée à un solide déplace les particules matérielles X qui le compose. Elles
occuperont alors une position x donnée par la relation (1.3). On peut donc définir un champ de
déplacement [displacement field ].

Définition 1.3.1 — Champ de déplacement. Un champ de déplacement, u, est un champ
vectoriel donnant la différence de position des particules matérielles entre une configuration de
référence X et une configuration déformée x :

u(X, t) = x(X, t)−X. (1.14)

Notons que suivant qu’on envisage une description lagrangienne ou eulérienne, ce vecteur déplace-
ment peut être considéré comme une fonction de X ou de x. Il est écrit ici pour une description
lagrangienne communément utilisée pour un solide. Néanmoins, pour les très petites déformations
d’un solide (élasticité linéaire), les deux descriptions sont indistinguables en première approxima-
tion.

Si le vecteur u est donné comme une fonction de X , la déformation du corps est entièrement
déterminée. Cependant, comme on s’intéresse aux déformations d’un milieu continu, ce vecteur
contient trop d’information. En effet, si on déplace un corps sans le déformer, le vecteur u sera non



22 Chapitre 1. Déformations et contraintes

nul car le champ de déplacement contient également les translations et rotations du milieu continu.
On souhaiterait donc construire une quantité qui encode uniquement les informations concernant les
déformations du corps engendrées par des forces appliquées. Pour ce faire, on examine l’évolution
au cours du temps de la distance entre deux particules matérielles voisines.

Soient deux particules voisines X et X+ dX distantes de dL= |dX|= [dX2
1 + dX2

2 + dX2
3 ]

1/2.
Après déformation, la première particule est déplacée en x=X+u(X, t), par définition du champ
de déplacement (1.14). De manière similaire, la seconde particule est déplacée en

x+ dx=X+ dX+u(X+ dX, t) =X+ dX+u(X, t)+(dX ·∇)u(X, t)+ . . .

où on a développé le champ de déplacement au premier ordre en la quantité infinitésimale dX . En
utilisant l’expression de x en terme du champ de déplacement, il vient

dx= dX+(dX ·∇)u(X, t), avec dℓ= |dx|,

où dℓ est la distance entre les deux particules après déformation. On a donc obtenu l’expression de la
distance entre les deux particules après déformation en fonction de la distance avant déformation et
du champ de déplacement. La déformation étant liée à la variation des distances entre les particules,
on calcule encore

dℓ2 = |dX+(dX ·∇)u(X, t)|2 = |dX|2+2dX · [(dX ·∇)u(X, t)]+[(dX ·∇)u(X, t)]2 .

Sachant que dL = |dX| et en écrivant explicitement cette relation en termes des composantes
des vecteurs, on obtient l’expression du changement de distance entre les deux particules dû à la
déformation

dℓ2 = dL2 +2
3

∑
i, j=1

dXi dX j
∂ui

∂X j
+

3

∑
i, j,k=1

dXi
∂uk

∂Xi
dX j

∂uk

∂X j
.

Le second terme de cette relation peut encore s’écrire de manière symétrique ∑i, j dXi dX j(∂ui/∂X j+
∂u j/∂Xi). En regroupant alors les deux derniers termes de l’équation ci-dessus, on obtient finale-
ment

dℓ2 − dL2 = 2
3

∑
i, j=1

1
2

(
∂ui

∂X j
+

∂u j

∂Xi
+

3

∑
k=1

∂uk

∂Xi

∂uk

∂X j

)
dXi dX j ≡ 2

3

∑
i, j=1

Ei j dXi dX j, (1.15)

où on a introduit :
Définition 1.3.2 — Tenseur des déformations. Le tenseur des déformations [strain tensor], E ,
est un tenseur symétrique d’ordre deux utilisé pour décrire l’allongement relatif d’un élément
solide et définit en fonction du champ de déplacement u de la manière suivante :

Ei j =
1
2

(
∂ui

∂X j
+

∂u j

∂Xi
+

∂uk

∂Xi

∂uk

∂X j

)
. (1.16)

R À partir de maintenant, nous suivrons la convention habituelle de sommation sur les indices répétés.
Notons également que, dans ces notes et afin d’alléger les notations, on n’utilise pas de notation
particulière pour distinguer un tenseur d’un vecteur comme cela se fait parfois. Le contexte ou leur
écriture en termes de composantes permet d’éviter toute ambiguïté.
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La raison pour laquelle un facteur 1/2 est introduit dans la définition de E deviendra claire quand
nous examinerons la limite des petites déformations ci-dessous. Notons qu’en remplaçant u par sa
définition (1.14), on peut aussi écrire le tenseur de déformation sous la forme suivante

Ei j =
1
2

(
∂xk

∂Xi

∂xk

∂X j
−δi j

)
⇒ E =

1
2
(
J TJ −I

)
, (1.17)

où δi j est le symbole de Kronecker (Annexe A.1), J est la matrice jacobienne et I la matrice
identité.

On constate immédiatement de sa définition que le tenseur des déformations est symétrique
(Ei j = E ji) et possède donc uniquement 6 composantes indépendantes (et sans dimension). On voit
aussi que si le corps est simplement translaté, c-à-d si u est constant, le tenseur des déformations est
nul. Plus généralement, ce tenseur est nul pour une transformation rigide (translation + rotation) telle
que x= c+QX (⇒ u= c+(Q−I)X) où c est un vecteur constant, Q une matrice orthogonale
(QQT = I) et I la matrice identité. En effet, dans ce cas, on a simplement J =Q et la relation
(1.17) montre que E est nul.

Comme tout tenseur symétrique, E peut être diagonalisé en tout point du corps. Cela signifie
qu’en tout point, on peut choisir des axes de coordonnées (axes principaux du tenseur 2 à 2
orthogonaux) tels que seules les composantes diagonales (E11, E22, E33) du tenseur Ei j soient non
nulles. On les appelle valeurs principales du tenseur. Notons toutefois que si le tenseur est diagonal
en un point donné, il ne le sera généralement pas pour tout autre point.

Si le tenseur des déformations est diagonalisé en un certain point, la relation (1.15) nous dit que
les éléments de longueurs près de lui deviennent

dℓ2 = (δi j +2Ei j)dXi dX j = (1+2E11)dX2
1 +(1+2E22)dX2

2 +(1+2E33)dX2
3 .

On voit que cette expression est la somme de trois termes indépendants. Cela signifie que les
déformations d’un volume élémentaire peuvent être considérées comme composées de déformations
indépendantes dans trois directions mutuellement perpendiculaires (le long des axes principaux
de E). Chacune de ces déformations est un simple étirement (ou compression) dans la direction
correspondante. Par exemple, la longueur dX1 le long du premier axe principal devient dx1 = (1+
2E11)

1/2 dX1. La variation relative de longueur le long du ième axe principal est (dxi − dXi)/dXi =
(1+2Eii)

1/2 −1 (sans sommation sur i). Dans ces conditions, le volume dV0 = dX1 dX2 dX3 d’un
parallélépipède rectangle avant déformation devient alors après déformation

dV = dx1 dx2 dx3 = dV0 [(1+2E11)(1+2E22)(1+2E33)]
1/2. (1.18)

Cette relation peut encore s’écrire comme suit

dV = dV0 [det(I+2E)]1/2 = dV0 J, (1.19)

où on a utilisé la forme alternative (1.17) du tenseur des déformations et où J = det(J ) est le
Jacobien (ou facteur de dilatation volumique qu’on retrouve également lors d’un changement de
variables dans une intégrale de volume). Comme le déterminant est conservé lors d’un changement
de base, le résultat ci-dessus est valable non seulement dans les axes propres de E mais aussi dans
tout système d’axes.

Petites déformations
Dans presque tous les cas pratiques, les déformations sont petites. Cela signifie que la variation

des distances dans un corps solide est petite comparée aux distances elles-mêmes. En d’autres mots,
les extensions relatives sont petites comparées à 1. Si un corps est sujet à une petite déformation,
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toutes les composantes du tenseur des déformations sont petites, puisque qu’elles donnent les
changements relatifs de longueur dans le corps. Le champ de déplacement, cependant, peut parfois
être grand, même pour des petites déformations. Par exemple, une tige courbée, de petit diamètre
par rapport à sa longueur, présentera un champ de déplacement important alors que les variations
de longueur dans la tige resteront faibles. On verra au Chapitre 4, comment décrire une telle tige.
La même remarque s’applique pour une plaque mince.

Excepté ces cas particuliers, le champ de déplacement pour une petite déformation est lui-même
petit. Cela est évident pour un corps tridimensionnel (n’ayant pas de dimension petite dans aucune
direction) qui ne peut pas être déformé de manière à ce que des parties du corps parcourent de
grandes distances sans entrainer des extensions ou compressions considérables dans le corps. Dans
ce cas, u et ses dérivées sont petites pour des petites déformations et on peut négliger les termes
quadratiques dans l’équation (1.16). De plus, on peut assimiler X à x dans l’argument de u. En
effet, si on suppose que u est petit (infinitésimal) alors l’équation (1.14) nous dit que x≃X . On
obtient alors :

Définition 1.3.3 — Tenseur des déformations infinitésimales. Le tenseur des déformations
infinitésimales, ε , est un tenseur symétrique d’ordre deux obtenu en négligeant les termes
quadratiques en le champ de déplacement u du tenseur des déformations E :

εi j =
1
2

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
. (1.20)

La plupart du temps, s’agissant des solides, nous resterons dans le domaine de l’élasticité linéaire.
Notons que la relation (1.18) se simplifie dans ce cas puisqu’en développant au premier ordre
(|Ei j| ≪ 1)), il vient

dV = dV0 [1+Tr(ε)], ⇒ dV − dV0

dV0
=∇·u, (1.21)

où Tr(ε) = εii =∇·u est la trace du tenseur des déformations infinitésimales qui est également
une quantité conservée lors d’un changement de base (Annexe A.3.5). On voit donc que la variation
relative de volume est donnée par ∇·u. Une déformation de cisaillement [shear] pure, pour laquelle
les éléments diagonaux de ε sont nuls, conserve donc le volume (voir Section 2.3.2 et Fig. 1.9).

Interprétation géométrique du tenseurs des déformations
En utilisant l’expression (1.15), il vient

dℓ2 − dL2

dL2 =

(
dℓ− dL

dL

)(
dℓ+ dL

dL

)
= 2Ei j

dXi

dL
dX j

dL
= 2N · E ·N ,

où N est un vecteur unité pointant dans la direction de dX (dL ≡ |dX|). En se limitant aux petites
déformations (dℓ≃ dL), cette relation devient(

dℓ− dL
dL

)
= εi j

dXi

dL
dX j

dL
=N · ε ·N .

Le membre de gauche n’est rien d’autre que la variation relative de longueur due à la déformation
dans la direction N (la direction du vecteur joignant les deux particules avant déformation). Par
exemple, si cette direction est le long de l’axe de coordonnées e1, on a simplement (dℓ− dL)/dL =
ε11 qui correspond à la variation relative de longueur le long de cet axe. On comprend donc pourquoi
un facteur 1/2 a été introduit dans les définitions de E et ε . En conséquence, les éléments diagonaux
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du tenseur des déformations infinitésimales correspondent aux extensions relatives le long des axes
choisis pour décrire la configuration de référence. Les éléments non-diagonaux correspondent aux
déformations de cisaillement. À ce sujet, la construction géométrique du tenseur des déformations
infinitésimales effectuée ci-dessous est très éclairantes.

FIGURE 1.7 – Déformation géométrique bidimension-
nelle d’un élément matériel infinitésimal.

Considérons une déformation bidimension-
nelle qui transforme une surface rectangulaire
infinitésimale de côtés dx et dy en un losange.
Les sommets du rectangle sont notés A, B,
C et D alors que ceux du losange sont no-
tés a, b, c et d. Le champ de déplacement
associé, u, est indiqué sur la Fig. 1.7 pour
chaque sommet (sauf pour D pour des raisons
de clarté). Un sommet du rectangle de coor-
données (x̃, ỹ) se trouve donc après déforma-
tion en (x̃+ux(x̃, ỹ), ỹ+uy(x̃, ỹ)). Par exemple,
le sommet D de coordonnées (x+ dx,y+ dy)
se trouve après déformation en d = (x+ dx+
ux(x+ dx,y+ dy),y+ dy+uy(x+ dx,y+ dy))
alors que le point B de coordonnées (x+ dx,y)
se trouve après déformation en b = (x+ dx+ux(x+ dx,y),y+uy(x+ dx,y)). Notons qu’on ne fait
plus ici la distinction entre les variables de Lagrange et d’Euler puisque nous considérons de petites
déformations.

Calculons le changement de longueur entre les points A et B. Avant déformation, on a évidem-
ment |AB|= dx (dX séparant les deux particules à pour composantes (dx,0)). Après déformation,
on a

|ab|2 = [bx −ax]
2 +[by −ay]

2,

= [(x+ dx+ux(x+ dx,y))− (x+ux(x,y))]2 +[(y+uy(x+ dx,y))− (y+uy(x,y))]2,

=

[
dx+

∂ux

∂x
dx
]2

+

[
∂uy

∂x
dx
]2

= dx2

(
1+2

∂ux

∂x
+

[
∂ux

∂x

]2

+

[
∂uy

∂x

]2
)
,

où ai et bi sont les coordonnées i des sommets a et b et où on a effectué un développement au
premier ordre en la quantité infinitésimale dx pour le champ de déplacement. En supposant de
petites déformations (|∇u| ≪ 1), on trouve simplement

|ab|= dx+
∂ux

∂x
dx+O(u2) ⇒ |ab|− |AB|

|AB|
=

|ab|− dx
dx

=
∂ux

∂x
= ε11,

où O(u2) indique que des termes quadratiques en ui on été négligé. De manière similaire, on trouve
que

|ac|= dy+
∂uy

∂y
dy+O(u2) ⇒ |ac|− |AC|

|AC|
=

|ac|− dy
dy

=
∂uy

∂y
= ε22.

Les éléments diagonaux de ε correspondent donc aux variations relatives de longueurs le long des
axes.

Calculons maintenant le changement d’angle entre deux directions initialement orthogonales.
Pour cela, calculons les angles α et β . On a pour des petites déformations

tanα =
by −ay

bx −ax
=

∂uy
∂x dx

dx+ ∂ux
∂x dx

=
∂uy

∂x
+O(u2), tanβ =

cx −ax

cy −ay
=

∂ux

∂y
+O(u2).
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Comme pour des petites déformations tanα ≃ α et tanβ ≃ β , on trouve donc que

α +β =
∂uy

∂x
+

∂ux

∂y
= 2ε12 = 2ε21.

Les éléments non-diagonaux de ε donnent donc la moitié de la réduction de l’angle droit formé
par les vecteurs de base dans la configuration de référence (puisque γ = π/2− (α +β )). C’est ce
qu’on appelle un cisaillement.

1.3.2 Déformation des fluides
Comme un fluide ne possède pas de forme propre puisqu’il adopte en général la forme du

récipient qui le contient, la notion de déformation n’est pas adéquate. En effet, on ne peut pas
définir une configuration de référence à partir de laquelle des déformations pourraient être définies
et mesurées. Contrairement à un solide, les particules de fluide peuvent être mise en mouvement
les unes par rapport aux autres par des forces infimes. La résistance opposée par le fluide à ces
mouvements provient des frottements entre les particules de fluide qui, quant à eux, résultent
du glissement relatif des particules matérielles voisines se déplaçant généralement à des vitesses
différentes. Ce sont donc les gradients de vitesse, ou taux de déformation, qui importe pour un
fluide.

Pour définir le tenseur des déformations, nous avions considéré la variation de la distance entre
deux particules voisines due à une déformation. De manière similaire, pour définir le tenseur taux
de déformation nous considérons maintenant les variations spatiales du champ de vitesse eulérienne
de deux particules voisines à un instant donné. Considérons, à un instant t, un point x où la vitesse
est v(x, t). La vitesse en un point voisin x+dx sera donc

v(x+ dx, t) = v(x, t)+(dx ·∇)v(x, t)+O(dx2) ⇒ dvi =
∂vi

∂x j
dx j, (1.22)

où dvi sont les composantes de l’accroissement de vitesse dv = (dx ·∇)v(x, t). Remarquons
que le fait de ne s’intéresser qu’à la variation de vitesse entre deux points voisins revient à
s’affranchir du mouvement de translation d’ensemble du système qui ne fait pas apparaitre de
déformation.

Définition 1.3.4 — Tenseurs gradients de vitesse, taux de déformation, taux de rotation. Le
tenseur des gradients de vitesse d’un fluide est un tenseur d’ordre deux, G, dont les composantes
sont données en termes du champ de vitesse par la relation : Gi j = ∂vi/∂x j. Sa partie symétrique,
υ , est le tenseur taux de déformation (ou des vitesses de déformation [strain rate]) alors que sa
partie antisymétrique, ϖ , est le tenseur taux de rotation (ou de vorticité) :

Gi j =
∂vi

∂x j
= υi j +ϖi j où υi j =

1
2

(
∂vi

∂x j
+

∂v j

∂xi

)
, ϖi j =

1
2

(
∂vi

∂x j
−

∂v j

∂xi

)
. (1.23)

L’unité des éléments de ces tenseurs est : [G] = [υ ] = [ϖ ] = [s]−1 (d’où l’adjectif “taux” qui leur est
associé). Le tenseur υ possède 6 composantes indépendantes alors que le tenseur ϖ en possède 3.
On peut donc associer un (pseudo)vecteur ω (ou vecteur axial) à ce dernier défini par :

ϖi j =−1
2

εi jkωk ⇒ ωi =−εi jkϖ jk = εi jk
∂vk

∂x j
⇒ ω =∇×v, (1.24)

où nous avons utilisé la relation εi jkεi jℓ = 2δkℓ et où εi jk est le symbole de Levi-Civita (Annexe A.1
et A.3.5) et ω est la vorticité de l’écoulement. Le champ de vitesse au point x+ dx introduit par la
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relation (1.22) peut donc se réécrire comme

v(x+ dx, t) = v(x, t)+G · dx= v(x, t)+υ · dx+ϖ · dx= v(x, t)+υ · dx+
1
2
ω× dx, (1.25)

puisque ϖ · dx = ϖi j dx j = −εi jkωk dx j/2 = −(dx×ω)/2. Cette formule généralise à un mi-
lieu continu déformable la formule donnant le champ de vitesse d’un solide indéformable. Le
mouvement dans le voisinage du point x se compose de trois contributions : (i) une translation
d’ensemble à vitesse v(x, t) ; (ii) une rotation d’ensemble avec une vitesse angulaire ω/2 (voir
aussi Exercice 1.1) ; (iii) les déformations locales du milieu faisant apparaître le tenseur taux de
déformation υ .

Pour justifier l’appellation “taux de déformation” associée au tenseur υ , on procède comme
pour le calcul du tenseur des déformations pour un solide en considérant deux particules voisines,
X et X+ dX , à l’instant t = 0 (dL = |dX|). On calcule alors la variation temporelle de la distance
dℓ= |dx| qui les sépare à l’instant t :

∂ dℓ2

∂ t
= 2dx · ∂ dx

∂ t
, avec dx= x(X+ dX, t)−x(X, t) = (dX ·∇)x(X, t).

La variation temporelle de dx s’obtient en considérant les égalités successives suivantes :

∂ dx
∂ t

≡ ∂

∂ t

(
∂x(X, t)

∂Xi
dXi

)
=

∂V (X, t)
∂Xi

dXi =
∂x j

∂Xi

∂V (X(x, t), t)
∂x j

∂Xi

∂xk
dxk

= J jiJ−1
ik

∂v(x, t)
∂x j

dxk = δ jk
∂v(x, t)

∂x j
dxk =

∂v(x, t)
∂x j

dx j,

où on a utilisé les équations (1.10) et (1.11). On obtient donc

∂ dℓ2

∂ t
= 2dxi

∂vi

∂x j
dx j = 2Gi j dxi dx j = 2υi j dxi dx j, (1.26)

où on a utilisé l’équation (1.23). La dernière égalité provient du fait que ϖi j dxi dx j = 0 à cause du
caractère antisymétrique de ce tenseur. En comparant cette relation (1.26) avec la relation (1.15)
adaptée aux petites déformation (X ≃ x, E ≃ ε), on montre immédiatement que le tenseur taux de
déformation est la dérivée temporelle du tenseur des déformations infinitésimales :

υ(x, t) =
∂ε(x, t)

∂ t
. (1.27)

Cette égalité, qui s’obtient immédiatement de leur définition, n’est valable que dans l’hypothèse de
déplacements infinitésimaux. Néanmoins, le tenseur υ reste valable même si les déplacements ne
sont pas infinitésimaux et il continue de représenter les taux de déformation. En dérivant l’équation
(1.21) par rapport au temps, il vient donc

∂ dV
∂ t

= dV0 Tr(υ) = (∇·v) dV0. (1.28)

Le taux d’expansion du volume vaut donc ∇·v. Pour un fluide incompressible (dV/V = 0), le
champ de vitesse est de divergence nulle, et nous retrouvons le fait que le volume d’un élément
matériel de fluide reste alors constant.

La relation (1.27) montre que l’interprétation géométrique du tenseur taux de déformation est
similaire à celle du tenseur des déformations infinitésimales et ne sera donc pas reproduite ici. Cette
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discussion est menée en détail dans la référence [44, p. 91–100]. Nous notons simplement que
les éléments diagonaux du tenseur υ correspondent aux taux d’extension relative d’un élément de
fluide le long des axes du système alors que ses éléments non-diagonaux représentent les taux de
déformation angulaire locale (cisaillement). Le tenseur ϖ représente la vitesse angulaire de rotation
locale sans déformation de l’élément de fluide (voir Exercices 1.1 et 1.2).

Les Exercices suivants permettent d’illustrer les différents concepts introduits jusqu’ici.

Exercice 1.1 À l’aide des schémas ci-dessous, interpréter le sens de la vorticité ω =∇×v et
de la divergence ∇·v sur un élément fluide de dimensions infinitésimales. Pour ce faire, calculer
dθ1/dt + dθ2/dt et S(t + dt)−S(t) pour un dt infinitésimal en sachant que l’élément de fluide
se trouve dans un écoulement caractérisé par un champ de vitesse v(x, t).

■

Exercice 1.2 Soit l’écoulement bidimensionnel caractérisé par le champ de vitesse stationnaire
v(x,y) tel que vx = ax+2by et vy =−ay.

— Montrer que l’écoulement est incompressible et calculer les lignes de courant.
— Calculer les tenseurs des gradients de vitesse, taux de déformation et taux de rotation.
— Étudier les déformations et rotations d’un élément de fluide lorsque (i) a ̸= 0 et b = 0 ; (ii)

a = 0 et b ̸= 0.
■

Dans cette Section, nous avons donc généralisé aux milieux continus les notions de variation et
de taux de variation de longueur introduites dans la relation (1.1) et (1.2). Nous devons maintenant
généraliser la notion de force. C’est l’objet de la Section suivante.

1.4 Contrainte

Les forces agissant sur les particules matérielles d’un milieu continu sont de deux types : les
forces volumiques [body force] et les forces de surface.

Les forces volumiques, telles que les forces gravitationnelles ou électromagnétiques, agissent à
distance et sont donc extérieures au milieu continu. Elles sont généralement caractérisées par une
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densité par unité de masse (on les appelle donc aussi parfois forces massiques). Leur effet global
sur un milieu continu est la somme de leurs effets sur chaque particules matérielles : F =

∫
V fρ dV ,

où f est la densité massique de la force F et ρ dV est la masse d’un volume élémentaire. Ainsi, par
exemple, pour la pesanteur f = g où g est l’accélération gravitationnelle. Comme elles s’écrivent
sous forme d’une intégrale de volume, leur inclusion dans les équations de la dynamique est
immédiat comme nous le verrons au Chapitre 2.

Les forces de surface sont des forces de contact entre des particules matérielles contiguës d’un
milieu continu. Cette notion est essentielle dans l’étude des milieux continus. En effet, hormis les
forces volumiques, une force ne peut être transmise à un milieu continu qu’en étant appliquée à sa
surface. De plus, au sein d’un milieu continu, ces forces décrivent l’interaction résultant du contact
entre deux particules matérielles voisines. Elles proviennent des interactions microscopiques entre
les molécules constitutives du milieu continu. Les forces intermoléculaires étant de très courte
portée, elles n’agissent que sur une très petite distance de la surface séparant deux particules. Vu
l’échelle à laquelle un milieu continu est décrit, on considère que ces forces sont localisées sur cette
surface elle-même. De plus, il est naturel de supposer que ces forces augmentent linéairement avec
la surface au travers de laquelle elles s’exercent. Suivant Cauchy, on supposera donc l’existence
d’une densité surfacique de forces, σ, dont l’intégrale sur la surface donne la force de contact
totale s’exerçant sur cette surface. Cette dernière dépend en général, en description eulérienne, de
la position x et du temps t mais aussi de l’orientation de la surface au point et à l’instant considérés.
Plus précisément :

Définition 1.4.1 — Contrainte. Une contrainte, σ, est une force de contact par unité de surface
agissant en un point x d’un milieu continu au temps t et définie comme la limite

σ(x, t,n) = lim
∆Sn→0

∆F (x, t)
∆Sn

, (1.29)

où ∆F est la force qui s’exerce sur une portion de surface ∆Sn contenant le point x et de normale
extérieure unitaire n.

Cette contrainte σ représente la force par unité de surface exercée par la matière qui se trouve du
côté vers lequel n pointe sur la matière située du côté dont n provient. La troisième loi de Newton
implique donc que

σ(x, t,−n) =−σ(x, t,n). (1.30)

Si on considère que subir une contrainte n’est pas un sort enviable, on peut retenir le sens d’orienta-
tion de la normale grâce à l’image suivante : l’agressé montre du doigt son agresseur. On suppose
donc que la contrainte ne dépend de la surface sur laquelle elle agit qu’au travers son orientation
donnée par la normale n. Elle ne dépend donc pas, par exemple, de sa courbure locale.

Par exemple, dans un fluide au repos (ou parfait), une particule matérielle ressent une force
part unité de surface qui est normale aux éléments de surface de la particule et dont la norme est
indépendante de l’orientation de ceux-ci. Cette contrainte étant isotrope, il suffit d’un seul nombre
pour caractériser sa valeur en chaque point ; c’est la pression hydrostatique p :

σ(x) =−p(x)n, (1.31)

où σ est la contrainte et n le vecteur unitaire normale à la surface pointant vers l’extérieur du
volume délimité par les éléments de surface.

Cependant, dans un fluide visqueux ou un solide, la contrainte σ n’est généralement pas alignée
avec n et la relation (1.31) doit être généralisée. Nous verrons qu’il sera nécessaire de se donner 6
nombres pour caractériser la valeur de la contrainte en chaque point. En effet, si on considère un
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élément de surface d’aire dS et de normale extérieur n, une contrainte σ possèdera en général une
composante normale le long de n, σn, et une composante tangentielle dans un plan perpendiculaire
à n, σt (pour un fluide au repos ou parfait, on a donc σ = σn et σt = 0). Notons que, lorsque le
vecteur σn pointe dans le même sens que n, il s’agit d’une contrainte de tension (ou traction) et,
quand il pointe dans le sens opposé, il s’agit d’une contrainte de compression. C’est pourquoi il y a
un signe négatif dans l’expression (1.31) puisque la pression hydrostatique est une contrainte de
compression.

À ce stade, vu la relation (1.29), on pourrait penser qu’il est nécessaire de connaître le vecteur
σ pour tous les vecteurs n possibles afin de caractériser complètement l’état de contrainte d’un
milieu continu. Nous allons montrer qu’il suffit en fait de connaître le vecteur σ associé à 3 plans
perpendiculaires pour décrire complètement l’état de contrainte.

R Le raisonnement qui suit est dû à Augustin Louis Cauchy (1789–1857) en 1822 et permit, après
plus d’un siècle de tâtonnements, de jeter les bases d’une théorie générale des milieux continus.

ca b

FIGURE 1.8 – a. Construction de Cauchy ; dSi est l’aire de la face normale à la direction ei. b. Cube infinité-
simal construit sur les axes de coordonnées et représentation des composantes du tenseur des contraintes. c.
Couples associés aux forces exercées sur les faces d’un parallélépipède infinitésimal.

Pour ce faire, on considère une particule matérielle se trouvant en un point x à un instant t
et qui à la forme d’un tétraèdre (Fig. 1.8(a)). Nous ferons tendre les dimensions de ce tétraèdre
vers 0 ultérieurement. Effectuons le bilan des forces sur cette particule. Soit σ(x, t,n) ≡ σ(n)
la contrainte exercée sur la face oblique de normale unitaire n et d’aire dS (on n’indiquera pas
explicitement ici les dépendances en x et t puisque ces quantités sont fixées dans ce développement).
Par définition de la contrainte, la force agissant sur cette surface sera donc σ(n)dS et, à cause
de l’existence d’une composante tangentielle, elle ne sera généralement pas alignée le long de n.
Soit σ(−e1) la contrainte exercée sur face d’aire dS1 et dont la normale unitaire est −e1 où e1
est le vecteur unitaire pointant dans la direction x1. La force agissant sur cette surface est donc
σ(−e1)dS1 ne sera généralement pas alignée le long de la normale −e1. En procédant de la même
manière pour les deux faces restantes, on obtient la force totale agissant sur le tétraèdre comme la
somme de ces quatre forces :

∆F ≡ ρ dV
d2x

dt2 = σ(n)dS+σ(−ei)dSi +fρ dV = dS (σ(n)+σ(−ei)ni)+fρ dV, (1.32)

où ρ est la densité du milieu, dV le volume du tétraèdre, ni les composantes de la normale n, f
une éventuelle force volumique et où on a utilisé le résultat de l’Exercice 1.3.

Exercice 1.3 Montrer que la relation dSi = ni dS est satisfaite pour la configuration montrée
dans la Fig. 1.8(a) où n= niei. ■
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Faisons maintenant tendre la taille du tétraèdre vers zéro en réduisant de manière homothétique
chacune de ses dimensions, ce qui permet de conserver l’orientation de n. On a donc pour une
telle transformation dx′i = β dxi, ce qui conduit à dV ′ = β 3 dV et dS′ = β 2 dS. Si on suppose que
l’accélération reste finie lorsque β → 0, l’équation (1.32) devient

lim
β→0

(
ρ

d2x

dt2 −ρf

)
dV ′

dS′
= 0 = σ(n)−σ(e j)n j, ⇒ σi(n) = σi(e j)n j ≡ τ jin j,

où on a utilisé l’équation (1.30). La contrainte se rapportant à une normale n quelconque s’exprime
donc comme une combinaison linéaire des contraintes se rapportant aux 3 plans de coordon-
nées.

Définition 1.4.2 — Tenseur des contraintes. Le tenseur des contraintes, τ , est un tenseur
symétrique d’ordre 2 qui, appliqué à un vecteur unitaire normal à une surface, donne la contrainte
exercée sur cette surface :

σ(x, t,n) = n · τ(x, t) ⇒ σi = τ jin j. (1.33)

Les composantes diagonales de τ sont les contraintes normales, alors que les composantes
non-diagonales sont les contraintes tangentielles ou de cisaillement.

La relation (1.33) nous dit donc qu’en tout point x et à chaque instant t, la dépendance de la
contrainte σ par rapport à n est linéaire. Il existe donc un champ tensoriel du second ordre τ

qui, appliqué à n, donne σ en tout point et tout instant. Ce résultat est parfois appelé théorème
de Cauchy. Grâce à ce résultat, nous pouvons déduire la contrainte sur tout élément de surface
à partir des 6 grandeurs (τi j) = τ dont les unités sont [τi j] = [N][m]−2 = [Pa]. En considérant
un cube infinitésimal construit sur les axes de coordonnées (Fig. 1.8(b)), on voit également que
les composantes τi j du tenseur des contraintes peuvent s’interpréter comme les composantes des
vecteurs σ(e j) qui définissent les densités surfaciques de force sur les surfaces perpendiculaires
aux axes. On a en effet, par exemple, σi(n= e1) = τ jiδ1 j = τ1i.

Il nous reste maintenant à montrer que le tenseur des contraintes est symétrique (voir aussi
Section 2.1.4). Pour ce faire, on analyse l’équilibre des moments des forces agissant sur une particule
matérielle se trouvant en un point x à un instant t et qui à la forme d’un parallélépipède rectangle
(Fig. 1.8(c)). Nous ferons tendre les dimensions de ce volume vers 0 ultérieurement. Nous nous
limiterons à la rotation autour d’un axe parallèle à l’axe x1 et passant par le centre du parallélépipède,
ainsi qu’aux composantes τ23 et τ32 des forces de surface qui sont les seules à contribuer au couple
M par rapport à cet axe. Les autres forces exercées sur les faces du parallélépipède sont parallèles
à l’axe de rotation, ou le rencontrent, et ne contribuent donc pas à M . On obtient

M = ∑
i
(ri ×Fi) = 2

[
dx2

2
(τ23 dx1 dx3)−

dx3

2
(τ32 dx1 dx2)

]
e1 = (τ23 − τ32)Ve1,

où V est le volume du parallélépipède et où ri sont les vecteurs joignant le centre de masse x au point
d’application des forces et situé aux centres des faces du parallélépipède, voir Fig. 1.8(c). On peut
choisir le point d’application aux centres des faces du parallélépipède puisque les dimensions de ce
dernier vont tendre vers 0 par la suite. Les forces qui contribuent au moment, notées temporairement
ici Fi, sont données par τ23 et τ32 multipliées par l’aire des surfaces sur lesquelles elles s’appliquent
(puisque les contraintes sont des forces par unité de surface). Ces forces sont évaluées au centre
de masse. Leurs possibles variations le long du parallélépipède, du type (∂τ23/∂x2)dx2, donnent
des contributions d’ordre supérieur. Le principe fondamental de la dynamique nous dit que ce
couple va engendrer une accélération angulaire, α, donnée par I ·α = M , où I est le tenseur
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d’inertie du parallélépipède par rapport à l’axe de rotation dont les composantes sont données par
Ii j =

∫
V ρ(x2

kδi j − xix j)dV . Dans notre cas, on a donc

I11α1 =
ρ

12
V (dx2

2 + dx2
3)α1 = M1 = (τ23 − τ32)V ⇒ ρ

12
(dx2

2 + dx2
3)α1 = (τ23 − τ32),

où la masse volumique ρ est évaluée au centre de masse. Faisons maintenant tendre la taille du
parallélépipède vers zero en réduisant de manière homothétique chacune de ses dimensions. On a
donc pour une telle transformation dx′i = β dxi. Si on suppose que l’accélération angulaire reste
finie lorsque β → 0, l’équation ci-dessus donne τ23 = τ32. Le même argument peut être utilisé pour
les autres composantes de τ , ce qui montre que le tenseur des contraintes est symétrique comme le
tenseur des déformations et se représente par 6 composantes indépendantes (au lieu de 9)

τi j ≡ τ ji , ∀i, j. (1.34)

Cette relation reflète donc l’équilibre des moments exercés sur les volumes du milieu continu.
Nous à présent obtenu la généralisation aux milieux continus des forces et déplacements

nécessaire pour formuler les équations gouvernant la déformation des solides et des fluides. Il nous
manque les lois constitutives donnant le lien entre les contraintes et les (taux de) déformations ainsi
que les lois de conservation desquelles les équations découlent. C’est le sujet du Chapitre suivant.

1.5 Valeurs principales et axes principaux

Nous terminons ce Chapitre par un rappel sur les notions de valeurs principales et axes prin-
cipaux d’un tenseur. Nous savons que les tenseurs ε , υ et τ sont symétriques. Ils seront donc
représentés par des matrices symétriques (égales à leur transposée) dont les éléments sont réels.
Ces matrices possèdent différentes propriétés et nous en rappelons quelques-unes ci-dessous.

— La somme de deux matrices symétriques est une matrice symétrique ;
— Le produit de deux matrices symétriques qui commutent est une matrice symétrique ;
— Si A est une matrice symétrique et n un entier, alors An est symétrique ;
— Si A est une matrice symétrique alors A−1 est symétrique ;
— Si A est une matrice symétrique alors XAXT est symétrique pour toute matrice X .

FIGURE 1.9 – Cisaillement pur.

Une matrice symétrique est diagonalisable, ses valeurs propres,
λi, sont réelles et ses vecteurs propres, ξi, sont mutuellement or-
thogonaux et forment donc une base orthonormée (ces propriétés
s’étendent aux matrices à valeurs complexes si la matrice est hermi-
tienne). Ces valeurs propres sont les valeurs principales du tenseur
et les vecteurs propres déterminent les axes principaux (ou direc-
tions principales) du tenseur. Les valeurs principales portent des
noms spécifiques suivant le tenseur considéré. Représentés dans
leurs bases orthonormées respectives, les tenseurs des déformations
et des contraintes sont

ε
′ =

ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε3

 , τ
′ =

τ1 0 0
0 τ2 0
0 0 τ3

 .

Leurs valeurs propres {ε1,ε2,ε3}, {τ1,τ2,τ3}, sont appelées élon-
gations et contraintes normales ou principales respectivement. Soit
A une matrice symétrique, ses valeurs propres λi et ses vecteurs propres ξi sont tels que Aξi = λiξi.



1.5 Valeurs principales et axes principaux 33

Le déterminant de la matrice A−λiI doit être nul pour obtenir des solutions non triviales. Les
valeurs propres s’obtiennent donc à partir de l’équation caractéristique

det

A11 −λ A12 A13
A12 A22 −λ A23
A13 A23 A33 −λ

=−λ
3 + I1λ

2 − I2λ + I3 = 0, (1.35)

où Ii sont les invariants suivants (même valeur quel que soit le repère choisi) de la matrice A :

I1 = Tr(A) = Aii = λ1 +λ2 +λ3, (1.36a)

I2 =
1
2
(
[Tr(A)]2 −Tr(A2)

)
=

1
2
(AiiA j j −Ai jA ji) = λ1λ2 +λ2λ3 +λ3λ1, (1.36b)

I3 = det(A) = εi jkA1iA2 jA3k = λ1λ2λ3. (1.36c)

Quand les valeurs propres sont connues, les vecteurs propres s’obtiennent en résolvant le système
d’équations linéaires Aξi = λiξi. Dans la base orthonormée formée à l’aide de ces vecteurs propres,
la matrice A s’écrit alors

A′ =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 .

Les vecteurs propres normalisés permettent de construire la matrice orthogonale (PT = P−1) de
changement de base P qui diagonalise A. Chaque vecteur propre est une colonne de cette matrice P
et on a A′ = PT AP.

■ Exemple 1.3 Considérons par exemple le cisaillement pur donné par le champ de déplacement
et, via la relation (1.20), par le tenseur des déformations infinitésimales suivant (voir Fig. 1.9)

u=

αy
0
0

 ⇒ ε =
α

2

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , α = tanθ .

Pour diagonaliser la matrice (εi j) afin de déterminer les directions principales, on doit chercher les
valeurs propres εi et les vecteurs propres tels que εξi = εiξi. Pour obtenir des solutions non-triviales,
il faut donc que la matrice ε − εiI ne soit pas inversible. On a donc

det(ε − εiI) = 0 ⇒ εi

(
ε

2
i −

α2

4

)
= 0 ⇒ ε1 =

α

2
,ε2 =−α

2
,ε3 = 0.

La direction principale correspondant à la valeur propre ε1 est obtenue en résolvant (ε −ε1I)ξ1 = 0,
c-à-d

α

2

−1 1 0
1 −1 0
0 0 −1

a
b
c

= 0 =
α

2

b−a
a−b
−c

 ⇒ a = b
c = 0

⇒ ξ1 =

a
a
0

 .

En procédant de la même manière pour les deux autres valeurs propres et en normalisant les vecteurs
propres, on trouve les directions propres

ξ1 =
1√
2

1
1
0

 , ξ2 =
1√
2

 1
−1

0

 , ξ3 =

0
0
1

 , P =


1√
2

1√
2

0
1√
2

− 1√
2

0
0 0 1

 .
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où P est la matrice construite à partir des vecteurs propres et permettant de diagonaliser ε . On
vérifie sans peine que ε ′ = PT εP où

ε
′ =

α

2

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 .

On voit donc qu’un déplacement de cisaillement est équivalent à une expansion (ε1 = α/2) com-
binée avec une contraction (ε2 = −α/2) d’égales amplitudes dans les deux directions à 45◦ de
(1,0,0)T. Notons que les notions de valeurs principales et d’axes principaux sont également abor-
dées dans l’Exercice 1.2. ■

1.6 Exercices supplémentaires

Exercice 1.4 Calculer les lignes de courant et la vorticité des écoulements suivants :
— Poiseuille : v =Uy(h− y)ex.
— Tourbillon rigide : v =−Ωyex +Ωxey.
— Tourbillon irrotationnel : v = (k/r)eϕ .

Voir aussi WikipÃ©dia. ■

Exercice 1.5 Montrer que
∂J
∂ t

= J∇·v où J est le jacobien défini par l’équation (1.10). ■

https://en.wikipedia.org/wiki/Vortex


2. Lois de conservation et relations constitutives

Dans le Chapitre précédent, nous avons vu comment décrire le mouvement d’un milieu continu
sans se soucier des causes de ce mouvement (cinématique). Dans ce Chapitre, nous allons obtenir
les équations gouvernant l’évolution d’un milieu continu soumis à des forces externes (dynamique).
Nous allons donc relier la cause (force) aux effets qu’elle produit (mouvement). Il s’agit donc de
généraliser le principe fondamental de la dynamique (seconde loi de Newton) aux milieux continus.
Pour ce faire, nous allons obtenir des lois de conservation (masse, quantité de mouvement, moment
cinétique et énergie). En mécanique du point matériel, le principe fondamental de la dynamique
suffit pour définir le mouvement du point. Dans le contexte de la mécanique des milieux continus,
l’application d’une contrainte implique en plus une déformation du milieu. Il est donc nécessaire de
connaitre le lien qui existe entre contraintes et déformations ; deux notions introduites au Chapitre
précédent. Ce lien empirique est ce qu’on appelle une relation constitutive. Il est évident que ces
relations seront différentes suivant qu’il s’agit d’un fluide ou d’un solide. Mais même pour une
classe donnée de milieux continus (fluide ou solide), il existe de nombreuses relations constitutives.
L’étude des différents relations constitutives est appelée rhéologie (du grec rheo, couler et logos,
étude) et est très importante dans de nombreux domaines : science des matériaux, géophysique
(lave, plaque, manteau, etc.), physiologie (écoulement sanguin, etc.), secteur alimentaire (pâtes à
tartiner, fromage, etc.), secteur industriel (peinture, ciment, etc.), etc.

Pour les fluides, nous nous limiterons ici aux fluides parfaits et aux fluides newtoniens, voir
Sections 2.2.2 et 2.2.3, pour lesquels les relations constitutives sont simples et permettent de décrire
la dynamique de nombreux fluides en bonnes approximations. Cependant, il existe beaucoup de
fluides non-newtoniens. Un exemple simple et ludique est obtenu en mélangeant de l’eau avec de
l’amidon de maïs (Maïzena). Ce mélange se comporte comme un fluide ou un solide suivant la
vitesse à laquelle est appliquée la contrainte. C’est pourquoi on peut courir sur un tel fluide alors
qu’on s’y enfonce dès qu’on s’arrête. Il s’agit d’un fluide rhéo-épaississant pour lequel la viscosité
augmente lorsque le taux de cisaillement augmente. Il s’agit d’un comportement assez rare. Par
contre, comme on peut le constater quotidiennement, il existe de nombreux fluides rhéo-fluidifiants
pour lesquels la viscosité diminue lorsque le taux de cisaillement augmente. Citons par exemple :
la lave, le ketchup, le sang ou la peinture. Notons encore qu’il existe aussi des fluides à seuil pour
lesquels un écoulement se produit uniquement si la contrainte de cisaillement appliquée dépasse
un seuil critique. Citons par exemple : la mayonnaise et le dentifrice. Le comportement du fluide
au-delà du seuil est généralement newtonien ou rhéo-fluidifiants. Les fluides non-newtoniens ont
des propriétés étonnantes. Quelques exemples sont montrés dans la Fig. 2.1.
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FIGURE 2.1 – a. Quatre grands types d’écoulement pour les fluides. b. Trois courbes typiques contrainte-
déformation [stress-strain curve] pour les solides. c. Effet Weissenberg où un fluide viscoélastique monte le
long d’une tige en rotation (Karl Weissenberg (1893–1976)). Cet effet peut s’observer avec du blanc d’œuf.
d. Lorsqu’un filet de fluide visqueux organique rencontre une surface, il s’y accumule progressivement
formant un tas visqueux avant qu’un jet de liquide finisse par jaillir soudainement (photo). L’angle entre ce
jet secondaire et la surface augmente progressivement jusqu’à la fusion du jet avec le filet initial. Il s’agit
de l’effet Kaye rapporté pour la première par Arthur Kaye en 1963 [47] et expliqué 43 ans plus tard [48].
Cet effet peut simplement s’observer avec du shampoing. e. Enroulement d’un filet de fluide visqueux
(newtonien) [49, 50]. Cet effet s’observe facilement avec du miel. f. Mélange d’eau et d’amidon de maïs
placé sur une surface vibrante.

a
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c

FIGURE 2.2 – a. Rupture d’un matériau fra-
gile (fonte). b. Rupture d’un matériau duc-
tile (alliage d’aluminium). c. Expérience de
la goutte de bitume.

Pour les solides, nous nous limiterons aux solides hoo-
kéen pour lesquels la déformation est proportionnelle à la
contrainte, voir Section 2.3.2. Tous les solides sont hoo-
kéen pour des déformations suffisamment petites. Comme
pour les fluides, il existe de nombreuses relations constitu-
tives. Néanmoins, les déformations peuvent être classées
en deux grandes familles : les déformations réversibles,
qui correspondent au régime élastique, et les déforma-
tions irréversibles, qui correspondent au régime plastique
pour les matériaux ductiles ou à une rupture pour les
matériaux cassant (ou fragile). Le régime hookéen corres-
pond généralement à des déformations élastiques. L’in-
verse n’est cependant pas vrai. Les élastomères, comme
le caoutchouc, peuvent subir de grandes déformations
réversibles pour lesquelles la loi de Hooke n’est plus
vérifiée. Les matériaux cassants, quant à eux, rompent
généralement en régime élastique avec une fracture assez nette, voir Fig. 2.2(a). Finalement, pour
les matériaux ductiles, comme l’acier, le régime élastique est suivi d’un régime plastique où la
courbe contrainte-déformation s’infléchit. La contrainte est donc plus faible par rapport au régime
élastique pour une déformation donnée. Une contrainte maximale est généralement atteinte et
correspond à la formation d’une zone où la déformation est concentrée [neck ]. C’est ce qu’on
appelle la striction (ou étranglement). C’est dans cette région que la rupture aura finalement lieu
après que la section de cette zone ait significativement diminué, voir Fig. 2.2(b).

Notons finalement que la différence entre un liquide et un solide n’est pas aussi claire qu’on
pourrait le penser. Tout est une question d’échelle de temps. En effet, comme noté par James Clerk
Maxwell (1831–1879) en 1867 dans son célèbre article « On the dynamical theory of gases », tous les
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fluides sont viscoélastiques, c-à-d qu’ils possèdent à la fois des propriétés élastiques et visqueuses.
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FIGURE 2.3 – Évolution de la contrainte en fonction
du temps pour un fluide viscoélastique soumis à l’action
soudaine d’un taux de cisaillement γ̇ = v/d.

À des temps suffisamment courts, un fluide
se comporte comme un solide élastique sous
l’action d’un taux de cisaillement donné. À
des temps suffisamment longs, il se com-
porte comme un fluide visqueux. Le temps
caractéristique séparant ces deux régimes
est appelé temps de relaxation viscoélas-
tique, τv. Dans le cadre du modèle de Max-
well, il vaut τv = µ/G où G est le mo-
dule élastique de cisaillement ([G] = [Pa])
et µ la viscosité dynamique ([µ] = [Pa][s]).
Ces quantités sont mesurées en appliquant
un taux de cisaillement constant de ma-
nière continue au fluide et en mesurant la
contrainte au cours du temps, voir Fig. 2.3.
Pour de l’eau, on peut estimer ce temps τv

en utilisant le module de cisaillement de la glace, qui est de l’ordre de 109 Pa, et la viscosité de
l’eau liquide qui vaut 10−3 Pa s dans les conditions standards. On obtient alors τv ∼ 10−12 s, c’est
pourquoi l’eau se comporte usuellement comme un fluide visqueux. Par contre, le bitume qui a
l’apparence d’une solide peut néanmoins s’écouler sur des temps très longs. Une expérience célèbre
débutée en 1930 par Thomas Parnell (1881–1948) à l’Université de Queensland (Brisbane, Austra-
lie), et toujours en cours, montre que le bitume placé dans un entonnoir s’écoule régulièrement au
rythme d’une goutte tous les 10 ans environ, voir Fig. 2.2(c). C’est la plus longue expérience en
cours qui n’a jamais connu d’interruption (Pitch drop experiment). Cette expérience montre
que la viscosité du bitume est environ 2.31011 fois supérieure à celle de l’eau. Le lecteur intéressé
par la rhéologie pourra consulter des ouvrages spécialisés comme [51].

2.1 Lois de conservation

Dans cette Section, nous allons obtenir différentes lois de conservation nécessaires pour dégager
les lois physiques qui régissent l’évolution des milieux continus soumis à des forces externes.
Notons que ces lois fondamentales de conservation s’appliquent à tous les types de milieux continus
et ne dépendent pas des propriétés propres des différents types de matériaux. Ces propriétés
spécifiques des milieux continus seront considérées ultérieurement quand nous discuterons des
relations constitutives qui sont, quant à elle, des relations empiriques. Notons également que nous
nous limitons dans ce cours à des milieux continus homogènes, c-à-d des milieux formés d’un seul
constituant mais dont les propriétés (vitesse, pression, etc.) peuvent évidemment varier dans le
temps et l’espace. Avant d’obtenir ces lois de conservation, nous discutons d’abord d’un théorème
général utile par la suite.

2.1.1 Théorème de transport

Les lois de conservation s’obtiennent en regardant comment certaines quantités évoluent dans
le temps. Comme on considère un milieu continu, ces quantités s’obtiennent à partir de l’intégration
sur un volume d’une densité par particule matérielle de cette quantité. Par exemple, la masse M
d’un volume V sera donnée par l’intégration de la densité ρ (masse volumique) sur ce volume. La
complication provient du fait que le volume sur lequel on intègre varie dans le temps.

Soit un volume V (t) de l’espace eulérien constitué à l’instant t d’éléments matériels dont il suit
le mouvement. Ce volume se déplace donc avec les particules matérielles dont il est constitué et

https://smp.uq.edu.au/pitch-drop-experiment
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peut changer au cours du temps. Soit maintenant Q(t) une quantité associée à une portion donnée
de matière (fluide ou solide) et définie par

Q(t) =
∫

V (t)
f (x, t)dx. (2.1)

Notons que pour alléger les notations, nous noterons les intégrales de volume et de surface à l’aide
d’un seul signe intégral ce qui ne devrait engendrer aucune ambiguïté. Nous voudrions maintenant
calculer la variation temporelle de la quantité Q. La difficulté vient du fait que le volume V est
fonction du temps ainsi que, par conséquent, la paramétrisation utilisée pour effectuer l’intégration.
Pour pouvoir calculer dQ/dt, on utilise la généralisation à trois dimensions du théorème de Leibniz
pour la dérivée d’une intégrale à une dimension :

dq(t)
dt

=
∫ b(t)

a(t)

∂ f (x, t)
∂ t

dx+ f (b, t)
db
dt

− f (a, t)
da
dt

, où q(t) =
∫ b(t)

a(t)
f (x, t) dx. (2.2)

On constate donc que la variation de q(t) par rapport au temps est donnée par deux types de termes.
Le premier terme de cette relation implique l’intégrale de la dérivée partielle de f par rapport au
temps intégrée sur tout le domaine. Les deux derniers termes impliquent la fonction f évaluée aux
bords du domaine et multipliée par la vitesse à laquelle ces bords bougent. De plus, cette vitesse
tient compte de l’orientation de la normale extérieur du domaine. Si a(t) grandit au cours du temps,
sa vitesse est orientée suivant le sens des x positifs et est donc opposée à la direction de la normale
extérieure du domaine au point x = a(t). Il y a donc un signe négatif devant le dernier terme de
cette relation. Par contre, si b(t) grandit au cours du temps, sa vitesse est orientée dans le même
sens que la normale extérieure du domaine en ce point et le second terme apparait donc avec un
signe positif.

FIGURE 2.4 – Bilan de l’évolution
d’une quantité Q à l’intérieur du vo-
lume V (t).

Ce résultat à une dimension se généralise à trois dimensions
comme suit :

dQ
dt

=
∫

V (t)

∂ f (x, t)
∂ t

dx+
∫

∂V (t)
f (x, t)v ·n dS, (2.3)

où ∂V (t) est le bord du domaine de volume V (surface exté-
rieure du volume V ) et dS un élément de surface de ce bord. Le
vecteur v = dx/dt est le vecteur vitesse à laquelle se déplace le
bord du domaine et n est la normale unitaire extérieure au bord
du domaine. On retrouve donc bien les deux types de termes de
la relation à une dimension : un terme qui implique la dérivée
partielle de f par rapport au temps intégrée sur tout le domaine
et un terme qui somme toutes les contributions de f évaluée
bord du domaine et multipliée par la composante normale de
la vitesse vn = v ·n. Ce résultat mathématique s’interprète ai-
sément dans notre contexte. En effet, cette relation nous dit que
Q(t) peut varier dans le temps par ce que, d’une part, sa densité
f varie dans le temps (premier terme de l’équation (2.3)) mais aussi, d’autre part, car le déplacement
dans l’espace eulérien du volume matériel V (t) induit un flux de f au travers de sa surface qui
conduit également à une variation de Q(t) (second terme de l’équation (2.3)). En effet, considérons
un élément de surface dS, de normale extérieure n, faisant partie de la surface S(t) de V (t), voir
Fig. 2.4. Le déplacement de cette surface élémentaire à la vitesse v va engendrer un flux de f entrant
(et sortant) dans le volume V . La quantité de f dans le volume V pourra donc varier, même si f ne
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varie pas dans le temps, ce qui engendre une variation de Q. Cette variation est simplement donnée,
pour une surface élémentaire dS, par f multiplié par le volume du cylindre élémentaire de section
dS et de hauteur h = (vdt ·n), ce qui donne comme contribution élémentaire : f (vdt ·n)dS. Il
faut ensuite sommer cette contribution pour toutes les surfaces élémentaires dS, c-à-d intégrer sur
la surface. On obtient alors le flux convectif de f à travers la surface extérieure du volume matériel
pendant un temps dt. Le second terme de l’équation (2.3) décrit donc cette contribution par unité
de temps.

Nous pouvons à présent appliquer le théorème de Green-Ostrogradski (A.19) pour le champ de
vecteurs f (x, t)v dans la relation (2.3) afin d’obtenir :

Théorème 2.1.1 — Théorème de transport de Reynolds.

dQ
dt

=
∫

V (t)

(
∂ f (x, t)

∂ t
+∇· [ f (x, t)v]

)
dx, où Q(t) =

∫
V (t)

f (x, t)dx. (2.4)

De plus, si on suppose l’existence d’un terme de source s tel que dQ/dt puisse aussi s’écrire comme∫
V (t) s(x, t)dx, on obtient

∫
V (t)

(
∂ f (x, t)

∂ t
+∇· [ f (x, t)v]− s(x, t)

)
dx= 0.

Comme cette égalité doit être satisfaite pour tout volume V , on obtient alors la version locale du
théorème de transport :

∂ f (x, t)
∂ t

+∇· [ f (x, t)v] = s(x, t). (2.5)

Le théorème de transport peut s’obtenir également en effectuant un changement de variables
pour utiliser les variables lagrangiennes à la place des variables eulériennes. De cette manière,
l’intégration sur un volume variable se fait alors sur un volume fixe correspondant au volume initial
occupé par les particules. On a ainsi

Q(t) =
∫

V (t)
f (x, t)dx=

∫
V (0)

F(X, t)J dX, (2.6)

où J est la jacobien de la transformation. Il est donc maintenant aisé de calculer la dérivée de Q par
rapport au temps puisqu’on peut maintenant dériver sous le signe intégral. On obtient alors

dQ
dt

=
∫

V (0)

(
∂F(X, t)

∂ t
J+F(X, t)

∂J
∂ t

)
dX =

∫
V (0)

(
∂F(X, t)

∂ t
+F(X, t)∇·v

)
J dX,

où on a utilisé le résultat de l’Exercice 1.5. Ce résultat important nous permet maintenant de
repasser facilement aux variables eulériennes :

dQ
dt

=
∫

V (t)

(
D f (x, t)

Dt
+ f (x, t)∇·v

)
dx=

∫
V (t)

(
∂ f (x, t)

∂ t
+∇· [ f (x, t)v]

)
dx, (2.7)

où on a utilisé la dérivée matérielle (eulérienne) pour remplacer la dérivée partielle lagrangienne
(voir Eq. (1.13)) dans la première égalité et sa définition (1.12) dans la seconde égalité.
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2.1.2 Conservation de la masse
La première propriété des milieux continus qu’on admet est la conservation de la masse. Comme

montré ci-dessous, elle s’exprime mathématiquement par une équation de continuité qui traduit le
fait que de la matière ne peut disparaître ou apparaître spontanément. Cette équation de continuité
s’obtient immédiatement grâce au théorème de transport local (2.5). Puisque la masse d’un volume
V (t) est donné par M =

∫
V (t) ρ(x, t)dx, on peut donc utiliser ce théorème avec f ≡ ρ . De plus, si

le volume est toujours constitué des mêmes particules matérielles, on a dM/dt = 0. Le terme de
source s est donc nul. On obtient alors

∂ρ

∂ t
+∇·(ρv) = 0, ou

Dρ

Dt
+ρ ∇·v = 0. (2.8)

Cette équation est la forme locale du principe de conservation de la masse.

R Léonard de Vinci (1452–1519) observait déjà que pour un fluide, VA = constante, V étant la vitesse
du fluide et A sa section transverse. Aujourd’hui, on écrit cela comme ∇·v = 0.

Notons que les équations de continuités sont fréquentes en physique puisqu’elles s’obtiennent à
chaque fois qu’une quantité est conservée. Elles peuvent s’écrire de manière générale, en l’absence
de termes de source, sous la forme ∂ρ/∂ t +∇·J = 0 où ρ est une certaine densité et J le courant
associé. En mécanique des milieux continu, ρ est simplement la masse volumique et J = ρv. En
électromagnétisme, la conservation de la charge électrique se traduit également par une équation de
continuité où ρ est la densité de charge et J le vecteur densité de courant. En mécanique quantique,
la conservation de la probabilité de présence conduit également à une équation de continuité où ρ

est la densité de probabilité et J le courant de probabilité.
De la conservation de la masse, nous pouvons obtenir une autre relation. Soit M la masse

contenue dans un volume donné en variables eulérienne et lagrangienne :

M(t) =
∫

V (t)
ρ(x, t) dx=

∫
V (0)

ρ(X, t)J dX = M(0) =
∫

V (0)
ρ0(X) dX, (2.9)

où ρ0 est la densité initiale. Comme cette égalité est valable pour tout volume V (0), on obtient

ρ(X, t)J = ρ0(X). (2.10)

Nous pouvons donc calculer la densité à tout temps t en termes de la densité initiale ρ0 et le champ
de déplacement (qui permet de calculer J). Notons que la densité initiale ρ0 est habituellement
considérée comme constante. Il est aussi intéressant de comparer la relation (2.10) avec (1.19).

Finalement, l’équation de continuité permet de réécrire le théorème de transport sous une forme
assez utile. En effet, en mécanique des milieux continus, les grandeurs physiques sont souvent
définies en termes de densités par unité de masse. Soit w la densité massique de la quantité W , telle
que W (t) =

∫
V (t) ρ(x, t)w(x, t) dx. On a

dW
dt

=
∫

V (t)

(
∂ (ρw)

∂ t
+∇·(ρwv)

)
dx=

∫
V (t)

(
ρ

∂w
∂ t

+w
∂ρ

∂ t
+w∇·(ρv)+ρv ·∇w

)
dx,

où on a utilisé le théorème de transport (2.4) et développé l’intégrant. En utilisant l’équation (2.8),
on trouve finalement

d
dt

(∫
V (t)

ρw dx
)
=
∫

V (t)
ρ

(
∂w
∂ t

+v ·∇w
)

dx≡
∫

V (t)
ρ

Dw
Dt

dx. (2.11)
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2.1.3 Conservation de l’impulsion
Pour établir le principe de la conservation de l’impulsion (ou quantité de mouvement), on

applique la seconde loi de Newton aux particules matérielles qui composent le milieu continu. On
obtient ainsi une généralisation naturelle de la loi correspondant aux systèmes de points matériels.
Ce principe postule que, dans un référentiel inertiel, la variation de l’impulsion d’un milieu continu
est égale à la somme des forces extérieures s’exerçant sur ce milieu ; les forces internes s’annulant
en vertu de la troisième loi de Newton (action-réaction).

Soit un ensemble de particules matérielles occupant un volume variable V (t). Par définition,
l’impulsion de cet ensemble de particules est P (t) =

∫
V (t) ρ(x, t)v(x, t)dx. Comme discuté dans

la Section 1.4, les forces s’appliquant à ce volume sont de deux types, les forces volumiques et
surfaciques : F (t) =

∫
V (t) ρgdx+

∫
∂V (t)σdS, où g est la densité massique des forces de volume

(typiquement l’accélération gravitationnelle) et σ est le champ de contraintes. En utilisant l’équation
(1.33), le principe fondamental de la dynamique (dP /dt = F ) étendu aux milieux continus s’écrit
alors

d
dt

∫
V (t)

ρv dx=
∫

V (t)
ρg dx+

∫
∂V (t)

τ ·n dS =
∫

V (t)
(ρg+∇·τ) dx, (2.12)

où (∇·τ)i = ∂τ ji/∂x j et où on a utilisé le théorème de Green-Ostrogradski (A.19) et où on a
introduit la divergence d’un tenseur qui donne un vecteur dont les composantes sont explicitées ci-
dessus. En utilisant l’équation (2.11) pour chaque composante du membre de gauche de l’équation
ci-dessus, on obtient∫

V (t)
ρ

Dv

Dt
dx=

∫
V (t)

(ρg+∇·τ) dx.

Comme cette relation doit être valable pour tout volume, on obtient finalement

ρ
Dv

Dt
= ρg+∇·τ, ⇒ ρ

Dvi

Dt
≡ ρ

(
∂vi

∂ t
+(v ·∇)vi

)
= ρgi +

∂τi j

∂x j
, (2.13)

où on a utilisé la symétrie du tenseur des contraintes, voir Eq. (1.34). Cette équation est parfois
appelée première loi du mouvement de Cauchy. Elle est très importante puisque c’est cette équation
qui conduira aux équations d’Euler (fluide parfait), de Navier-Stokes (fluide newtonien) et de
Navier (solide hookéen) lorsque nous aurons spécifié le lien entre les contraintes et les (taux de)
déformations, c-à-d les relations constitutives.

2.1.4 Conservation du moment cinétique
Pour établir le principe de la conservation du moment cinétique (ou moment angulaire), on

procède comme pour la conservation de l’impulsion en appliquant le principe fondamental de la
dynamique aux particules matérielles qui composent le milieu continu. Ce principe postule que,
dans un référentiel inertiel, la variation du moment cinétique d’un milieu continu est égale à la
somme des moments des forces extérieures s’exerçant sur ce milieu.

Soit un ensemble de particules matérielles occupant un volume variable V (t). Par définition,
le moment cinétique de cet ensemble de particules est L(t) =

∫
V (t)(x×ρ(x, t)v(x, t))dx. Les

moments des forces s’appliquant à ce volume sont de deux types, les forces volumiques et surfa-
ciques : M(t) =

∫
V (t)(x×ρg)dx+

∫
∂V (t)(x×σ)dS, où g est la densité massique des forces de

volume (typiquement l’accélération gravitationnelle) et σ est le champ de contraintes. En utilisant
l’équation (1.33), le principe fondamental de la dynamique (dL/dt = M ) étendu aux milieux
continus s’écrit alors

d
dt

∫
V (t)

(x×ρv) dx=
∫

V (t)
(x×ρg) dx+

∫
∂V (t)

(x× τ ·n) dS.
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En utilisant l’équation (2.11) et en se souvenant que le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires
est nul, on obtient∫

V (t)

(
x×ρ

Dv

Dt

)
dx=

∫
V (t)

(x×ρg) dx+
∫

∂V (t)
(x× τ ·n) dS.

En utilisant la forme locale de l’équation de conservation de la quantité de mouvement (2.13) dans
le membre de gauche, il vient∫

V (t)
(x×∇·τ) dx=

∫
∂V (t)

(x× τ ·n) dS.

Pour expliciter davantage cette relation, il est plus aisé d’utiliser les composantes de chaque quantité.
La composante i de cette relation s’écrit∫

V (t)
εi jk x j

∂τℓk

∂xℓ
dx=

∫
∂V (t)

εi jk x j τℓk nℓ dS =
∫

V (t)

∂

∂xℓ

(
εi jk x j τℓk

)
dx,

=
∫

V (t)
εi jk

(
δ jℓ τℓk + x j

∂τℓk

∂xℓ

)
dx=

∫
V (t)

(
εiℓk τℓk + εi jk x j

∂τℓk

∂xℓ

)
dx,

où on a utilisé le théorème de Green-Ostrogradski (A.19). En comparant les membres de gauche et
de droite, on déduit∫

V (t)
εiℓk τℓk dx= 0 ⇒ εiℓk τℓk = 0 ⇒ τℓk = τkℓ. (2.14)

On retrouve donc le résultat anticipé au Chapitre précédent : le tenseur des contraintes est symétrique.
Cette équation est parfois appelée deuxième loi du mouvement de Cauchy.

2.1.5 Conservation de l’énergie
Les aspects mécanique et thermiques sont liés dans l’étude de nombreux phénomènes. En

effet, une modification de l’état mécanique d’un milieu peut entrainer des variations significatives
de températures. Par exemple, si l’on comprime l’air contenu dans une pompe à bicyclette en
maintenant fermé son extrémité avec le pouce, on constate un échauffement de celui-ci. Inversement,
un apport de chaleur peut modifier l’état mécanique d’un corps. C’est pourquoi les ponts, par
exemple, sont munis de joints de dilatation pour éviter que la structure ne subisse des contraintes
trop importantes lorsqu’elle se dilate suite à un apport de chaleur.

Le premier principe de la thermodynamique nous permet de dire que lors de l’évolution d’un
système continu, les différentes énergies en présence peuvent se transformer les unes en les autres
pour autant que l’énergie totale, qui est la somme des différentes énergies, soit conservée. Pour
établir le principe de la conservation de l’énergie, on procède comme précédemment en appliquant
le premier principe de la thermodynamique aux particules matérielles qui composent le milieu
continu. Ce principe postule que, dans tout domaine matériel la variation de l’énergie d’un milieu
continu est égale à la somme de la puissance des forces extérieures s’exerçant sur ce milieu et du
taux de chaleur reçu par le milieu.

Soit un ensemble de particules matérielles occupant un volume variable V (t). L’énergie ci-
nétique de cet ensemble de particules est Uc(t) =

∫
V (t)(ρ/2)|v|2 dx. Il s’agit d’une énergie ma-

croscopique liée au mouvement d’une particule matérielle. Cependant, une particule matérielle
est composée d’une multitude des molécules ou atomes. Leur énergie, qui n’est évidemment pas
incluse dans Uc, doit aussi être prise en compte. C’est un peu comme dans le cas d’un système
de points matériels, le second théorème de König (1712–1757) dit que l’énergie cinétique totale
du système est la somme de l’énergie cinétique du centre de masse (incluant la masse totale du
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système) et de l’énergie cinétique propre des particules dans le référentiel du centre de masse.
L’énergie interne s’écrit alors Ui =

∫
V (t) ρ u dx, où u est la densité massique d’énergie interne.

L’énergie totale, U s’écrit donc

U =Uc +Ui =
∫

V (t)
ρ

(
|v|2

2
+u
)

dx. (2.15)

Pour applique le premier principe de la thermodynamique, il nous faut décrire la puissance des
forces extérieures s’exerçant sur le milieu. Nous savons que pour un petit déplacement rectiligne
du du point d’application d’une force, le travail élémentaire d’une force F est par définition :
dW = F · du. Si ce déplacement s’effectue à une vitesse v, alors dW = F · dv dt de sorte que
la puissance est donnée par P = dW/dt = F ·v. Ce résultat appliqué aux forces volumiques et
surfaciques agissant sur le volume V (t) nous donne

P = PV +PS =
∫

V (t)
ρg ·v dx+

∫
∂V (t)

σ ·v dS. (2.16)

Il nous reste maintenant à déterminer le taux de transfert de chaleur par le monde extérieur,
Q̇. En se basant sur l’expérience, on postule qu’il contient également comme une contribution
surfacique et une volumique :

Q̇ =
∫

V (t)
ρ r dx−

∫
∂V (t)

q ·n dS, (2.17)

où r est une densité massique de chaleur, supposée connue, qui encode les apports ou pertes de
chaleur directement dans le sein du milieu continu ([r] = [W][kg]−1). Une réaction chimique se
déroulant dans le milieu ou un effet Joule résultant du passage d’un courant électrique sont des
exemples de sources de chaleur volumique. Le vecteur q est le flux de chaleur qui traduit les apports
calorifiques en surface par conduction ([q] = [W][m]−2). Le signe moins de cette contribution
provient du fait que n est la normale unitaire extérieure alors que q pointe vers l’intérieur. En
utilisant le théorème de Green-Ostrogradski (A.19) qui permet d’écrire l’intégrale de surface de
l’équation (2.17) comme une intégrale de volume, on constate que Q̇ = 0 si ∇·q = 0 et r = 0. Les
évolutions où le taux de chaleur Q̇ sont nulles (ou négligeable en pratique) sont dites adiabatiques.

Le premier principe de la thermodynamique d’écrit donc

dU
dt

= P+ Q̇,

ou en explicitant les différents termes

d
dt

∫
V (t)

ρ

(
|v|2

2
+u
)

dx=
∫

V (t)
ρ (g ·v+ r) dx+

∫
∂V (t)

(σ ·v−q ·n) dS.

En utilisant le théorème de transport (2.11) et l’équation (1.33), on obtient la forme intégrale du
premier principe de la thermodynamique

∫
V (t)

ρ
D
Dt

(
|v|2

2
+u
)

dx=
∫

V (t)
ρ (g ·v+ r) dx+

∫
∂V (t)

[(τ ·v) ·n−q ·n] dS. (2.18)

En utilisant le théorème de Green-Ostrogradski (A.19), on obtient la version locale

ρ
D
Dt

(
|v|2

2
+u
)
= ρ (g ·v+ r)+∇·(τ ·v)−∇·q. (2.19)
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Notons encore qu’en prenant le produit scalaire l’équation (2.13) avec v, on trouve la version locale
de la conservation de l’énergie cinétique

ρ

2
D|v|2

Dt
= ρ(g ·v)+v · (∇·τ). (2.20)

En prenant la différence entre les équations (2.19) et (2.20), on trouve la version locale de la
conservation de l’énergie interne

ρ
Du
Dt

= ρ r−∇·q+ τ : ∇v = ρ r−∇·q+ τ : G,

où G est le tenseur des gradients de vitesse (voir Section 1.3.2) et où τ : G ≡ τi jGi j. Comme
le tenseur des contraintes est symétrique, seule la partie symétrique de G contribuera lors de la
contraction des deux tenseurs. Cette partie symétrie est le tenseur taux de déformation. On a donc
finalement

ρ
Du
Dt

= ρ r−∇·q+ τ : υ . (2.21)

Un cas particulier important est celui où les forces volumiques dérive d’un potentiel indépendant
du temps : g =−∇Φ. Dans ce cas, on obtient : ρ (g ·v) =−ρ (∇Φ ·v) =−ρDΦ/Dt. L’équation
(2.20) devient alors

ρ
D
Dt

(
|v|2

2
+Φ

)
= v · (∇·τ) =∇·(τ ·v)− τ : υ . (2.22)

Nous verrons au Chapitre 3 que pour un fluide parfait en écoulement stationnaire, cette relation se
simplifie pour conduire au théorème de Bernoulli.

Notons que, si l’on désire étudier les milieux continus dans le cadre théorique de la thermody-
namique des phénomènes irréversibles, il est nécessaire d’introduire la notion d’entropie ainsi que
l’équation décrivant son évolution. Nous ne le ferons pas dans ce cours.

2.1.6 Bilan
Pour résumer et conclure cette Section sur les lois de conservation, mentionnons que nous

avons obtenu 8 équations : la conservation de la masse (1 équation), de l’impulsion (3 équations),
du moment cinétique (3 équations pour la symétrie du tenseur des contraintes) et de l’énergie
interne (1 équation). La conservation de l’énergie totale se déduit de la conservation de l’énergie
interne et de l’énergie cinétique. Cette dernière étant obtenu directement de la conservation de
l’impulsion, elle n’introduit pas de nouvelle équation. Cependant, si on néglige les échanges de
chaleur (∇·q = r = 0), ces équations impliques 14 inconnues : ρ (1), v (3), τ (9) et u (1). La
modélisation mathématique d’un milieu continu est donc sous-déterminée à ce stade et ne peut pas
être résolue.

Ce constat ne doit pas nous surprendre. Il aurait été surprenant qu’une théorie universelle
comme celle développée jusqu’ici permette l’étude de comportements aussi différents que ceux
d’un bloc métallique ou d’un gaz. Pour compléter la modélisation mathématique, nous avons besoin
d’équations supplémentaires pour combler notre déficit. Ces dernières sont obtenues en précisant la
nature du milieu étudié. Il s’agit des relations constitutives et des équations d’état.
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Mentionnons également que les équations des milieux continus sont des équations aux dérivées
partielles qui doivent être accompagnées de conditions aux limites pour pouvoir les résoudre
univoquement. Ces conditions aux limites ne seront pas spécifiées de manière générale dans ce
cours mais nous indiquerons leur forme précise dans les Sections suivantes en fonction du type de
matériaux considéré.

Notons finalement que, si l’on désire tenir compte des échanges de chaleur, r sera supposé
connu et trois équations supplémentaires pour q devront être introduites, typiquement à l’aide de la
loi de Fourier : q =−k∇T , où k est la conductivité thermique du milieu ([k] = [W][m]−1[K]−1) et
T la température ([T ] = [K]). Cette relation peut être vue comme une relation constitutive. Il est
ensuite nécessaire d’introduire une équation d’évolution pour la nouvelle variable T , l’équation
de la chaleur : DT/Dt = α ∇2T , où α est le coefficient de diffusion thermique (ou diffusivité
thermique, [α] = [m]2[s]−1). On ajoute donc 4 équations pour 4 inconnues sans déséquilibrer notre
bilan « équations/inconnues ».

R Dans certains cas, le transport de chaleur par conduction n’est pas le mode de transport dominant
et se fait principalement par rayonnement ; il est dit « radiatif ». C’est le cas, à l’intérieur des
étoiles ou dans la matière en fusion comme la lave ou le verre. De même, ce mode de transport est
important dans l’atmosphère terrestre. La description d’un tel transport est compliquée mais elle se
simplifie dans la limite où le milieu est épais par rapport à la longueur caractéristique d’absorption
d’un photon. Dans ce cas, on peut invoquer l’approximation de (Svein) Rosseland (1894–1985) :
q =−[16σ/(3αR)]T 3∇T , où σ est la constante de Stefan de la théorie du corps noir et αR est un
coefficient d’absorption moyen.

2.2 Relations constitutives : fluides
Les équations constitutives vont nous permettre de spécifier la nature du milieu étudié et de

relier le tenseur des contraintes au tenseur des (taux de) déformations. Il s’agit donc de nouvelles
équations qui n’introduiront pas de nouvelles inconnues si ce n’est la pression. Cette dernière
sera spécifiée à l’aide d’une équation d’état. Nous nous limiterons dans ce cours à trois relations
constitutives valables pour les fluides parfaits, les fluides newtoniens et les solides hookéens.

2.2.1 Viscosité

FIGURE 2.5 – Géométrie d’un écoulement
de cisaillement simple.

Avant de discuter des relations constitutives appli-
cables aux fluides, il est nécessaire d’introduire une gran-
deur physique macroscopique qui caractérise ces der-
niers : la viscosité. La viscosité (du latin viscum, gui, glu)
est une grandeur qui mesure l’ensemble des phénomènes
de résistance à l’écoulement se produisant au sein d’un
fluide. Elle provient des frottements entre des couches de
fluide glissant les unes par rapport aux autres. Plus la vis-
cosité augmente, plus la résistance du fluide à s’écouler
augmente. On peut la mesurer à l’aide d’un écoulement stationnaire d’un fluide placé entre deux
plaques parallèles et distantes de d dans la direction perpendiculaire z, voir Fig. 2.5. Une plaque
est maintenue fixe pendant que l’autre se déplace à une vitesse v suivant l’axe x en maintenant la
distance d constante. Le fluide est alors entrainé par le mouvement et, en régime stationnaire, on
observe que la vitesse du fluide varie linéairement de 0 à v le long de l’axe z :

vx(z) =
vz
d
. (2.23)

Ce type d’écoulement est appelé écoulement de cisaillement simple ou écoulement de Couette
plan (Maurice Couette, 1858–1943), voir Section 3.3.1. On constate aussi que la contrainte ap-
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pliquée pour déplacer la plaque, σ , est liée au gradient de vitesse par la relation linéaire suivante
communément appelée loi de Newton :

σ = µ
v
d
= µ

∂vx

∂ z
, (2.24)

où le coefficient de proportionnalité µ est la viscosité dynamique (de cisaillement, [µ] = [Pa][s]).
On rencontre parfois dans la littérature d’autres unités historiques comme le Poiseuille (Jean-
Léonard-Marie Poiseuille, 1797–1869) qui est l’ancienne dénomination de l’unité dans le système
international ou le Poise qui est l’unité dans le système CGS et vaut 10−1 Pa s. La quantité v/d est
appelée taux de cisaillement et est une composante du tenseur taux de déformation (tout comme
σ est une composante du tenseur des contraintes), comme nous le verrons à la Section 2.2.3. La
Table 2.1 rassemble quelques caractéristiques discutées jusqu’ici pour quelques fluides typiques et
en particulier la viscosité dynamique.

R Cette relation a été énoncée par Isaac Newton (1642–1727) en 1687 dans son célèbre ouvrage
Philosophiae naturalis principia mathematica. Le terme viscosité n’apparait pas dans ce texte. Elle
est appelée par Newton : « defectus lubricitatis » (qu’on pourrait traduire grossièrement comme
« défaut de lubrification »). Newton était intéressé par le mouvement des planètes autour du soleil,
et a essayé d’obtenir la vitesse de rotation pour chaque planète à partir de la vitesse d’écoulement
d’un vortex en mouvement autour du soleil en rotation.

La relation (2.24) nous dit donc qu’un fluide est un matériau qui peut être mis en mouvement
par une contrainte de cisaillement aussi petite soit-elle. Comme nous l’avons vu dans la Section 1.4,
une contrainte de cisaillement implique l’existence de composantes non diagonales du tenseur des
contraintes différentes de zéro. On déduit que dans un fluide au repos, où il n’y a évidemment pas
de cisaillement, les composantes non diagonales de ce tenseur doivent être nulle : τi j =−pδi j, où
p est la pression (hydrostatique) dans le fluide au repos. Dans les Sections suivantes, nous verrons
comment l’expression du tenseur des contraintes est modifiée pour un fluide en mouvement suivant
le type de fluide considéré.

Fluide
Conductivité

thermique
k (W m−1 K−1)

Capacité
thermique massique

C (J kg−1 K−1)

Masse
volumique
ρ (kg m−3)

Diffusivité
thermique

α = k/(ρC) (m2 s−1)

Viscosité
dynamique

µ (Pa s)

Air 0.025 1005 1.293 1.9 10−5 1.8 10−5

Bitume 2.3 108

Eau 0.6 4185 998 1.4 10−7 1.0 10−3

Éthanol 0.169 2460 789 8.7 10−8 1.2 10−3

Glycérol 0.29 2420 1260 9.5 10−8 1.5
Huile 0.1 2000 1000 5.0 10−8 10−2–103

Mercure 8.25 139 13546 4.4 10−6 1.5 10−3

Miel 1–10

TABLE 2.1 – Caractéristiques de quelques fluides pour des conditions standards. Les valeurs pour l’huile de
silicone sont approximatives [44]. Source pour les autres fluides : Wikipédia.

2.2.2 Fluides parfaits : équations d’Euler
Un fluide est dit parfait si son mouvement peut être décrit alors que les effets de viscosité et

de conduction thermique sont négligés. Vu la discussion menée dans la Section 2.2.1, il n’est pas
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possible d’appliquer une contrainte de cisaillement à un tel fluide si µ = 0. Dès lors, comme pour
un fluide au repos, le tenseur des contraintes pour un fluide parfait s’écrit

τi j =−pδi j, (2.25)

où p est la pression qui est déterminée en fonction de la température T et de la densité ρ par une
équation d’état. Cette équation nous procure les 6 équations supplémentaires nécessaires pour
compléter la modélisation mathématique d’un milieu continu, voir discussion de la Section 2.1.6.
Maintenant que l’expression du tenseur des contraintes est connue, on peut l’utiliser dans la loi de
conservation de l’impulsion (2.13) pour obtenir les équations d’Euler du mouvement d’un fluide
parfait

ρ
Dv

Dt
= ρg−∇p,

∂ρ

∂ t
+∇·(ρv) = 0, (2.26)

où on a également ajouté la loi de conservation de la masse. On constate donc qu’en dehors des
forces de volume, g, ce sont donc les différences de pression qui produisent le mouvement.

R Ces équations furent dérivées sous cette forme par Euler. Elles marquent un tournant dans l’histoire
de la mécanique des fluides car elles forment pour la première fois une base mathématique complète
de la théorie des fluides. Comme le remarqua Lagrange, ces équations réduisent l’étude de la
mécanique des fluides à un problème d’analyse. Jusqu’alors, les problèmes d’hydrauliques se
posaient et se résolvaient au cas par cas, par la force de l’intuition de savants comme Daniel
Bernoulli.

On remarque immédiatement qu’on ne dispose que de 4 équations pour 5 inconnues. Il faut donc
compléter ce système par une équation supplémentaire, généralement sous la forme d’une équation
d’état ρ = ρ(p). Comme montré dans l’Exercice 2.1, si le fluide est un gaz parfait subissant une
transformation réversible (forcément adiabatique et donc isentropique), on a l’équation d’état de
(Pierre-Simon de) Laplace (1749–1827)

pρ
−γ = constante, (2.27)

où γ =Cp/Cv est l’indice adiabatique (ou coefficient adiabatique, exposant adiabatique ou coeffi-
cient de Laplace) et Cp et CV sont les capacités thermiques du gaz à pression constante et à volume
constant respectivement. On a aussi que γ = 1+2/N où N est le nombre de degré de liberté par par-
ticule. Pour un gaz parfait monoatomique, N = 3, et ce coefficient vaut donc γ = 5/3. Pour un gaz
parfait diatomique on a deux degrés de rotation supplémentaires (N = 5), et ce coefficient vaut donc
γ = 7/5. Pour l’air γ = 7/5 en bonne approximation (voir indice adiabatique pour d’autres
gaz). Dans le cas de la convection thermique d’un liquide, on a plutôt ρ = ρ0 (1−α(T −T0)) et les
équations (2.26) sont alors couplées à une équation de transport de chaleur : DT/Dt = k∇2T .

Exercice 2.1 Sachant que pour un gaz parfait, on a d’une part U = (N/2)nk T , et d’autre
part, pV = nk T , où N est le nombre de degrés de liberté par particule et k est la constante de
Boltzmann, établir la loi pρ−γ = constante et montrer que γ = 1+2/N.
Rappel de thermodynamique : dU = T dS− pdV . ■

Incompressibilité

Lorsque le fluide est un liquide, il est souvent considéré comme incompressible, c-à-d qu’on
suppose que la densité est constante dans le temps et dans l’espace : ρ = constant. La loi de

https://fr.wikipedia.org/wiki/Indice_adiabatique
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conservation de la masse (2.8) implique alors que ∇·v = 0 (voir aussi l’équation (1.28)). Dans ce
cas, les équations d’Euler deviennent

ρ
Dv

Dt
= ρg−∇p, ∇·v = 0. (2.28)

Le modèle du fluide parfait incompressible est très utilisé en hydrodynamique et est approprié
pour un très grand nombre d’écoulements. Nous l’utiliserons pour décrire les ondes de surface à la
Section 3.2. Ce modèle est aussi souvent valable loin de parois rigides.

Finalement, les équations d’Euler étant des équations aux dérivées partielles, elles requièrent
des conditions aux limites pour être résolues univoquement. Ces conditions sont discutées dans la
Section 2.2.4.

2.2.3 Fluides newtoniens : équations de Navier-Stokes

Nous avons déjà établi dans la Section 2.2.1 que l’expression du tenseur des contraintes pour
un fluide au repos est τi j =−pδi j. Lorsque le fluide est mis en mouvement par une contrainte de
cisaillement, la relation constitutive (2.24) montre qu’il existe une relation linéaire entre le tenseur
des contraintes τ et des taux de déformation υ puisque cette équation peut se réécrire comme suit

τzx = 2µυxz,

où τzx = τxz ≡ σ et υxz ≡ (∂vx/∂ z+∂vz/∂x)/2 = (∂vx/∂ z)/2 puisque vz = 0 (voir Fig. 2.5). La
relation linéaire la plus générale entre τ et υ peut s’écrire sous la forme

τi j =−pδi j +Ai jkℓ υkℓ.

Cette relation se réduit bien à celle d’un fluide au repos lorsque υ = 0 (v = 0) et implique un
tenseur d’ordre 4, Ai jkℓ, qui contient a priori 34 = 81 éléments. Cependant, puisque τ et υ sont
deux tenseurs symétriques, le tenseur A est donc symétrique par rapport à ses deux premiers et
deux derniers indices. Cela réduit donc le nombre d’éléments à 62 = 36 qui devraient en général
être déterminés pour spécifier la relation constitutive.

Dans ce cours, nous nous limiterons néanmoins à l’étude des matériaux isotropes. Cette
hypothèse impose que la relation constitutive soit indépendante du repère choisi pour l’exprimer.
On obtient donc la même relation τ ′

i j =−pδi j +Ai jkℓ υ ′
kℓ dans tous les repères orthonormés obtenus

à partir du premier par rotation ou inversion d’axes. Cela veut dire que le tenseur A doit satisfaire la
relation Ai jkℓ = Pim Pjn Pko Pℓp Amnop pour toute matrice P de changement de repère. On peut montrer
que la seule forme possible de ce tenseur est alors [52]

Ai jkℓ = λ δi j δkℓ+µ
(
δik δ jℓ+δiℓ δ jk

)
.

En utilisant cette forme pour le tenseur A, on obtient directement la relation constitutive d’un fluide
newtonien

τi j =−pδi j +2µ υi j +λ υkk δi j, (2.29)

où υ est défini par la relation (1.23), µ représente la viscosité dynamique et λ la viscosité de volume.
Notons que la viscosité cinématique, ν = µ/ρ est également parfois utilisée ([ν ] = [m]2[s]−1).
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R La viscosité dynamique peut varier énormément d’un fluide à l’autre (voir Table 2.1) et varie
significativement avec la température. Pour un liquide, le modèle le plus simple a été proposé
par Osborne Reynolds (1842–1912) en 1886 : µ(T ) = µ0 exp(−bT ). Cette relation empirique
ne donne en général de bons résultats que sur un intervalle limité de température mais a le
mérite de mettre en évidence la forte variation de la viscosité avec T . Pour un gaz, la loi de
(William) Sutherland (1859–1911) proposée en 1893 donne généralement de bons résultats :
µ(T )/µ0 = (T/T0)

3/2(T0 +S)/(T +S), où µ0 est la viscosité du gaz à la température T0 et S est
la température de Sutherland qui dépend du gaz considéré.

La relation (2.29) se simplifie dans le cas d’un fluide incompressible. En effet, de la définition
du tenseur taux de déformation, on a υkk =∇·v. Dès lors, le dernier terme de l’équation (2.29)
s’annule pour les fluides incompressibles pour lesquels ∇·v = 0 :

τi j =−pδi j +2µ υi j fluides incompressibles. (2.30)

Cette relation nous procure les 6 équations supplémentaires nécessaires pour compléter la modéli-
sation mathématique d’un milieu continu, voir discussion de la Section 2.1.6.

Maintenant que l’expression du tenseur des contraintes est connue, on peut l’utiliser dans la loi
de conservation de l’impulsion (2.13) pour obtenir les équations de Navier-Stokes du mouvement
d’un fluide newtonien incompressible

ρ
Dv

Dt
= ρg−∇p+µ∇2v, ∇·v = 0. (2.31)

Notons que cette équation, tout comme l’équation d’Euler, nous informe que, pour un fluide au
repos, la pression dans le fluide est la pression hydrostatique lorsque les forces de volume sont dues
à la gravité : ∇p = ρg.

R Cette équation a été proposée par Claude Louis Marie Henri Navier (1785–1836) en 1822 et dérivée
sous une autre forme George Gabriel Stokes (1819–1903) en 1845. Notons qu’il est très important
de se souvenir que la définition du laplacien vectoriel est ∇2f = ∇(∇·f)−∇×(∇×f) et
que la relation ∇2(vx,vy,vz) = (∇2vx,∇

2vy,∇
2vz) n’est vraie que dans un repère cartésien, voir

Annexe A.3.2.

Les équations d’Euler et de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées partielles. Elles
requièrent donc des conditions aux limites pour être résolues univoquement. Ces conditions sont
discutées dans la Section suivante.

2.2.4 Conditions aux limites
Certaines conditions aux limites dépendent évidemment du problème particulier considéré

comme nous l’illustrerons au travers divers exemples dans ce cours. Par contre, d’autres conditions,
explicitées dans cette Section, sont (presque) toujours d’application. Nous commençons par les
fluides newtoniens. Les conditions applicables aux fluides parfaits en seront déduites.

Fluides newtoniens : contact avec une paroi
Lorsqu’un fluide visqueux est en contact avec une paroi solide imperméable, on suppose que le

fluide ne peut ni pénétrer la paroi ni glisser le long de celle-ci. La vitesse du fluide en contact avec
la paroi est donc égale à la vitesse, supposée connue, de cette paroi :

vfluide(P) = vparoi(P), ∀P ∈ Sc, (2.32)
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où Sc est la surface de contact entre le fluide et la paroi. Si la paroi est au repos dans le référentiel
utilisé pour décrire le mouvement du fluide, on aura bien évidemment vfluide(P) = 0, ∀P ∈ Sc.

R Notons que si le fluide pouvait glisser librement le long d’une paroi, on ne pourrait pas le mettre
en mouvement avec un cisaillement tel que montré sur la Fig. 2.5. Il pourrait néanmoins être
mis en mouvement s’il glisse partiellement. Cette condition de non glissement [no-slip boundary
condition] ne se démontre pas théoriquement, mais peut, néanmoins, être considérée comme valable
pour des fluides simples et à l’échelle des expériences courantes. La confiance que l’on a dans la
pertinence de cette condition aux bords découle donc à la fois de preuves expérimentales directes
et du succès obtenu par les théories qui incorporent cette hypothèse (même si son interprétation à
l’échelle microscopique n’est pas aisée [53]). Des effets significatifs de glissement à la paroi sont
cependant observables pour des fluides complexes et, même pour les fluides simples, à des échelles
sub-micrométriques. Ils peuvent donc avoir une influence très importante sur les dispositifs de
micro- et nano-fluidique qui connaissent actuellement un fort développement.

Fluides newtoniens : contact entre deux fluides immiscibles
Il arrive très fréquemment que l’on doive résoudre un problème impliquant deux fluides

immiscibles comme, par exemple, quand le fluide est en contact avec l’air. On doit alors résoudre
les équations dans chaque fluide et connecter les résultats au niveau de l’interface à l’aide de
conditions aux bords appropriées (comme on le fait quand on résout le problème d’une particule
dans un puits de potentiel carré en mécanique quantique). La difficulté ici est que l’interface se
déforme au cours du temps et devient donc une inconnue du problème. On a donc ce qu’on appelle
un problème aux frontières libres.

1. Continuité du champ de vitesse
La première condition à imposer à l’interface entre deux fluides, identifiés par des indices 1 et 2, est
la continuité du champ des vitesses au travers de l’interface qui traduit, d’une part, que les fluides
ne peuvent s’interpénétrer (composantes normales) et, d’autre part, que les deux fluides ne peuvent
pas glisser l’un sur l’autre (composantes tangentielles) :

v(1)(P) = v(2)(P), ∀P ∈ Σ, (2.33)

où Σ est l’interface entre les fluides.

Fluide 1 Fluide 1

Fluide 2Fluide 2

FIGURE 2.6 – La courbure de la petite surface S est ici exagérée.

2. Équilibre des contraintes
La seconde condition à imposer à l’interface entre ces deux fluides est l’équilibre des contraintes
exercées le long de celle-ci. Elle s’obtient directement à partir de la loi de conservation de l’impul-
sion. Cependant, quand deux fluides immiscibles sont en contact, des forces tangentes à l’interface
s’exercent perpendiculairement à toute ligne tracée sur cette surface ; ce qui tend à aplanir l’interface
et ainsi réduire l’aire de contact. La force par unité de longueur qui apparait sur ces lignes est la
tension superficielle γ . Il est donc nécessaire de compléter la relation (2.12) pour prendre en compte
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cette force supplémentaire. Comme nous l’avons fait dans la Section 1.4, nous considérons une
petite portion S de l’interface entre les deux fluides délimitée par un contour Γ et de normale n.
Soit V le volume du cylindre droit de hauteur h construit de part et d’autre de la surface S comme
indiqué sur la Fig. 2.6. La relation (2.12) appliquée à ce volume s’écrit

d
dt

∫
V (t)

ρv dx=
∫

V (t)
ρg dx+

∫
∂V (t)

τ ·n dS+
∮

Γ

γ nΓ dℓ,

où nΓ est la vecteur normal unitaire à la courbe Γ et tangent à la surface S le long duquel la tension
superficielle agit et n est la normale extérieur au volume V . Nous faisons maintenant tendre h vers
0. Les intégrales de volume s’annulent ainsi que l’intégrale sur la surface latérale du cylindre. Il ne
reste donc que les contributions provenant de S1 et S2 qui sont alors confondues avec S (et donc
n2 =−n1 = n) :∫

S

[
τ
(2)− τ

(1)
]
·n dS+

∮
Γ

γ nΓ dℓ= 0.

Notons que ce résultat traduit simplement le fait que l’interface est une surface géométrique et
que tous les effets de volumes sont alors nuls. Cette relation, qui exprime l’équilibre des forces
appliquées sur l’interface, aurait donc pu être obtenu directement sans utiliser ce raisonnement. En
utilisant une version modifiée du théorème de Stokes (A.23), nous obtenons∫

S

[
τ
(2)− τ

(1)
]
·n dS+

∫
S
[∇Sγ − γ n(∇·n)] dS = 0

où ∇S représente le gradient le long de la surface S et équivaut à ∇−n(n ·∇). Cette dernière
expression traduit simplement le fait que la composante du gradient normale à la surface S à été
retirée du gradient pour ne conserver que les contributions tangentielles. Comme la surface S est
arbitraire, nous obtenons

[
τ
(2)− τ

(1)
]
·n= γ n(∇·n)−∇Sγ, ⇒

[
τ
(2)− τ

(1)
]
·n=−2Hγ n−∇Sγ, (2.34)

où on a utilisé un résultat de géométrie différentielle qui relie la divergence du vecteur normal
unitaire d’une surface à la courbure moyenne H : −∇·n = 2H = κ1 +κ2, où κ1 et κ2 sont les
courbures principales de la surface. Cette condition vectorielle est à appliquer en tout point de
l’interface Σ. Notons que le signe de la courbure moyenne change suivant le sens choisi pour la
normale. Par convention, la courbure κ est positive si la normale pointe vers le centre de courbure
local et est négative autrement. Avec cette convention, la quantité Hn est indépendante du choix du
sens de la normale et est toujours dirigée vers le centre de courbure local.

2a. Tension superficielle uniforme
La condition (2.34) se simplifie dans de nombreux cas. Tout d’abord, la tension superficielle à
une interface fluide-fluide dépend de la température et de la composition de l’interface. Si nous
supposons qu’elle est uniforme, comme c’est souvent le cas, le gradient de tension superficielle
disparait partout sur l’interface : ∇Sγ = 0. Sous cette condition, les composantes tangentielle et
normale de cette condition s’écrivent

t ·
[
τ
(2)− τ

(1)
]
·n= 0, si ∇Sγ ≡ 0 (composante tangentielle), (2.35a)

n ·
[
τ
(2)− τ

(1)
]
·n=−2Hγ =−(κ1 +κ2)γ (composante normale), (2.35b)



52 Chapitre 2. Lois de conservation et relations constitutives

où t est le vecteur tangent unitaire à l’interface Σ.
Pour comprendre la signification physique de ces conditions, considérons des cas simples.

Regardons ce que devient la relation (2.35a) dans le cas où l’interface entre deux fluides est plane et
parallèle au plan (x,y) et que la vitesse de l’écoulement est parallèle à l’axe x : v = (vx,0,0) avec
vx = vx(x,y,z). La normale unitaire d’une surface définie par l’équation Σ(x,y,z, t) = 0 s’écrit :

n=
∇Σ

|∇Σ|
. (2.36)

Dans notre exemple, Σ(x,y,z, t) = z− c = 0 où c est une constante. La normale de cette surface est
donc bien évidemment n= (0,0,1). Le vecteur tangent unitaire est quant à lui perpendiculaire à
la normale : t ·n= 0. Il vaut donc dans notre cas t= (cosθ ,sinθ ,0), où θ est l’angle que fait le
vecteur tangent avec l’axe x. Dans ces conditions, la relation (2.35a) se simplifie grandement et
devient

ti
[
τ
(2)
i j − τ

(1)
i j

]
n j = ti

[
τ
(2)
iz − τ

(1)
iz

]
= txτ

(2)
xz + tyτ

(2)
yz − txτ

(1)
xz − tyτ

(1)
yz = 0.

On voit donc que seules les composantes de cisaillement du tenseur des contraintes apparaissent
dans cette expression. Ces contraintes ont une origine purement visqueuse (elle n’existe pas pour
un fluide parfait) et ne font pas intervenir la pression. En effet, en utilisant la relative constitutive
(2.30), on trouve que

τxz = 2µυxz = µ
∂vx

∂ z
, τyz = 2µυyz = 0, ⇒ µ1

∂v(1)x

∂ z
= µ2

∂v(2)x

∂ z
,

où on a utilisé la définition (1.23) du tenseur taux de déformation υ et l’expression du champ de
vitesse considéré ici (v = (vx,0,0)). Cette relation signifie simplement que les gradients de vitesse
à l’interface sont dans le rapport inverse des viscosités dynamiques.

La composante normale (2.35b) conduit à la loi de Laplace. Supposons que nous ayons la
configuration montrée dans la Fig. 2.6, que localement la normale n soit orientée suivant l’axe z,
n = ez, et qu’il n’y ait pas de gradient de vitesse le long de l’axe z. Dans ce cas, en utilisant la
relative constitutive (2.30), la relation (2.35b) se réduit à

τ
(2)
zz − τ

(1)
zz =−p(2)+ p(1) =−2Hγ ⇒ p(1) = p(2)−2Hγ. (2.37)

Si, comme sur la Fig. 2.6, la normale pointe à l’opposé du centre de courbure, la courbure moyenne
H est négative et on retrouve bien le résultat connu que la pression dans le fluide 1 sera supérieure
à celle du fluide 2. Par exemple, si le fluide 1, au repos ou parfait, occupe une sphère de rayon R,
où n est orienté vers l’extérieur (n= er), la divergence de la normale en coordonnées sphérique
(Section A.3.2) évaluée sur la surface de la sphère est ∇·n= 2/R =−2H où on a tenu compte du
fait que la normale pointe dans le sens opposé au centre de courbure (H < 0). On trouve donc dans
ce cas p(1) = p(2)+2γ/R qui est le résultat bien connu.

2b. Contact liquide-gaz
Notons de plus que la relation (2.35a) se simplifie encore dans le cas où un des deux fluides est un
gaz. L’interface entre le liquide et le gaz est alors qualifiée de surface libre. En effet, dans ce cas,
la faible viscosité des gaz permet d’écrire la nullité de la contrainte tangentielle et l’équilibre des
contraintes normales à l’interface comme :

t · τ(liquide) ·n= 0, n ·
[

p(gaz)I+ τ
(liquide)

]
·n= 2Hγ. (2.38)
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3. Interface : condition cinématique
Finalement, il nous reste à déterminer la position de l’interface Σ. Pour ce faire, on postule qu’une
particule matérielle se trouvant à l’interface y reste au cours du temps. L’équation de la surface
peut s’écrire de manière générale comme Σ(x,y,z, t) = 0. Soit X les positions des particules
matérielles se trouvant à l’interface à un instant initial donné et x(t) leur positions ultérieures,
on alors Σ(x(t), t) = 0 puisque ces particules restent à l’interface. On obtient donc l’équation
d’évolution suivante pour l’interface

DΣ

Dt
≡ ∂Σ

∂ t
+(v ·∇)Σ = 0 ∀P ∈ Σ. (2.39)

Dans le cas courant où l’équation de l’interface s’écrit sous la forme Σ(x,y,z, t) = z−h(x,y, t) = 0,
cette relation s’écrit alors explicitement

vz =
∂h
∂ t

+ vx
∂h
∂x

+ vy
∂h
∂y

≡ Dh
Dt

∀P ∈ Σ. (2.40)

Il s’agit de ce qu’on appelle la condition cinématique.

Fluides parfaits : contact avec une paroi

Lorsqu’un fluide parfait est en contact avec une paroi solide imperméable, on suppose que
le fluide ne peut pénétrer la paroi mais on n’impose aucune contrainte sur le non glissement de
celle-ci. La composante normale de la vitesse du fluide en contact avec la paroi est donc égale à la
composante normale de la vitesse, supposée connue, de cette paroi :

n ·vfluide(P) = n ·vparoi(P), ∀P ∈ Sc, (2.41)

où Sc est la surface de contact entre le fluide est la paroi. Si la paroi est au repos dans le référentiel
utilisé pour décrire le mouvement du fluide, on aura bien évidemment n ·vfluide(P) = 0 ∀P ∈ Sc.

R En réalité, un fluide ne peut presque jamais « glisser » le long d’une paroi : sa vitesse relative s’y
annule complètement. Cette annulation totale de la vitesse se produit souvent sur des distances très
courtes, à l’intérieur d’une couche limite. Pour décrire ce phénomène, le modèle du fluide parfait
doit être complété par l’introduction de la viscosité. Il arrive souvent, cependant, que les effets de
viscosité restent négligeables en dehors de ces couches limites et que les modèles (2.26) et (2.28)
restent très bons pour décrire la majeure partie de l’écoulement.

Fluides parfaits : contact entre deux fluides immiscibles

1. Continuité du champ de vitesse
On impose uniquement que les fluides ne peuvent s’interpénétrer (composantes normales) sans
interdire un glissement à l’interface :

n ·v(1)(P) = n ·v(2)(P), ∀P ∈ Σ, (2.42)

où Σ est l’interface entre les fluides.
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2. Équilibre des contraintes
Cette condition s’obtient directement à partir de la relation (2.35b) en identifiant le tenseur des
contraintes à sa seule composante de pression :

p(2)− p(1) = 2Hγ, (2.43)

où on se souviendra de la convention de signe pour H (la pression doit être plus élevée du côté de
la concavité de l’interface).

Condition initiale
Notons finalement que comme les équations (2.28) et (2.31) sont des équations aux dérivées

partielles du premier ordre en t, on devra spécifier le champ de vitesse v à l’instant initial.

Résumé
Les conditions aux limites à imposer dans le cas d’un liquide newtonien et parfait en contact

avec une paroi fixe et ayant un surface libre en contact avec l’atmosphère sont résumées dans la
Fig. 2.7.

Air

Liquide parfait

Air

Liquide newtonien

a b

FIGURE 2.7 – a. Exemple de conditions aux bords pour un liquide parfait en contact avec un gaz parfait et
une paroi fixe. b. Exemple de conditions aux bords pour un liquide newtonien en contact avec un gaz parfait
et une paroi fixe.

2.3 Relations constitutives : solides
2.3.1 Module de Young

L’expérience la plus simple que l’on peut effectuer pour obtenir une relation entre une contrainte
imposée et la déformation résultante est d’étirer uniaxialement une tige d’un matériau donné, de
section circulaire par exemple. Si on porte en graphique la contrainte σ , qui sera la force appliquée F
divisée par la section de la tige S (σ = F/S), en fonction de la déformation ε , qui sera l’allongement
relatif ε = (L− L0)/L0 où L0 est la longueur initiale de la tige et L sa longueur au cours de
l’expérience, on obtiendra typiquement une courbe comme celle montrée dans la Fig. 2.8(a). On a
y voit trois régimes :

— Régime élastique : Dans ce régime, le solide retrouve sa forme initiale lorsque la contrainte
n’est plus appliquée. Les déformations élastiques sont donc par définition réversibles. Ce
régime correspond à la région OB de la Fig. 2.8(a) et est subdivisé en deux régions :

— Régime élastique linéaire : Pour des déformations inférieures à un seuil critique,
0 < ε < ε1, la déformation est proportionnelle à la contrainte :

σ = E ε. (2.44)

La constante de proportionnalité est appelée module de Young (ou module élastique).
La Table 2.2 donnent les valeurs du module de Young pour certains solides. Ce régime
correspond à la région OA de la Fig. 2.8(a).
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— Régime élastique non linéaire : Pour des déformations supérieures mais inférieures à
un seconde seuil, ε1 < ε < ε2, la déformation n’est plus proportionnelle à la contrainte
mais reste élastique. Ce régime correspond à la région AB de la Fig. 2.8(a).

— Régime plastique : Pour des déformation supérieures au second seuil, ε > ε2, des déforma-
tions permanentes subsistent dans le matériau lorsque la contrainte n’est plus appliquée. Ce
régime correspond à la région BD de la Fig. 2.8(a). Le point C correspond à la contrainte
maximale que l’on peut appliquer au matériau. Si, arrivé à ce point, on continue d’étirer le
matériau, il peut rompre (point D). Pour un matériau dit fragile (cassant), le point C et D sont
très rapprochés. Pour un matériau dit ductile (comme les métaux), les points C et D sont plus
espacés.
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FIGURE 2.8 – a. Courbe contrainte-déformation typique où σ = F/S avec S = πD2
0/4 et F la force

appliquée et où ε = (L−L0)/L0. b. Courbe contrainte-déformation pour trois métaux (alliages). Source :
icme.hpc.msstate.edu/mediawiki . c. Courbe contrainte-déformation pour un élastomère [54].

La Fig. 2.8(b) montre des courbes contrainte-déformation pour trois types alliages. On constate
que le détail de ces courbes dépend du matériau considéré même si leur allure générale est similaire.
Par contre, quand on considère un autre type de matériau comme un élastomère, l’allure de la
courbe change comme montré sur la Fig. 2.8(c). Ces matériaux peuvent supporter des déformations
bien plus grandes que les métaux, jusque près de trois fois leur longueur initiale dans cet exemple,
tout en restant dans le régime élastique. Les valeurs des contraintes sont aussi beaucoup plus
faibles (près de 3 ordres de grandeur). Pour de faibles déformations, les chaînes de polymères sont
progressivement dépliées. Ensuite, pour des déformations plus grandes, les chaînes de polymères
sont progressivement étirées ce qui conduit à un régime différent et à la « rigidification » observée
dans ce graphe (contrainte plus grande que celle donnée par la loi de Hooke pour une déformation
donnée).

Dans ce cours, nous nous limiterons à l’étude de l’élasticité linéaire qui est valable pour
des déformations suffisamment petites. Ce régime existe pour tous les matériaux mais la valeur
maximale des déformations permises dépend du matériau considéré. Si on considère les métaux, la
Fig. 2.8(b) indique que ce régime est caractérisé par de très petites déformations pour lesquelles
les configurations du système déformé sont « proches » de la configuration avant déformation
(qu’on suppose être un état d’équilibre où toutes les contraintes s’annulent). Dans ce contexte, on
pourra donc faire l’hypothèse des petites perturbations et confondre les descriptions eulérienne et
lagrangienne.

2.3.2 Solides hookéens : équations de Navier
Lorsqu’un solide est étiré uniaxialement, la relation constitutive empirique (2.44) montre qu’il

existe une relation linéaire entre le tenseur des contraintes τ et des déformations ε puisque cette

https://icme.hpc.msstate.edu/mediawiki
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Solide ρ E ν Solide ρ E ν

Métaux Alliage

Argent 10500 83 0.37 Acier 7800 206 0.28
Cuivre 8941 130 0.34 Bronze 8800 108
Fer 7800 196 0.29 Fonte 7100 125 0.23
Plomb 11350 16 0.44 Laiton 8050 115 0.37
Tungstène 19293 411 0.28

Matériaux naturels Matériaux divers

Caoutchouc 920 2 10−3 0.50 Béton 2300 50 0.20
Chêne 760 12 Diamant 3515 1050 0.10
Cheveu 1300 10 Glace 917 10 0.33
Émail dentaire 3000 82 Granite 2532 54 0.23
Os 2300 30 Marbre 2765 48 0.23
Soie d’araignée 1300 25 Verre 2532 72 0.23

TABLE 2.2 – Masse volumique ρ (kg m−3), Module de Young E (GPa) et Coefficient de Poisson ν de
quelques solides. Quand un intervalle de valeurs possibles existe, la valeur moyenne est présentée. Source :
Materials Handbook [55] et Wikipédia.

équation peut se réécrire comme suit

τxx = Eεxx,

où τxx ≡σ et εxx ≡ (L−L0)/L. Comme nous le savons depuis la discussion menée à la Section 2.2.3,
la relation linéaire la plus générale entre τ et ε peut s’écrire sous la forme

τi j = Ai jkℓ εkℓ.

Cette relation implique donc un tenseur d’ordre 4, Ai jkℓ, qui contient a priori 34 = 81 éléments.
Cependant, puisque τ et υ sont tous deux symétriques, le tenseur A possède au plus 62 = 36
éléments qui devraient en général être déterminés pour spécifier la relation constitutive. Comme
nous l’avons fait pour les fluides, nous nous limiterons ici aussi à l’étude des matériaux isotropes.
Dans ce cas, on peut montrer que la seule forme possible de ce tenseur est [52]

Ai jkℓ = λ δi j δkℓ+µ
(
δik δ jℓ+δiℓ δ jk

)
.

En utilisant cette forme pour le tenseur A, on obtient directement la relation constitutive d’un solide
hookéen

τi j = 2µεi j +λ εkk δi j, (2.45)

où λ et µ sont les coefficients de Lamé (Gabriel Lamé, 1795–1870) qui permettent de caractériser
un matériau hookéen isotrope.

Maintenant que l’expression (2.45) du tenseur des contraintes est connue, on peut l’utiliser dans
la loi de conservation de l’impulsion (2.13) pour obtenir les équations de Navier pour un solide
hookéen dans la limite des petites déformations

ρ
∂ 2ui

∂ t2 = ρgi +(λ +µ)
∂ 2u j

∂xi∂x j
+µ

∂ 2ui

∂x j∂x j
, (2.46)
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ou, sous forme vectorielle,

ρ
∂ 2u

∂ t2 = ρg+(λ +µ)∇(∇·u)+µ∇2u, (2.47)

où le terme non linéaire d’advection, (v ·∇)v, est négligé dans l’expression de l’accélération
puisque nous sommes dans le cadre de l’élasticité linéaire.

R Cette équation a été obtenue par Navier en 1821 mais avec une seule constante élastique. Cauchy,
rapporteur du mémoire soumis par Navier à l’Académie des sciences, s’intéressa à ce problème.
Après avoir correctement formulé la notion de contrainte, comme nous l’avons vu, il établit
l’équation de l’élasticité sous sa forme actuelle.

Les coefficients de Lamé ne sont pas les plus utilisés. Certaines combinaisons de ces deux
paramètres ont des significations particulières et des noms propres. Nous allons en discuter certaines
ci-dessous.
Contrainte de cisaillement pur : Considérons le champ de déplacement suivant u= (y tanθ ,0,0).
Cela signifie que les points situés initialement en X , se trouveront localisés en X +u. Vu la
forme de u, seule la composante x de chaque point sera déplacée d’une quantité proportionnelle
à leur position suivant y. On a donc bien un cisaillement comme montré sur la Fig. 1.9. On
calcule immédiatement à l’aide de la définition du tenseur des déformations (1.20) que sa seule
composante non nulle est εxy = (tanθ)/2. Par conséquent, l’équation (2.45) nous informe que la
seule composante non nulle du tenseur des contraintes est τxy = µ tanθ ou encore τxy ≃ µ θ pour
les petites déformation. On appelle donc µ le module de cisaillement [shear modulus].
Contrainte isostatique : Considérons le champ de déplacement suivant u = (α/3)(x,y,z). Il
correspond à un accroissement relatif de volume ∇·u = α (voir (1.21)). Le tenseur des dé-
formations d’écrit alors εi j = (α/3)δi j. Les composantes du tenseur des contraintes sont donc
τi j = (2µ/3+λ )α δi j. On appelle donc K = 2µ/3+λ le module d’élasticité isostatique.
Contrainte uniaxiale : Considérons, comme dans la Section 2.3.1, une tige étirée le long de l’axe x.
Dans ce cas, la tenseur des contraintes s’écrit

τi j = τxx δi1 δ j1.

La seule composante non nulle de τ est donc τxx. En effet, il n’y a pas de contrainte appliquée sur la
surface latérale de la tige, donc τi jn j = 0 où n est le vecteur normal à cette surface. Comme n ·ex =
0, on a n= (0,cosθ ,sinθ). En choisissant θ = 0 et θ = π/2, on trouve facilement que la condition
τi jn j = 0 implique que seul τxx est non nul. La relation (2.45) implique alors immédiatement que
toutes les composantes εi j avec i ̸= j sont nulles. Le tenseur des déformations infinitésimales est
donc diagonal. Ces composantes sont également obtenues à partir de l’équation (2.45) et du fait
que τyy = τzz = 0 :

εyy = εzz =− λ

2(µ +λ )
εxx ≡−νεxx, (2.48)

où ν est le coefficient de Poisson [Poisson ratio] (Siméon Denis Poisson, 1781–1840). On peut
montrer que −1 ≤ ν ≤ 1/2. En pratique, le coefficient de Poisson varie entre 0 et 1/2. Comme
discuté dans la Section 1.3.1, εii donne l’allongement relatif de longueur dans la direction i. Comme
la tige s’allonge dans la direction x, εxx > 0. La relation ci-dessus montre donc que la tige se
comprime dans les directions transverses y et z. On peut d’ailleurs voir facilement à l’aide de la
définition du tenseur des déformations infinitésimales (1.20) que le champ de déplacement est donné
par u= (εxx x,εyy y,εzz z). Le coefficient de Poisson mesure donc le rapport entre la compression
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transverse et l’extension longitudinale. En calculant la trace du tenseur des déformations, on obtient
la variation relative de volume subie par la tige, voir Eq. (1.21). A l’aide de l’équation (2.48), on
trouve

V −V0

V0
= Tr(ε) = (1−2ν)εxx. (2.49)

Lorsque ν = 1/2, il n’y a pas de changement de volume et le matériau est alors incompressible.
Enfin, en utilisant une dernière fois (2.45) avec (2.48) on obtient

τxx =
µ (2µ +3λ )

µ +λ
εxx ≡ Eεxx, (2.50)

où E est le module de Young (Thomas Young, 1773–1829).
À la place des coefficients de Lamé λ et µ , on choisit fréquemment d’utiliser E et ν , car, d’une

part, cela occasionne des économies d’écritures comme nous le verrons ci-dessous et, d’autre part,
ν est sans dimension (voir Table 2.2 pour les valeurs de ces deux paramètres pour quelques solides).
Cela permet d’avoir des ordres de grandeurs en tête surtout en ce qui concerne E puisque ν joue un
rôle plus mineur. Les deux relations (2.48) et (2.50) s’inversent aisément pour donner :

λ =
νE

(1+ν)(1−2ν)
, µ =

E
2(1+ν)

. (2.51)

La relation (2.45) s’écrit aussi

τi j =
E

1+ν

(
εi j +

ν

1−2ν
εkk δi j

)
, (2.52)

Cette relation s’inverse aisément. Pour ce faire, on calcul la trace de cette relation, Eεkk = (1−
2ν)τkk, qu’on réinjecte dans la même relation (2.52). On peut alors isoler εi j pour obtenir

Eεi j = (1+ν)τi j −ν τkk δi j. (2.53)

Énergie élastique
Les résultats obtenus dans cette sous-section peuvent s’obtenir directement des résultats obtenus

dans la Section 2.1.5. Cependant, nous découplons volontairement ces deux parties du texte. En
prenant le produit scalaire de l’équation de l’impulsion (2.13) avec le champ de vitesse, on obtient

ρ

2
D|v|2

Dt
= ρg ·v+v · (∇·τ) = ρg ·v+∇·(τ ·v)− τ : ∇v.

Le dernier terme peut encore s’écrire comme

τ : ∇v ≡ τ : G = τ : (υ +ϖ) = τ : υ , (2.54)

où on a utilisé l’équation (1.23) et le fait que la contraction entre le tenseur des contraintes, qui
est symétrique, et le tenseur taux de rotation, qui est antisymétrique, est nulle. En supposant de
plus que les forces de volume dérivent d’un potentiel indépendant du temps, ρg ·v =−ρv ·∇Φ =
−ρDΦ/Dt, on obtient l’équation (2.22)

ρ
D
Dt

(
|v|2

2
+Φ

)
=∇·(τ ·v)− τ : υ .
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En intégrant cette équation sur un volume V (t), en utilisant le théorème de transport (2.4) pour le
membre de gauche et le théorème de Green-Ostrogradski (A.19) pour le premier terme du membre
de droite, on obtient

dŪm

dt
=

d
dt

∫
V (t)

ρ

(
|v|2

2
+Φ

)
dx=

∫
∂V (t)

(τ ·v) ·n dS−
∫

V (t)
τ : υ dx, (2.55)

où Ūm est l’énergie mécanique comportant l’énergie cinétique et potentielle d’origine gravitation-
nelle.

Calculons le dernier terme de l’équation (2.55) pour un solide hookéen soumis à une déformation
infinitésimale :

τ : υ = τ :
∂ε

∂ t
= (2µεi j +λεkkδi j)

∂εi j

∂ t
=

∂

∂ t

(
µε

2
i j +

λ

2
ε

2
kk

)
=

∂W
∂ t

, (2.56)

où on a utilisé la relation (1.27) entre le tenseur taux de déformation et le tenseur des déformations
infinitésimales ainsi que la relation constitutive (2.45) et où W est la densité d’énergie élastique :

W = µε
2
i j +

λ

2
ε

2
kk =

1
2

τi jεi j, ⇒ ∂W
∂εi j

= τi j (matériau hyperélastique). (2.57)

La relation (2.55) devient alors

dŪm

dt
=
∫

∂V (t)
(τ ·v) ·n dS−

∫
V (t)

∂W
∂ t

dx=
∫

∂V (t)
(τ ·v) ·n dS− dW

dt
+
∫

V (t)
∇·(Wv) dx, (2.58)

où on a appliqué le théorème de transport à l’énergie élastique

W=
∫

V (t)
W dx. (2.59)

En appliquant une dernière fois le théorème de Green-Ostrogradski à l’équation (2.58), on obtient

dUm

dt
=

d
dt
(Ūm +W) =

∫
∂V (t)

[τ ·v+Wv] ·n dS. (2.60)

L’équation (2.60) indique que, bien évidemment, lorsque des forces appliquées effectuent un
travail, l’énergie mécanique varie. Lorsque ce travail cesse, le flux aux bords du domaine est nul,
et l’énergie mécanique est conservée, dUm/dt = 0. L’énergie stockée sous forme élastique peut
donc être réutilisée entièrement ; il n’y a pas de perte. Aussi, les équations de Navier sont-elles
conservatives. Notons aussi que l’équation stationnaire de Navier résulte de la minimisation de la
différence entre l’énergie élastique et gravitationnelle et que pour avoir W ≥ 0, il faut et il suffit
que K > 0 et µ > 0.

R L’importance de W vient du fait que (2.57) est souvent pris comme point de départ pour l’élabo-
ration d’une loi constitutive. Dans ce cas, (2.57) est vu comme le développement aux premiers
ordres d’une énergie libre. Cette approche est utile en élasticité non linéaire, pour s’assurer que
la loi de comportement non linéaire choisie pour modéliser un matériau ne viole pas le premier
principe de thermodynamique. De plus, historiquement, et même avant la découverte des équations
de Navier, l’évocation d’une énergie et sa minimisation a souvent été la méthode de construction
de modèles mathématiques en élasticité.

Calculons le dernier terme de l’équation (2.55) pour un fluide newtonien incompressible :

τ : υ = (−pδi j +2µυi j)υi j =−pυii +2µυ
2
i j =−p∇·v+2µυ

2
i j = 2µυ

2
i j. (2.61)
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La relation (2.55) devient alors

dŪm

dt
=
∫

∂V (t)
(τ ·v) ·n dS−2µ

∫
V (t)

υ
2
i j dx. (2.62)

Donc, lorsque le travail des forces appliquées cesse, l’énergie mécanique n’est pas conservée et
se dissipe, à cause des frottements visqueux qui la transforme en énergie thermique, avec un taux
donné par la relation

dŪm

dt
=−2µ

∫
V (t)

υ
2
i j dx< 0. (2.63)

Les équations de Navier-Stokes sont donc dissipatives.
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3. Fluides : vagues, sillage et lubrification

3.1 Adimensionnement de l’équation de Navier-Stokes
Adimensionner les équations en physique est une démarche importante qui permet d’une part, de

réduire le nombre de paramètre effectifs du problème et d’identifier leurs combinaisons pertinentes
et, d’autre part, d’obtenir de paramètre sans dimensions. On peut alors déterminer des régimes
asymptotiques, où ces paramètres adimensionnés sont petits ou grands devant 1, pour lesquels
la dynamique est simplifiée. Nous allons ci-dessous adimensionner l’équation de Navier-Stokes.
Pour ce faire, imaginons un écoulement dans une géométrie donnée de grandeur caractéristique
L. Cette dimension peut être par exemple : une tasse (L ∼ 5 cm), un tuyau d’arrosage (L ∼ 1 cm),
une piscine (L ∼ 10−50 m), un cours d’eau (L entre quelques cm et plusieurs km), etc. Imaginons
qu’on connaisse également le temps caractéristique du phénomène étudié, T . On connait alors une
vitesse caractéristique V = L/T . De manière équivalente, si au lieu de connaitre le T , on connait
une vitesse caractéristique de l’écoulement, V , on obtient le temps caractéristique T = L/V .

On peut alors utiliser ces grandeurs caractéristiques pour changer les échelles de longueur et de
temps du problème pour qu’ils soient du même ordre de grandeur que ces quantités caractéristiques.
Par exemple, si la distance caractéristique est le diamètre d’un tube dans lequel un écoulement a
lieu, alors les longueurs seront mesurées comme un multiple de ce diamètre. On écrit alors

x= Lx′, t = (L/V ) t ′, v =V v′, (3.1)

où on a supposé que L et V étaient connu et où v′, x′, t ′ sont maintenant des quantités sans
dimension. Par substitution dans l’équation de Navier-Stokes (2.31), on obtient

Dv′

Dt ′
=

L
V 2g−

1
ρV 2∇p+

µ

ρV L
∇2v′, ∇·v′ = 0

Ainsi, en définissant les quantités adimensionnées suivantes,

g′ =
L

V 2g, p′ =
p

ρV 2 , Re =
ρV L

µ
, (3.2)

et en omettant les primes pour ne pas alourdir les notations, on obtient la forme adimensionnée de
l’équation de Navier-Stokes pour un fluide newtonien incompressible

Dv

Dt
= g−∇p+

1
Re

∇2v, ∇·v = 0, Re =
ρV L

µ
(nombre de Reynolds). (3.3)



64 Chapitre 3. Fluides : vagues, sillage et lubrification

On constate donc qu’il ne subsiste des grandeurs caractéristiques initiales que Re dans cette
équation sans dimension. Il s’agit du nombre de Reynolds qui représente le rapport entre les
forces d’inertie (proportionnelles à ρV ) et les forces visqueuses (proportionnelles à µ). Du fait
des renormalisations (3.1) et (3.2), on peut raisonnablement s’attendre à ce que v′, g′, p′ soient
d’ordre 1. Aussi l’importance relative du dernier terme dans la première équation de (3.3), c’est-à-
dire l’importance des effets visqueux par rapport aux effets inertiels, est déterminée par Re. Deux
cas limites se dégagent immédiatement de cette analyse.

1. Écoulements pour Re ≫ 1 :
Loin des bords du domaine où l’écoulement a lieu, on peut supposer en première approximation
que

Dv

Dt
= g−∇p, ∇·v = 0, Re ≫ 1. (3.4)

C’est l’équation d’Euler pour un fluide parfait incompressible. Donc, le fluide peut être considéré
approximativement comme un fluide parfait incompressible presque partout dans ce régime. Près
des bords, des phénomènes de couches limites apparaissent et la viscosité ne peut plus être ignorée
pour pouvoir tenir compte de la condition de non glissement.

2. Écoulements pour Re ≪ 1 :
Dans ce régime, c’est le dernier terme qui domine, et généralement la pression et l’accélération
gravitationnelle doivent alors être mise à l’échelle par la relation p′ = p′′/Re et g′ = g′′/Re, ce qui
donne en première approximation (en omettant de nouveau les primes)

∇2v =∇p−g, ∇·v = 0, Re ≪ 1. (3.5)

Il s’agit de l’équation de Stokes adimensionnée, qui décrit l’écoulement d’un fluide newtonien
incompressible en régime permanent et à faible nombre de Reynolds. C’est simplement l’équation
de Navier-Stokes pour un écoulement stationnaire où le terme inertiel ρv ·∇v ∼ ρV 2/L est
négligé par rapport au terme visqueux µ∇2v ∼ µV/L2. Le premier est négligeable devant le
second si ρV 2/L ≪ µV/L2, c-à-d si Re ≪ 1. Notons que lorsque les forces de volume g dérivent
d’un potentiel, cette équation se simplifie encore. Par définition, on a alors ∇p0 = ρg. Si g est
l’accélération gravitationnelle, alors ∇p0 est simplement le gradient de pression hydrostatique.
À l’aide des différents adimensionnements, on trouve ∇p′′0 = g′′. En omettant les primes, le
membre de droite de l’équation de Stokes (3.5) s’écrit alors ∇(p− p0). En pratique, on n’écrit
pas explicitement p0 qui sera alors pris en compte implicitement dans la variable p. L’équation
adimensionnée de Stokes s’écrit alors

∇2v =∇p, ∇·v = 0, Re ≪ 1. (3.6)

On voit que la structure des équations est très différente suivant que Re ≫ 1 ou Re ≪ 1,
ce qui augure des comportements qualitativement très différents aussi. L’équation de Stokes est
typiquement utilisée pour décrire des écoulements aux « petites » échelles spatiales ou impliquant
un fluide « très visqueux ». Noter que le recours aux grandeurs sans dimensions donne un sens précis
aux mots « petit » et « très » – c’est là tout l’avantage de la procédure. Un autre enseignement à tirer
de l’équation (3.3) est que toute grandeur globale de l’écoulement ne dépend de ses paramètres
caractéristiques qu’à travers le groupement Re= ρLV/µ = LV/ν (où ν est la viscosité cinématique).
Le recours aux grandeurs sans dimensions est très utile pour les calculs numériques et analytiques.
Il permet de simplifier les notations en réduisant le nombre de symboles, donc les risques d’erreur
et, s’il est judicieusement opéré, permet de supposer que les grandeurs traitées sont toutes d’ordre 1.
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Cependant nous n’exclurons pas l’écriture des équations en dimensions dans la suite, car les
symboles dimensionnels rappellent le sens physique de certains termes (par exemple, ρDv/Dt pour
l’inertie, µ∇2v pour la viscosité).

3.2 Écoulements fluides parfaits

Nous venons de voir qu’un fluide visqueux pouvait être modélisé presque partout comme un
fluide parfait lorsque Re ≫ 1. Nous allons donc discuter de quelques écoulements de fluides parfaits
dans cette Section puisque ce modèle est pertinent dans de nombreuses situations.

3.2.1 Équation d’évolution de la vorticité

FIGURE 3.1 – Lien entre
vorticité et circulation du
champ de vitesse où la nor-
male n sort du plan.

Une propriété importante du champ de vitesse est sa vorticité qui a
été introduite par l’équation (1.24). Nous allons obtenir ci-dessous son
équation d’évolution pour un fluide parfait. Tout d’abord, rappelons
que, comme nous l’avons vu avec l’exercice 1.1, ω est le vecteur de
vitesse de rotation moyenne des axes initialement cartésiens attachés à
un paquet fluide (voir également Ref. [40] pour de nombreux exemples
d’application) et que l’intégrale de la vorticité sur une surface est aussi,
selon le théorème de Stokes (A.21), égale à la circulation du champ
de vitesse sur le pourtour de celle-ci (voir Fig. 3.1) :∫

S
ω ·ndS =

∮
Γ

v · dℓ. (3.7)

Pour obtenir l’équation d’évolution de la vorticité, nous avons
besoin de l’identité suivante qui est obtenue directement de la définition
(1.24) de ω :

ω =∇×v, ⇒ ω×v = (v ·∇)v− 1
2
∇|v|2, (3.8)

puisque, (ω×v)i = εi jkε jmn(∂mvn)vk = (δkmδin − δknδim)(∂mvn)vk = (∂kvi)vk − (∂ivk)vk. En éli-
minant le terme d’advection entre cette identité (3.8) et l’équation d’Euler (2.26), l’équation de
l’impulsion se réécrit comme suit

∂v

∂ t
+ω×v = g− 1

ρ
∇p− 1

2
∇|v|2. (3.9)

Nous savons qu’un gaz parfait subissant une transformation réversible est caractérisé par l’équation
d’état de Laplace (2.27). On déduit alors aisément (Voir Exercice 3.1) que

1
ρ
∇p =

γ

γ −1
∇ p

ρ
, où γ est l’indice adiabatique. (3.10)

Dans le cas d’un fluide incompressible, Dρ/Dt = 0 et ρ est donc uniforme à tout moment s’il l’est
initialement. On aura donc dans ce cas (∇p)/ρ =∇(p/ρ). On peut résumer ces deux situations
en écrivant

1
ρ
∇p = β∇

(
p
ρ

)
, β = 1 (incompressible); β =

γ

γ −1
(isentropique). (3.11)
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En outre, on peut souvent supposer que g dérive d’un potentiel : g =−∇Φ. L’équation (3.9) s’écrit
finalement :

∂v

∂ t
+ω×v =−∇

(
Φ+β

p
ρ
+

1
2
|v|2
)
. (3.12)

La quantité entre parenthèses peut être interprétée comme une énergie par unité de masse d’une
particule matérielle. Le membre de droite étant un gradient, on peut l’éliminer en prenant le
rotationnel de cette équation de manière à obtenir une équation qui implique uniquement la vitesse
v :

∂

∂ t
[∇×v]+∇×([∇×v]×v)≡ ∂ω

∂ t
+∇×(ω×v) = 0. (3.13)

Il s’agit de l’équation d’évolution de la vorticité qui peut encore d’écrire sous une autre forme. En
utilisant l’expression du rotationnel d’un produit vectoriel et en se rappelant que la divergence d’un
rotationnel est identiquement nulle (Annexe A.3.2), on trouve finalement l’équation d’évolution de
la vorticité sous la forme

Dω

Dt
= (ω ·∇)v−ω∇·v. (3.14)

On note en particulier que si ω est nul partout initialement, il le restera nul au cours du temps.
De plus, pour un fluide incompressible (∇·v = 0) et bidimensionnel (ω ·v = 0), la vorticité est
automatiquement conservée.

Exercice 3.1 Montrer que l’identité (3.10) est valable pour des transformations réversibles
(isentropiques) d’un gaz parfait. ■

3.2.2 Équations de Bernoulli
Écoulement stationnaire

Considérons un écoulement stationnaire et prenons le produit scalaire de v avec la relation
(3.12). Puisque ω×v est un vecteur orthogonal à v, on trouve immédiatement que

v ·∇
(

Φ+β
p
ρ
+

1
2
|v|2
)
= 0. ⇒ Φ+β

p
ρ
+

1
2
|v|2 = constante︸ ︷︷ ︸

le long d’une ligne de courant

(3.15)

Ainsi, l’énergie par unité de masse d’une particule matérielle est constante le long d’une ligne de
courant. La valeur de cette constante change néanmoins d’une ligne de courant à l’autre. Il s’agit de
l’équation de (Daniel) Bernoulli établie en 1738. Notons qu’en utilisant τi j =−pδi j dans l’équation
(2.22) tout en tenant compte de la relation (3.11) et qu’il s’agit un écoulement stationnaire, on
obtient directement la relation (3.15).

Écoulement non stationnaire et irrotationnel
Soit un écoulement irrotationnel. Par définition, ω =∇×v = 0. Dans ce cas, la vitesse peut

s’écrire comme dérivant d’un potentiel φ puisque le rotationnel d’un gradient est identiquement
nul :

v =∇φ si ω = 0. (3.16)
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L’écoulement est alors appelé écoulement potentiel. Sous ces conditions, l’équation de l’impulsion
(3.12) devient

∇
(

∂φ

∂ t
+Φ+β

p
ρ
+

1
2
|v|2
)
= 0.

La quantité entre parenthèses ne dépend donc pas de l’espace, ce qui donne

∂φ

∂ t
+Φ+β

p
ρ
+

1
2
|v|2 = 0, où v =∇φ et g =−∇Φ, (3.17)

où le membre de droite de la première équation peut être posé égal à zéro sans perte de généralité,
puisqu’on peut ajouter à φ une fonction arbitraire f (t) sans affecter v, voir Eq. (3.16). Il s’agit
d’une seconde forme de l’équation de Bernoulli valable cette fois dans tout le volume du fluide si
les hypothèses effectuées sont réalisées. En multipliant cette relation par ρ , on constate que chaque
terme à les dimensions d’une pression : p est la pression statique, ρΦ est la pression hydrostatique
lorsque g est l’accélération gravitationnelle et ρ|v|2/2 est la pression dynamique qu’on utilise pour
calculer les coefficients de trainée, voir Section 3.3.2. A un facteur 1/2 près, il s’agit du flux de la
densité volumique de quantité de mouvement ((ρv) ·v/2) ; c’est aussi l’énergie cinétique par unité
de volume. Elle mesure l’augmentation de pression dans le fluide due à son mouvement.

R L’hypothèse ω = 0 se rencontre dans de nombreux cas pratiques puisque, si ω est nul initialement
dans un paquet fluide, il le restera ultérieurement d’après (3.14).

3.2.3 Fluide compressible dans une tuyère

a

b c

FIGURE 3.2 – a. Schéma de l’écoulement dans
une tuyère. b. Moteur de fusée RD-107 exposé
au musée d’astronautique de Saint-Pétersbourg. c.
Test d’un moteur de fusée cryogénique (Common
Extensible Cryogenic Engine).

Considérons l’écoulement isentropique et sta-
tionnaire d’un gaz le long d’une tuyère de section
S variant lentement le long de son axe où nous pla-
çons l’axe x, voir Fig. 3.2(a). Puisque la section va-
rie lentement le long de x, on peut supposer vy ≪ vx

et vz ≪ vx et considérer qu’il s’agit en première
approximation d’un écoulement unidimensionnel
avec une vitesse v= vx(x). L’écoulement étant isen-
tropique, nous obtenons une première relation :
pρ−γ = constante (voir Eq. (2.27) et Exercice 2.1).
L’écoulement étant stationnaire, la conservation de
la masse (2.8) implique que ∇·(ρv) = 0. En inté-
grant cette relation sur un volume Vab délimité par
les deux sections de la tuyère Sa et Sb on obtient :∫

Vab

∇·(ρv)dx=
∫

∂Vab

ρv ·n dS = 0

⇒ ρbvbSb = ρavaSa,

où ρi et vi sont les densités et vitesses au niveau de
la section Si. Notons que l’intégrale de surface le
long de la paroi de la tuyère vaut 0 puisque v ·n
y est nul, voir Eq. (2.41). Comme ces sections Sa

et Sb sont arbitraires, on en déduit qu’à l’intérieur
de la tuyère nous avons la seconde relation suivante : ρvS = constante. Finalement, l’équation de
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Bernoulli (3.15) nous fourni une troisième relation β p/ρ + v2/2 = constante où le rôle mineur de
la gravité à été négligé.

Nous pouvons maintenant utiliser ces trois relations pour étudier la variation de la vitesse avec
la section S. Si le fluide était incompressible, on saurait immédiatement qu’une diminution de
section entraînerait une accélération du fluide, par conservation de la masse. Regardons ce qu’il
en est dans le cas présent. Comme les trois relations obtenues dépendent de constantes arbitraires,
nous les différencions pour obtenir un système de trois équations à trois inconnues, dp, dv, dρ , à
résoudre en fonction de dS :

1
p

dp− γ

ρ
dρ = 0︸ ︷︷ ︸

équation d’état

,
dv
v
+

dρ

ρ
+

dS
S

= 0︸ ︷︷ ︸
conservation masse

, β
dp
ρ

−β p
dρ

ρ2 + vdv = 0︸ ︷︷ ︸
impulsion : Bernoulli

. (3.18)

Ce système se résout sans peine et on trouve

dS
S

=
(
M2 −1

) dv
v
,

dS
S

=

(
1−M2

M2

)
dρ

ρ
,

dS
S

=

(
1−M2

γ M2

)
dp
p
, (3.19)

où on a utilisé β = γ/(γ −1) qui est la valeur correspondant à une transformation isentropique,
voir Eq. (3.11), et où M = v/c est le nombre de Mach (Ernst Mach, 1838–1916) et c2 = γ p/ρ est
la vitesse du son (Exercice 3.2). La première de ces trois relations est parfois appelée équation de
(Pierre-Henri) Hugoniot (1851–1887). Ainsi, pour des vitesses subsoniques, M < 1, une diminution
de section (dS < 0) entraîne une accélération de l’écoulement (dv > 0) mais pour des vitesses
supersoniques, M > 1, c’est l’inverse qui se produit. En particulier, lorsque M > 1, une augmentation
de la section (dS > 0) conduit à une accélération du fluide (dv > 0). En conséquence, si on souhaite
accélérer un gaz au repos pour qu’il atteigne une vitesse supersonique, on doit d’abord avoir un
rétrécissement de la section de la tuyère pour amener le gaz jusqu’à la vitesse du son et ensuite
avoir un élargissement de la section pour l’accélérer au-delà de la vitesse du son. Ce résultat permet
donc de comprendre la forme caractéristique des tuyères, voir Fig. 3.2(b,c).

Exercice 3.2 En linéarisant les équations (2.26) autour de v = 0, p = p0 et ρ = ρ0 et en
utilisant (2.27), montrer que la déviation de la pression p1 autour de son point d’équilibre
satisfait l’équation ∂ 2 p1/∂ t2−c2∇2 p1 = 0 où c2 = γ p0/ρ0, ce qui démontre l’existence d’ondes
acoustiques se propageant à la vitesse c. ■

3.2.4 Vagues en eau profonde

Air

Liquide parfait

FIGURE 3.3 – Schéma de vagues en eau profonde.

Une classe importante de problèmes, où la des-
cription en termes de fluide parfait s’applique bien,
est celle des ondes de surface, tant que l’on ne s’in-
téresse pas aux effets de l’atténuation des ondes
due à la viscosité. Cette description met en jeu le
couplage entre les déformations de la surface et les
écoulements en volume qui résultent des premières.
Dans ce problème, deux effets s’opposent à la dé-
formation de la surface : la gravité qui s’oppose
à la déviation de la surface par rapport à l’hori-
zontale et la tension superficielle qui s’oppose à l’apparition de courbure de l’interface. Nous
verrons que, suivant la taille caractéristique de la déformation (longueur d’onde), l’un de ces deux
mécanismes de retour à l’équilibre domine.

Considérons un liquide supposé parfait et incompressible en contact avec un gaz parfait et une
paroi (fond marin) située loin de l’interface entre ces deux fluides. Pour décrire cette situation,
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nous nous limiterons à un écoulement bidimensionnel dans le plan (x,z) (ce qui revient à étudier
un écoulement tridimensionnel avec une symétrie le long de l’axe y). Puisque l’écoulement est
incompressible et bidimensionnel, la vorticité est donc conservée au cours du temps (voir Eq. (3.14)).
Nous la supposerons nulle à l’instant initial c-à-d que nous considérons un écoulement irrotationnel.
Cette situation est schématisée dans la Fig. 3.3 qui est identique à la Fig. 2.7(a) excepté qu’elle est
limitée au plan (x,z) et que la position de la paroi est supposée se trouver en z =−∞ ; ce qui traduit
l’hypothèse d’eau profonde. Nous supposerons de plus que la déformation des ondes (vagues)
est faible ∂h(x, t)/∂x ≪ 1, où z = h(x, t) est la position verticale de l’interface. Cela équivaut à
demander que hk ≪ 1 où k = 2π/λ est le nombre d’onde et λ la longueur d’onde des vagues.

Puisque l’écoulement est irrotationnel (potentiel), il est solution de l’équation de Bernoulli
(3.17). Cependant, cette dernière implique le champ de pression qui est inconnu. Pour trouver le
champ de vitesse, on utilise le fait que l’écoulement est potentiel et incompressible et qu’il satisfait
alors l’équation de Laplace

v(x,z, t) =∇φ(x,z, t), ⇒ ∇
2
φ(x,z, t) = 0, pour z ≤ h(x, t) (3.20)

où nous avons utilisé la condition d’incompressibilité (∇·v = 0) et où z = h(x, t) est l’équation
de l’interface gaz-liquide. Cette équation doit être satisfaite partout dans le fluide et se résout par
séparation des variables avec comme condition à la paroi : vz ≡ ∂φ/∂ z = 0 en z = −∞. Pour ce
faire, on cherche des solutions sous la forme d’une fonction f1 de la variable u = x−ct, représentant
une onde progressant dans la direction x avec une vitesse (de phase) c, et une fonction f2 de la
coordonnée verticale z :

φ(x,z, t) = f1(u) f2(z), ⇒ ∇
2
φ =

d2 f1

du2 f2 + f1
d2 f2

dz2 = 0, ⇒ 1
f1

d2 f1

du2 =− 1
f2

d2 f2

dz2

puisque ∂ f1(u)/∂x = (d f1(u)/du)(∂u/∂x) = d f1(u)/du. Chacun des deux membres de cette
dernière équation dépend séparément des variables u et z et doivent donc être constants :

1
f1

d2 f1

du2 =− 1
f2

d2 f2

dz2 = constante =−k2,

où le signe négatif de la constante traduit le fait que nous cherchons un comportement sinusoïdal
dans la direction x. En prenant en compte la condition au bord ∂φ/∂ z = d f2(z)/dz = 0 en z =−∞,
ces deux équations différentielles sont facilement résolues

f1(u) = Āei k u + Ā∗e−i k u, f2(z) = B̄ek z, ⇒ φ(x,z, t) = Aei(k x−ω t)+k z + c.c. (3.21)

où Ā∗ est le complexe conjugué (c.c.) de Ā, ce qui assure que f1 est réel, et ω = kc (et i2 =−1).
On voit donc que k correspond au nombre d’onde (λ = 2π/k est la longueur d’onde) et que ω

est la fréquence angulaire de l’onde (T = 2π/ω est la période). Ces deux quantités, k et ω , ne
sont cependant pas indépendantes. Nous verrons ci-dessous que ω est une fonction de k (et des
paramètres du système) : ω = ω(k). L’expression (3.21) indique également que l’amplitude de
l’onde devient rapidement négligeable dès que |kz|> 1. Par conséquent si le fond marin se trouve à
z =−h0 (au lieu de −∞), son effet sur l’écoulement devient négligeable dès que h0 est plus grand
que quelques longueurs d’onde. C’est cela que nous entendons par vague en eau « profonde ».

Pour résoudre complètement ce problème, il nous reste à calculer la forme de l’interface et
à vérifier la compatibilité des résultats avec l’équation de Bernoulli. À la surface du fluide, la
pression est connue par l’équilibre des contraintes à l’interface, voir Eq. (2.43), et vaut dans notre
cas p = patm −2Hγ où γ est la tension superficielle à l’interface et 2H = κ1 +κ2 est la courbure
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moyenne. La courbure étant nulle le long de l’axe y, la courbure moyenne est donc simplement
égale à la courbure de l’interface h(x, t) :

2H(x, t) = κ(x, t) =
∂ 2h
∂x2

[
1+
(

∂h
∂x

)2
]−3/2

≃ ∂ 2h
∂x2 , (3.22)

où on a utilisé l’hypothèse de faible déformation ∂h/∂x ≪ 1. Puisque la pression est connue à
l’interface, nous pouvons utiliser l’équation de Bernoulli (3.17) avec g =−gez =−∇Φ et β = 1
(incompressibilité) ainsi que la condition cinématique (2.40) en z = h(x, t) :

∂φ

∂ t
+gh− γκ

ρ
+

1
2
|∇φ |2 = 0,

∂φ

∂ z
=

∂h
∂ t

+
∂φ

∂x
∂h
∂x

, pour z = h(x, t) (3.23)

où on a utilisé le fait que v =∇φ (vx = ∂φ/∂x, vz = ∂φ/∂ z et vy = 0). Rappelons que, suivant
l’usage, la pression atmosphérique n’est pas indiquée explicitement, elle est absorbée dans la
définition de p. On mesure donc la pression par rapport à la pression atmosphérique. La forme
de l’interface est obtenue à partir de la condition cinématique en appliquant l’hypothèse que les
déformations sont petites et en utilisant l’expression (3.21) obtenue pour φ :

∂h
∂ t

=
∂φ

∂ z

∣∣∣
z=h

= k
[
Aei(k x−ω t)+k h + c.c.

]
≃ k

[
Aei(k x−ω t)+ c.c.

]
,

où on a utilisé le fait que kh ≪ 1 et donc ek h ≃ 1. Une dernière intégration conduit à la forme de
l’interface

h(x, t) = i k ω
−1
[
Aei(k x−ω t)− c.c.

]
(3.24)

Remarquons que nous pouvons vérifier explicitement que ∂h/∂ t ≫ (∂φ/∂x)(∂h/∂x) comme
supposé pour calculer h(x, t). En effet, en utilisant l’expression (3.21) en z = h pour le potentiel de
vitesse et l’expression (3.24) pour l’interface, nous trouvons que ∂φ/∂x ∼ kA et ∂h/∂ t ∼ kA de
sorte que l’inégalité ci-dessus se réduit à ∂h/∂x ≪ 1 qui n’est d’autre que l’hypothèse de faible
déformation de l’interface.

Il reste maintenant à prendre en compte l’équation de Bernoulli (3.23) qui va nous donner
une condition de compatibilité entre ω et k. De l’expression (3.21) de φ , on trouve qu’en z = h,
∂φ/∂ t ∼ Aω et |∇φ |2 ∼ (Ak)2. Donc le terme non linéaire en φ est négligeable par rapport au
terme linéaire si Ak2 ≪ ω . Cette condition est équivalente à hk ≪ 1 comme on peut le voir à partir
de l’équation (3.24) puisque h ∼ kA/ω . L’hypothèse de faible déformation nous permet donc de
simplifier l’équation de Bernoulli (3.23) qui devient :

∂φ

∂ t
+gh− γ

ρ

∂ 2h
∂x2 = 0, pour z = h(x, t), (3.25)

où on a utilisé l’expression (3.22) de la courbure. En utilisant l’expression (3.21) de φ et l’expression
(3.24) de h, la relation (3.25) conduit à la contrainte suivante qui doit être vraie ∀x et t

i
(
−ω + g

k
ω

+
γ k3

ρ ω

)[
Aei(k x−ω t)− c.c.

]
= 0, ⇒ ω

2(k) = gk+
γ

ρ
k3 (3.26)

où on a de nouveau utilisé ek h ≃ 1 lorsqu’on a évalué ∂φ/∂ t en z = h pour rester consistant. La
relation encadrée est la relation de dispersion des ondes se propageant à la surface de l’eau. Les
deux termes de droite représentent chacun un moteur du mouvement des ondes : la gravité et la
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tension de surface. Le rapport de ces deux termes permet de décider lequel des deux effets est le
plus important. Il s’exprime comme γk3/(gρk) = (kℓc)

2 où la longueur

ℓc =

√
γ

ρg
, ⇒ ω̄

2(k̄) = k̄+ k̄3, où k̄ = ℓc k, ω̄ =

√
ℓc

g
ω, (3.27)

est appelée longueur capillaire [capillary length ]. On peut donc utiliser ℓc comme échelle de
longueur et

√
ℓc/g comme échelle de temps pour adimensionner la relation de dispersion. Pour

l’interface air/eau, la valeur de la tension superficielle est γ = 0.073 N/m et la longueur capillaire
vaut alors ℓc = 2.7 mm. La longueur d’onde pour laquelle les deux termes de droite de (3.26) sont
égaux est donc donnée par kℓc = 1, soit λ = 2πℓc ≃ 1.7 cm. Lorsque la longueur d’onde est très
supérieure à cette valeur, la gravité domine et ω2 = gk alors que, dans la situation opposée, la
tension de surface est dominante et ω2 = γk3/ρ .

L’interprétation physique d’une relation de dispersion est simple. La vitesse de phase, c, d’une
onde est donnée par

c(k) = ω(k)/k. (3.28)

En effet, une onde se propageant le long d’un axe, x par exemple, peut s’écrire comme y(x, t) =
f (k x−ω t). Choisissons une forme particulière pour fixer les idées, par exemple y(x, t)=Asin(k x−
ω t). Il s’agit d’une onde qui se propage le long de l’axe x sans se déformer. Pour trouver se vitesse,
il suffit de fixer la phase à une valeur constante, c-à-d (k x−ω t) = constante. On suit alors un point
donné de l’onde. Par exemple, si cette constante vaut (2n+1)π/2 avec n entier, on suit alors un
maximum ou un minimum de cette onde suivant la parité de n. En dérivant cette dernière relation
par rapport au temps, on obtient c = dx/dt = ω/k ; il s’agit donc bien de la vitesse à laquelle une
crête ou un creux avance et, par extension puisque l’onde ne se déforme pas, la vitesse de chacun
des points. En utilisant l’expression (3.26) de ω(k), on trouve

c(k) =
√

g
k
+

γ

ρ
k, ⇒ c̄(k̄) =

√
k̄−1 + k̄ où c̄ =

c√
ℓcg

, (3.29)
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FIGURE 3.4 – Relation de dispersion (3.29).

où k̄ a été défini par l’équation (3.27). On constate
donc que la vitesse de phase d’une onde dépend
de sa longueur d’onde, qu’elle a un comportement
non monotone avec k et qu’elle présente une vi-
tesse minimale cmin =

√
2gℓc, voir Fig. 3.4. Deux

cas limites se dégagent suivant la valeur de k par
rapport à la longueur capillaire ℓc :

c ≃
√

γk/ρ pour kℓc ≫ 1,

c ≃
√

g/k pour kℓc ≪ 1.

Donc, lorsque la longueur d’onde est petite par
rapport à la longueur capillaire (kℓc ≫ 1), la vitesse
c augmente lorsque k augmente. Donc, dans ce
régime, plus la longueur d’onde est petite plus la
vitesse est grande. Ce sont les ondes capillaires que
l’on peut observer, par exemple, lors de l’impact
de gouttes de pluie sur une étendue d’eau. D’autre part, lorsque la longueur d’onde est grande par
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rapport à la longueur capillaire (kℓc ≪ 1), la vitesse augmente lorsque k diminue. Donc, dans ce
régime, plus la longueur d’onde est grande plus la vitesse est grande. Ce sont les ondes de gravité
qu’on observe typiquement en mer. Nous verrons avec l’Exercice 3.4 comment les relations de
dispersion (3.26) et (3.29) sont modifiées lorsqu’on tient compte de la profondeur finie h0 du fond
marin. En particulier, nous montrerons que lorsque kh0 ≪ 1 en plus de kℓc ≪ 1, la vitesse des ondes
de gravité ne diverge plus au grande longueur d’onde mais est limitée par h0 : c =

√
gh0.

De manière générale, la vitesse d’une onde dépend de sa longueur d’onde comme illustré ici.
Un milieu pour lequel la vitesse d’une onde ne dépend pas de k est appelé un milieu non dispersif.
Dans ce cas, on a forcément ω = ω0k, où ω0 est une constante, de sorte que la vitesse de phase
c = ω/k = ω0 est égale à la vitesse de groupe vg = ∂ω/∂k = ω0 (voir ci-dessous). Un paquet
d’onde composé d’une superposition d’ondes ayant des longueurs d’onde différentes (comme c’est
le cas en général), ne se déformera alors pas au cours de son déplacement dans un milieu non
dispersif mais se déformera dans un milieu dispersif.

Pour résumer, l’hypothèse de faible amplitude des déformations (∂h/∂x ≪ 1), nous a permis de
grandement simplifier le problème en le linéarisant. Pourvu que ω et k soient reliés par la relation
de dispersion (3.26), les solutions (3.21) et (3.24) pour φ et h obtenues ci-dessus sont donc solutions
du problème linéaire suivant :

∇
2
φ = 0, pour z ≤ h et

∂h
∂ t

=
∂φ

∂ z
,

∂φ

∂ t
+gh− γ

ρ

∂ 2h
∂x2 = 0, pour z = h, (3.30)

où φ = φ(x,z, t), h = h(x, t) et ∂φ/∂ z = 0 pour z →−∞. Puisque le problème est linéaire, nous
savons que nous pouvons obtenir une solution plus générale en prenant une superposition linéaire
de la solution obtenue pour une valeur donnée de k. Nous allons étudier cette possibilité ci-dessous
en considérant ce qu’on appelle un paquet d’onde.

Exercice 3.3 Nous venons de voir que le champ de vitesse des vagues de faible déformation en
haute mer peut s’écrire sous la forme potentielle v =∇φ , où φ = Aekz sin(kx−ωt). Calculer et
dessiner le champ de vitesse et les lignes de courant pour t = 0 et −π/2 ≤ kx ≤ π/2. Calculer
et dessiner les trajectoires de particules de fluide au passage de ces vagues en supposant que
l’amplitude des vagues est petite par rapport à leur longueur d’onde (Ak ≪ 1). ■

Exercice 3.4 Effectuer le calcul mené dans la Section 3.2.4 en prenant en compte cette fois la
profondeur finie h0 du fond marin et en supposant que h(x, t)≪ h0.

— Montrer que la relation de dispersion (3.26) devient ω2 = (gk+ γk3/ρ) tanh(kh0).
— Montrer que, lorsque kℓc ≪ 1, la vitesse maximale des vagues est donnée par

√
gh0. À

quel effet visible ce résultat donne-t-il lieu lorsqu’une vague approche d’un rivage?
— Appliquer ces résultats pour estimer la vitesse d’un tsunami d’origine tectonique, dont

la longueur d’onde est typiquement de 900 km, et se déplaçant dans un océan ayant une
profondeur de 5000 m.

— Que peut-on dire sur la dispersion à de telles longueurs d’ondes par rapport à la profondeur
du fond marin et quelles conclusions en tirer ?

Indice pour la dernière question : calculer les vitesses de phase et de groupe. ■
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Paquet d’onde
En plus de la vitesse de phase (3.28), on définit également pour caractériser une onde la vitesse

de groupe, vg, et le coefficient de dispersion, β , définis par les relations suivantes

vg(k) =
∂ω(k)

∂k
et β (k) =

∂ 2ω(k)
∂k2 . (3.31)

C’est à cette vitesse, vg, que se propage toute information, ou énergie, portée par un paquet d’onde.
Le coefficient de dispersion, β , décrit, quant à lui, l’étalement d’un paquet d’onde au cours du
temps. On peut arriver aux notions de vitesse de groupe et de coefficient de dispersion de différentes
manières. Une approche assez générale consiste à écrire

h(x, t) =
∫

∞

−∞

ik
ω

[
A(k)ei(k x−ω(k) t)− c.c.

]
dk =

∫
∞

−∞

[
B(k)ei(k x−ω(k) t)+ c.c.

]
dk. (3.32)

Il s’agit donc d’une superposition linéaire de la solution (3.24) pour l’amplitude h de la déformation.
Pour autant que l’intégrale converge, cette expression est aussi une solution du problème linéarisé
donné par les équations (3.30). Dans cette expression, la fonction B(k) pondère les contributions de
chaque onde monochromatique. Par exemple, si B(k) = δ (k− k0), où δ (x) est la distribution de
Dirac, on aura alors la contribution d’une seule onde monochromatique de nombre d’onde k0. Pour
ce qu’on appelle un paquet d’onde, la fonction B(k) est concentrée autour d’un nombre d’onde
particulier k0 et décroit rapidement ailleurs. B(k) peut alors être, par exemple, une gaussienne du
type B(k) = e−α(k−k0)

2
. Nous allons maintenant exploiter le fait que la fonction B est localisée

autour de k = k0. Pour cela, on effectue le changement de variable k = k0+K dans l’intégrale (3.32)

h(x, t) =
∫

∞

−∞

[
B̄(K)ei[(k0+K)x−ω(k0+K) t]+ c.c.

]
dK,

où B̄(K) = B(k0 +K). Puisque B décroît très vite lorsque que k diffère de k0, seules les petites
valeurs de K vont contribuer à cette intégrale. On peut dès lors développer ω autour de K = 0 :

ω(k0 +K) = ω(k0)+K
∂ω(k)

∂k

∣∣∣
k=k0

+
K2

2
∂ 2ω(k)

∂k2

∣∣∣
k=k0

= ω(k0)+Kvg(k0)+
K2

2
β (k0),

où on a négligé les termes O(K3) et supérieurs. L’expression de h peut donc s’écrire comme

h(x, t)≃ ei[k0 x−ω(k0) t]
∫

∞

−∞

B̄(K)ei
[
K (x−vg(k0) t)−K2

2 β (k0) t
]

dK + c.c.≡ ei[k0 x−ω(k0) t]
ψ(x, t)+ c.c.

où les facteurs indépendants de K ont été sortis de l’intégrale. On voit donc que, sous l’hypothèse
que B est très localisée autour de k0 (K ≪ k0), l’amplitude h est celle d’une onde monochromatique
de nombre d’onde k0 modulée par une fonction ψ qu’on appelle enveloppe ou amplitude. Les
crêtes des vagues sont donc données par ei[k0x−ω(k0)t] et se déplacent à une vitesse c = ω/k évaluée
en k0. La fonction ψ est une modulation lente de ces oscillations qui varie sur des échelles de
temps et des distances beaucoup plus grandes que l’onde monochromatique puisque, d’une part
ω(k0)≫ Kvg(k0)+K2β (k0)/2 et, d’autre part, K ≪ k0.

Sur des temps modérés et en supposant que K est suffisamment « petit », on peut négliger
le terme proportionnel à K2 devant celui proportionnel à K. Ainsi, l’élévation de l’eau h est
approximativement décrite par

h(x, t)≃ ei[k0 x−ω(k0) t]
∫

∞

−∞

B̄(K)ei[K (x−vg(k0) t)] dK + c.c.≡ ei[k0 x−ω(k0) t]
ψ̄(x− vg(k0) t)+ c.c.



74 Chapitre 3. Fluides : vagues, sillage et lubrification

a b

c

FIGURE 3.5 – a-b. Représentation du paquet d’onde (3.34) dans un référentiel se déplaçant à la vitesse de
groupe vg avec les longueurs et le temps adimensionnés par ℓc et

√
g/ℓc respectivement et où ᾱ = α/ℓ2

c = 1,
K̄0 = K0ℓc = 1 et k̄0 = 10. Le paquet d’onde est montré à deux instants en opposition de phase. Les
oscillations, données par cos[k̄0 ξ̄ − Ω̄ t̄] avec Ω̄ = ω̄ − v̄gk̄0, se propagent à la vitesse de phase c̄− v̄g dans ce
référentiel alors que l’amplitude est fixe. c. Illustration de l’effet de la dispersion chromatique sur un paquet
de vagues gaussien où l’amplitude ψ varie dans le temps et l’espace suivant l’expression (3.36b).

qui est bien un paquet d’onde se déplaçant à la vitesse vg = vg(k0). On peut donc se placer dans
un référentiel se déplaçant à la vitesse de groupe en effectuant le changement de coordonnées
(ξ , t) = (x− vg t, t) et écrire

h(ξ , t)≃ ei[k0 ξ+(vgk0−ω)t]
ψ̄(ξ )+ c.c. où ψ̄(ξ ) =

∫
∞

−∞

B̄(K)eiK ξ dK, (3.33)

où les dépendances de vg et ω en k0 ne sont plus explicitement écrites. Prenons un exemple
en spécifiant B̄(K) = α/(2

√
π)e−K2/(4K2

0 ) pour illustrer ce résultat (voir Exercice 3.5). Comme
K = k− k0, la fonction B̄(K) est bien un fonction localisée autour de k0. Avec cette expression de
B̄(K), la relation (3.33) devient

h(ξ , t)≃ cos[k0 ξ +(vgk0 −ω)t] ψ̄(ξ ), où ψ̄(ξ ) = αK0 e−ξ 2 K2
0 , (3.34)

où α et K0 sont des paramètres qui, entre autres, assurent la cohérence des unités ([α] = [m]2,
[K0] = [m]−1). Notons que h et φ étant solutions d’un problème linéaire, ils sont déterminés à un
facteur près. Cette relation peut être facilement adimensionnée en utilisant les échelles de longueurs
(ℓc) et de temps (

√
ℓc/g) caractéristiques du problème et déjà introduites plus haut. L’expression

(3.34) de h̄ = h/ℓc est portée en graphique pour deux valeurs de t̄ = t
√

g/ℓc dans la Fig. 3.5(a) et
(b). Pour des temps modérés et dans un référentiel se déplaçant à la vitesse de groupe vg, la forme de
h est donc celle d’une onde monochromatique de nombre d’onde k0 et de fréquence Ω = ω − vgk0
modulée par une amplitude ψ̄ fixe dans ce référentiel.

Pour des temps plus long, l’amplitude ψ̄ variera elle-même dans le temps. Pour trouver son
évolution temporelle, il est nécessaire de conserver le terme proportionnel à K2 négligé jusqu’ici.
Ce terme jouera un rôle lorsque K2t sera d’ordre 1. En se plaçant toujours dans le référentiel se
déplaçant à la vitesse de groupe, on peut écrire

h(ξ , t) = ei[k0 ξ+(vgk0−ω)t]
ψ(ξ , t)+ c.c. et ψ(ξ , t) =

∫
∞

−∞

B̄(K)ei
(

Kξ−K2
2 β t

)
dK (3.35)
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Le coefficient β détermine donc comment la forme d’un paquet d’onde est modulée dans le
temps. Cette déformation du paquet d’onde prendra la forme d’un étalement diffusif. En effet, on
peut remarquer, en utilisant la définition (3.35), que ψ est la solution générale de l’équation de
Schrödinger d’une particule libre, qui est appelée dans ce contexte une équation d’amplitude :

i
∂ψ

∂ t
+

β

2
∂ 2ψ

∂ξ 2 = 0, (3.36a)

si ψ(ξ ,0) = e−ξ 2K2
0 ⇒ ψ(ξ , t) = f (t)e−(ξ K0 f (t))2

; f (t) = (1+2iβK2
0 t)−1/2 (3.36b)

où β apparait comme un coefficient de diffusion. Cette équation (3.36a) est aussi l’équation
paraxiale à une dimension en optique ainsi que l’équation d’une impulsion dans un guide d’onde.
L’équation (3.36a) étant du premier ordre en t, il est donc nécessaire de se donner la forme initiale
de ψ . Prenons par exemple une amplitude initialement gaussienne. L’équation (3.36b) donne alors
l’expression pour t > 0 de ψ(ξ , t) obtenue en résolvant l’équation (3.36a), voir Exercice 3.5. Notons
que la même expression peut s’obtenir à partir de la relation (3.35) en prenant B̄(K) = ψ̂(K) où
ψ̂(K) = α/(2

√
π)e−K2/(4K2

0 ) est la transformée de Fourier de ψ(ξ ,0), voir Exercice 3.5.
La Fig. 3.5(c) montre l’évolution spatio-temporelle de h(ξ , t) donnée par les équations (3.35)

et (3.36b) et dont l’enveloppe du profil est donnée par |ψ(ξ , t)|. On constate que le paquet d’onde
s’étale au cours du temps. Notons que pour t̄ = 0, on a évidemment ψ(ξ̄ ,0) = ψ̄(ξ̄ ). La première
représentation de h̄ de la Fig. 3.5(c) correspond donc au profil montré dans la Fig. 3.5(a).

Nous terminons en remarquant que le signe du coefficient de dispersion β n’influence pas
l’étalement du paquet d’onde. En effet, la forme de l’enveloppe du paquet d’onde est donnée par
|ψ(ξ , t)|= [ψ(ξ , t)ψ∗(ξ , t)]1/2. L’équation (3.36b) montre que seul β 2 intervient dans l’expression
de l’enveloppe. On aura donc un étalement du paquet d’onde quel que soit le signe β . On peut
facilement montrer que, si B̄(K) est une fonction paire de K, alors |ψ(ξ , t)| est une fonction paire
de β . En effet, il suffit d’écrire |ψ(ξ , t)|2 = ψ(ξ , t)ψ∗(ξ , t) en utilisant l’expression générale (3.35)
et de faire le changement de variable K →−K dans l’expression de ψ∗(ξ , t). On montre alors que
ψ∗(ξ , t,β ) = ψ(ξ , t,−β )⇒ |ψ(ξ , t,β )|= |ψ(ξ , t,−β )|.

On peut également se convaincre de manière plus générale que le signe de β n’influence pas
l’étalement du paquet d’onde. Pour cela, on note que l’étalement est diffusif, càd que l’aire sous
l’enveloppe est conservée au cours du temps. Il suffit d’intégrer l’équation (3.36a) entre ξ =−∞

et ξ =+∞ pour le montrer. Donc, si le paquet d’onde s’étale, |ψ(ξ0, t)|, pour un ξ0 quelconque,
décroît au cours du temps. Si le paquet d’onde se contracte, |ψ(ξ0, t)| croît avec le temps. En
utilisant la relation générale (3.35) et en supposant que B̄(K) a un signe donné, on a que

|ψ(ξ , t)| ≤
∫

∞

−∞

|B̄(K)||ei
(

Kξ−K2
2 β t

)
|dK =

∫
∞

−∞

|B̄(K)|dK = |ψ(0,0)|.

Cette relation montre que |ψ(0, t)| ≤ |ψ(0,0)| et elle ne croît donc pas avec le temps temps puisque
cette quantité ne peut pas être plus grande que sa valeur initiale. Notons que, sans aucune supposition
sur B̄(K), on a aussi

|ψ(0, t)|2 = ψ(0, t)ψ∗(0, t) =
[∫

∞

−∞

B̄(K)e−i K2
2 β t dK

][∫
∞

−∞

B̄(K)ei K2
2 β t dK

]
,

qui montre que cette quantité est invariante sous un changement de signe de β .

Exercice 3.5 Montrer que la transformée de Fourier, définie par ψ̂(k) = 1
2π

∫
∞

−∞
ψ(ξ )e−ikξ dξ ,

de ψ(ξ ) = e−ξ 2
est donnée par ψ̂(k) = e−k2/4/(2

√
π). Montrer que la solution de l’équation

iψτ +
1
2 ψξ ξ = 0 avec ψ(ξ ,0) = e−ξ 2

est donnée par ψ(ξ ,τ) = e−ξ 2/(1+2iτ)/
√

1+2iτ. ■
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Instabilité de Benjamin-Feir : vagues scélérates
L’équation d’amplitude linéaire (3.36a) a été obtenue dans le cadre du problème linéarisé

(3.30). Si on prend en compte les effets non linéaires négligés jusqu’ici en effectuant une analyse
multi-échelle faiblement non linéaire (voir Annexe B), on peut montrer que, pour les ondes de
gravité (kℓc ≪ 1), l’équation d’amplitude devient elle-même non linéaire et prend la forme de
l’équation de Schrödinger non linéaire (NLS) :

i
∂ψ

∂ t
+

β

2
∂ 2ψ

∂ξ 2 −η |ψ|2ψ = 0, avec η = 2ω(k)k2 (3.37)

Cette équation est extrêmement importante en physique non linéaire. Bien qu’établie dans un cas
particulier, il faut s’attendre à la rencontrer dans toutes les situations physiques où existent des
paquets d’onde. Insistons sur le fait que ψ dans l’équation (3.37) est une amplitude lentement
variable multipliant une onde porteuse ei(k0 x−ω(k0) t). Pour les ondes de gravité, la relation de
dispersion (3.26) est ω(k) =

√
gk et le coefficient de dispersion (3.31) est négatif : β =−

√
g/k3/4.

Par un choix approprié d’unités, on peut imposer β =−1 et η = 1 dans l’équation (3.37).

Exercice 3.6 Montrer que la solution |ψ|= constante de l’équation (3.37) est de la forme ψ =
a exp

[
−i
(
ηa2t +β b2/(2t)+bξ

)]
. Par un calcul au premier ordre en ε , et en supposant b = 0,

obtenir les équations des perturbations u et v définies par : ψ = (a+ ε u(ξ , t))e−i(ηa2t+εφ(ξ ,t)) =

[a+ ε (u(ξ , t)− iv(ξ , t))]e−iηa2t +O(ε2). Étudier l’évolution dans le temps de perturbations u
et v proportionnelles à cos(Ωξ ). ■

Pour étudier les effets non linéaires sur l’évolution de spatio-temporelle de vagues, on considère
le cas simple où des vagues de nombre d’onde k0 ont une amplitude uniforme : |ψ|= constante
(voir Fig. 3.5(c)). Avec l’Exercice 3.6, nous avons montré que l’équation (3.37) admettait dans ce
cas des solutions du type ψ = ae−iη a2 t , où a est un nombre réel. De l’équation (3.35), on obtient
alors la solution non linéaire suivante

h0 = a
(

ei[k0 ξ+(vgk0−ω)t−ηa2t]+ c.c.
)
= 2a cos

(
k0 ξ −

[
ω(k0)+ηa2 − vg(k0)k0

]
t
)
. (3.38)

On constante donc que la fréquence de l’onde dépend de son amplitude a ; chose tout à fait
impossible pour une solution linéaire. Dans l’Exercice 3.6, nous avons étudié la stabilité d’une
telle solution et montré que les équations qui gouvernaient l’évolution de perturbations ε u(ξ , t) et
ε v(ξ , t), avec ε ≪ 1, étaient données par

∂ 2u
∂ t2 −βηa2 ∂ 2u

∂ξ 2 +
β 2

4
∂ 4u
∂ξ 4 = 0,

∂ 2v
∂ξ 2 =

2
β

∂u
∂ t

. (3.39)

Notons que l’équation pour u est formelle identique à l’équation d’une tige élastique à l’ordre
linéaire, voir Chapitre 4. Ces équations admettent des solutions de la forme

u(ξ , t) = u0 eσ t+iK ξ , v(ξ , t) =− 2σ

βK2 u(ξ , t) pourvu que σ
2 =−βηa2K2− β 2

4
K4. (3.40)

La relation entre σ et K est une relation de dispersion pour les perturbations de l’amplitude de
vagues uniformes. Vu l’expression de u, on constate que l’amplitude des perturbations décroit
exponentiellement si ℜ[σ ] < 0, où ℜ[x] est la partie réelle de x. Dans ce cas, le système est dit
stable puisqu’une petite perturbation disparait rapidement au cours du temps et le système retrouve
sa forme initiale. Par contre, l’amplitude des perturbations explose exponentiellement si ℜ[σ ]> 0.
Dans ce cas, le système est dit instable. Pour les ondes de gravité, le coefficient de dispersion est
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FIGURE 3.6 – a. Hauteur des vagues au cours du temps lors de l’observation de la vague Draupner. b-g.
Reproduction en laboratoire de la vague Draupner [56].

négatif, β < 0, si bien qu’il existe des valeurs de K pour lesquelles ℜ[σ ]> 0 : 0 < K2 <−4ηa2/β .
La valeur de Km pour laquelle σ est maximal est solution de l’équation ∂σ/∂K = 0 et vaut

K2
m =−2ηa2/β = 16k4

0 a2, ⇒ σm = ηa2 = 2g1/2 k5/2
0 a2. (3.41)

C’est pour cette valeur de K que la perturbation croît le plus vite et qui sera observée en pratique
puisqu’une perturbation contient en général un spectre continu de valeurs de K.

La solution perturbée s’écrit alors h = h0 + εh1 avec

h1(ξ , t) = (u(ξ , t)− iv(ξ , t))ei[k0 ξ−(ω+ηa2−vgk0) t]+ c.c.

Comme u = v lorsque σ = σm et K = Km, cette perturbation s’écrit encore

h1(ξ , t) = u0 (1− i)eσm t ei[(k0+Km)ξ−(ω+ηa2−vgk0) t]+ c.c.

= 2u0 eσm t [cosΞ+ sinΞ] , où Ξ = (k0 +Km)ξ − (ω +ηa2 − vgk0) t, (3.42)

où on a utilisé l’expression de u donnée par l’équation (3.40). Ainsi, un train d’ondes (3.38)
de nombre d’onde k0 est déstabilisé au profit d’un autre train d’ondes avec un nombre d’onde
légèrement décalé (k0 → k0 +Km).

Notons encore que nous avons montré dans cette sous-section que des solutions non linéaires
d’amplitude constante (|ψ|= constante) pouvait exister. Les non linéarités peuvent donc contrecar-
rer la dispersion (voir Fig. 3.5(c)), et donc l’étalement d’un paquet d’onde, de façon à maintenir une
onde se propageant sans se déformer (puisque |ψ|= constante). La non linéarité dans l’équation
(3.37) tend à concentrer l’énergie d’un train d’ondes en un point (« autofocalisation », en optique),
ce qui peut compenser la dispersion dont souffrait la solution (3.36b). Grâce à ce phénomène, on
assiste à un nouveau type d’ondes, les ondes solitaires ou solitons, dont le profil ne varie pas en
cours de propagation. Nous reparlerons des solitons dans le Section 3.2.6.

R Notons finalement que l’instabilité hydrodynamique discutée dans cette sous-section porte le nom
d’instabilité de Benjamin-Feir et fut découverte théoriquement par Thomas Brooke Benjamin
(1929–1995) et James Elmer Feir (1930–2015) en 1967 [57, 58]. C’est un mécanisme possible
pour expliquer la formation de vagues scélérates [rogues waves] [59]. Les vagues scélérates sont
des vagues océaniques de grande amplitude apparaissant soudainement. Elles sont différentes des
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vagues déferlantes qu’on peut observer près des rivages. Elles sont considérées comme rares mais
du fait de l’étendue des océans et de leur durée de vie, il est difficile d’estimer leur fréquence
d’apparition. La « vague Draupner » est le nom donné à la première vague scélérate mesurée à
l’aide d’instruments scientifiques. Elle a été détectée sur la plate-forme pétrolière Draupner dans
la mer du Nord, au large de la Norvège, le 1er janvier 1995. Elle émergea d’une mer agitée avec
des vagues d’une hauteur moyenne crête-creux d’environ 12 m et mesurait 25.6 m, voir Fig. 3.6(a)
et Ref. [60]. Cet évènement spectaculaire a été récemment reproduit en laboratoire au « FloWave
Ocean Energy Research Facility » d’Édimbourg. Le site propose une vidéo montrant les
différents types de vagues qui peuvent être produites. La vague montrée dans la Fig. 3.6(b-g)
mesure environ 70 cm pour une profondeur d’eau de 2 m. Quand le système est mis proprement à
l’échelle afin de correspondre aux conditions rencontrées lors de l’événement survenu à Draupner,
la hauteur de cette vague est alors d’environ 25 m [56]. Des études récentes tendent à montrer que
les vagues scélérates sont moins rares que pourrait le penser. Notons finalement qu’on retrouve ce
type d’instabilité dans bien d’autres contextes sous le nom d’instabilité modulationnelle.

3.2.5 Sillage des bateaux
Nous avons tous déjà remarqué que lorsqu’un bateau (ou un canard) se déplace sur une étendue

d’eau, il laisse derrière lui un sillage de forme caractéristique qui s’étend loin derrière lui, voir
Fig. 3.7(a) et (b). Les vagues qui composent ce sillage transportent de l’énergie loin du bateau et
correspond au travail d’une force (« trainée de vague ») qui freine le bateau. Cette force de traînée
est la contribution dominante de résistance à l’avancement des navires à haute vitesse. La forme de
ce sillage a été calculé par William Thomson (Lord Kelvin, 1824–1907) en 1887 [61]. Ce sillage
est contenu dans un triangle dont l’angle d’ouverture (≃ 39◦) est une constante qui ne dépend
d’aucun paramètre physique (vitesse ou forme du bateau). Il s’agit donc d’une propriété purement
géométrique.

Le développement qui suit est très similaire à ce qui a été fait à la Section 3.2.4 et lorsque nous
avons introduit la notion de paquet d’onde. Dans ce cas, nous avions un problème unidimensionnel
le long de l’axe x et variant dans le temps t. Ici nous aurons un problème bidimensionnel stationnaire
le long d’axes ξ et y. Si y est formellement identifié à t, les développements de la Section 3.2.4 et
ceux présentés ici sont alors essentiellement identiques.

La forme du sillage s’obtient dans le contexte des ondes de surface en eau profonde et repose
sur la relation de dispersion des vagues produites par un bateau en mouvement. Ces vagues ont
généralement une amplitude assez faible comparée à leur extension spatiale et on peut donc utiliser
le modèle linéaire (3.30) que nous avons obtenu dans la Section 3.2.4. Dans le cadre de ce calcul,
nous négligerons les effets de la tension superficielle en posant γ = 0. Dans ce cas, on peut éliminer
facilement la fonction h, qui donne l’amplitude des vagues, des deux dernières équations du modèle
(3.30) pour obtenir le modèle suivant

∇
2
φ = 0, pour z ≤ h et

∂ 2φ

∂ t2 +g
∂φ

∂ z
= 0, pour z = h, (3.43)

où φ = φ(x,y,z, t), h = h(x,y, t) et ∂φ/∂ z = 0 pour z →−∞. Notons qu’ici, on ne suppose évidem-
ment pas de symétrie le long de l’axe y qui intervient donc dans les équations.

Nous nous plaçons maintenant dans un référentiel se déplaçant avec le bateau qui est supposé se
mouvoir dans la direction −ex, voir Fig. 3.7(c). Nous posons alors ξ = x+V t, où V est le module
de la vitesse du bateau. Nous supposons de plus que, dans ce référentiel, le profil des vagues est
stationnaire : φ = φ(x+V t,y,z) = φ(ξ ,y,z). Le potentiel de vitesse (et donc le champ de vitesse)
ne dépend donc pas explicitement du temps. Avec ce changement de coordonnées, les équations
(3.43) deviennent

∇
2
φ = 0, pour z ≤ h et V 2 ∂ 2φ

∂ξ 2 +g
∂φ

∂ z
= 0, pour z = h, (3.44)

https://www.flowave.eng.ed.ac.uk
https://www.flowave.eng.ed.ac.uk
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a

b

c

FIGURE 3.7 – Sillage d’un bateau sur le Loch Ness (a) et d’un canard (b). c. Schéma du système.

puisque ∂φ/∂ t = (∂ξ/∂ t)(∂φ/∂ξ ) =V (∂φ/∂ξ ). Comme nous l’avons fait dans la Section 3.2.4,
nous pouvons résoudre l’équation de Laplace à l’aide d’une séparation des variables (voir la manière
dont l’Eq. (3.21) a été obtenue) en écrivant φ = f1(ξ ) f2(y) f3(z) :

∇
2
φ =

d2 f1

dξ 2 f2 f3 + f1
d2 f2

dy2 f3 + f1 f2
d2 f3

dz2 = 0 ⇒ 1
f1

d2 f1

dξ 2 +
1
f2

d2 f2

dy2 +
1
f3

d2 f3

dz2 = 0.

On constate donc qu’on obtient une somme où chacun des termes dépend séparément des variables
ξ , y et z. Comme cette relation doit être vraie pour toutes valeurs de ces variables qui varient
indépendamment, cela impose que chaque terme est une constante :

1
f1

d2 f1

dξ 2 =−k2
ξ
;

1
f2

d2 f2

dy2 =−k2
y ;

1
f3

d2 f3

dz2 = k2
z , avec −k2

ξ
− k2

y + k2
z = 0,

où le signe des constantes traduit simplement le fait que nous cherchons des solutions avec un
comportement sinusoïdal dans les directions ξ et y et un comportement évanescent lorsque z →−∞.
Des trois constantes de séparation des variables, seules deux sont donc indépendantes à ce stade.
Ces équations se résolvent aisément et on trouve le potentiel de vitesse sous la forme

φ(ξ ,y,z) =
[
Aei(kξ ξ−ky y)+Bei(kξ ξ+ky y)+ c.c.

]
e
√

k2
ξ
+k2

y z
,

où on a utilisé la relation entre kz, kξ et ky obtenue ci-dessus. Cette solution doit encore satisfaire la
condition au bord z = h, c-à-d la seconde équation du modèle (3.44). On trouve facilement que

−V 2 k2
ξ
+g
√

k2
ξ
+ k2

y = 0, ⇒ ky =±kξ

√
ℓ2k2

ξ
−1 =±Ω(kξ ), où ℓ=

V 2

g
, (3.45)

où ℓ est l’échelle de longueur naturelle de ce problème. On constate donc qu’une seule des trois
constantes de séparation des variables, kξ , est indépendante. La relation entre ky et kξ est une
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relation de dispersion comme la relation de dispersion reliant la pulsation ω au nombre d’onde
k ≡ kx que nous avions obtenue à la Section 3.2.4, voir Eq. (3.26).

Comme il s’agit d’un problème linéaire, la solution générale pour φ s’obtient comme une
combinaison linéaire de cette solution où les constantes d’intégration peuvent être différentes pour
chaque valeurs des constantes de séparation kz, kξ et ky. Comme seule kξ est indépendante, cela
conduit à une intégration sur ce degré de liberté unique. La forme générale de φ à la surface (z = h)
est donc donnée par

φ(ξ ,y) =
∫

∞

−∞

[
A(kξ )ei(kξ ξ−Ω(kξ )y)+B(kξ )ei(kξ ξ+Ω(kξ )y)+ c.c.

]
dkξ , (3.46)

où on a de nouveau utilisé l’hypothèse de faible amplitude ekzh = e
√

k2
ξ
+k2

y h
= ek2

ξ
ℓh ≃ 1 pour rester

cohérent avec le domaine de validité du modèle. Il s’agit formellement de la même forme que
celle obtenue pour h à la Section 3.2.4, voir Eq. (3.32), si on effectue les identifications suivantes :
k ↔ kξ , x ↔ ξ , ω ↔ Ω et y ↔ t. Par conséquent, en développant les fonctions A et B autour d’un
certain nombre d’onde k0

ξ
arbitraire, on trouve de nouveau comme à la Section 3.2.4

φ(ξ ,y)≃ ei[k0
ξ

ξ−Ωy]
∫

∞

−∞

A(K)eiK (ξ−vg y) dK + ei[k0
ξ

ξ+Ωy]
∫

∞

−∞

B(K)eiK (ξ+vg y) dK + c.c.

= ei[k0
ξ

ξ−Ωy]
ψ1(ξ − vg y)+ ei[k0

ξ
ξ+Ωy]

ψ2(ξ + vg y)+ c.c. (3.47)

où kξ = k0
ξ
+K et K ≪ k0

ξ
et où

Ω = Ω(k0
ξ
), et vg = vg(k0

ξ
) =

∂Ω

∂kξ

∣∣∣
kξ=k0

ξ

=
2(k0

ξ
)2ℓ2 −1√

(k0
ξ
)2ℓ2 −1

. (3.48)

Nous nous sommes limités ici à un développement au premier ordre en K. Le terme proportionnel à
K2 que nous avons négligé décrit comment les ondes s’étalent à mesure qu’on s’éloigne du bateau
et explique pourquoi le sillage n’est plus visible à une certaine distance de celui-ci. On trouve donc
que le battement produit par une gamme de nombres d’onde concentrée autours d’un certain k0

ξ

se « propage à la vitesse » de groupe vg dont l’expression donnée ci-dessus se calcule à l’aide de
l’expression (3.45) de Ω. Pour trouver la région du plan (ξ ,y) où sont localisés ces battements, on
constate simplement que les deux fonctions ψ1 et ψ2 seront des fonctions très localisées autour de
la valeur qu’elles prennent lorsque leur argument est nul. En effet, nous avons la propriété suivante

|F(α)|=
∣∣∣∣∫ ∞

−∞

f (K)eiKα dK
∣∣∣∣< ∫ ∞

−∞

| f (K)eiKα | dK =
∫

∞

−∞

f (K) dK = F(0),

puisque la fonction f donnant le spectre de K possibles est positive. Par exemple, si on considère,
comme nous l’avons fait à la Section 3.2.4, A(K) = B(K) = α/(2

√
π)e−K2/(4K2

0 ), les fonctions ψi

sont réelles et on obtient

φ(ξ ,y)≃ αK0

[
cos(k0

ξ
ξ −Ωy)e−(ξ−vg y)2 K2

0 + cos(k0
ξ

ξ +Ωy)e−(ξ+vg y)2 K2
0

]
. (3.49)

On constate bien que φ est significativement différent de zéro seulement lorsque les arguments
des gaussiennes sont nuls, c-à-d lorsque les arguments des fonctions ψi sont nuls. La forme du
potentiel de vitesse est représenté dans la Fig. 3.9(a) pour une seule valeur du nombre d’onde,
k0

ξ
= k∗ (voir ci-dessous). On voit donc bien que φ est significativement différent de zéro seulement

le long de deux droites. De manière générale, les équations de ces droites s’obtiennent donc en
demandant que les arguments des fonctions ψ1 et ψ2 soient nuls :

y =± ξ

vg(k0
ξ
)
, ⇒ tanθ(k0

ξ
) =

1
vg(k0

ξ
)
. (3.50)
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FIGURE 3.8 – v−1
g en fonction de k0

ξ
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Il s’agit bien des équations de deux droites, symétriques
par rapport à l’axe ξ , qui se croisent en ξ = 0, c-à-d là
où se trouve le bateau. L’angle que fait chacune de ces
droites avec l’axe ξ , c-à-d l’axe selon lequel le bateau
se déplace, est θ(k0

ξ
) donné ci-dessus et vaut donc la

moitié de l’angle d’ouverture du triangle formé par ces
deux droites. Cet angle varie en fonction de k0

ξ
, qui est

une quantité arbitraire. Cependant, comme l’inverse de
la vitesse de groupe présente un maximum (Fig. 3.8),
cet angle aura également une valeur maximale, θmax, qui
est atteinte pour une valeur du nombre d’onde k∗ qui est
solution de l’équation

dθ

dk0
ξ

∣∣∣∣
k∗
= 0 =−

(
dvg(k0

ξ
)/dk0

ξ

)
1+
[
vg(k0

ξ
)
]2

∣∣∣∣∣
k∗
,

⇒
dvg(k0

ξ
)

dk0
ξ

∣∣∣∣
k∗
= 0 ⇒ k∗ℓ=

√
3
2
. (3.51)

En remplaçant cette valeur k∗ dans l’expression (3.48) de la vitesse de groupe, on trouve la valeur
maximale de l’angle par la relation (3.50) :

θmax = arctan
[

1
2
√

2

]
= arcsin

[
1
3

]
≃ 19.47◦. (3.52)

L’angle d’ouverture 2θmax est donc une constante universelle indépendante des paramètres phy-
siques, V et g, du problème.

Il nous reste maintenant à déterminer la forme du sillage obtenu lorsque le nombre d’onde k0
ξ

balaie toutes les valeurs possibles, contrairement à la forme montrée dans la Fig. 3.9(a) qui est
obtenue pour une valeur du nombre d’onde. Pour ce faire, nous cherchons la position des crêtes des
vagues (ou tout autre point fixe). Il suffit donc de chercher le lieu des phases constantes à l’intérieur
de la zone de battement, c-à-d à l’intérieur du triangle ayant un angle d’ouverture 2θmax que nous
venons de déterminer. Pour y > 0, nous devons donc résoudre simultanément les deux équations
suivantes :

kξ ξ −Ωy = c, et ξ − vg(kξ )y = 0. (3.53)

La première équation impose que la phase du potentiel de vitesse est constante. Rappelons qu’im-
poser une telle condition revient à suivre un point donné du profil de l’onde. Par exemple, si on fixe
la phase kx−ωt d’une onde cos(kx−ωt) à une constante c, on suit alors le point fixe cos(c) qui
peut être un maximum si c un multiple de 2π ou tout autre point pour une autre valeur de c. La
seconde équation impose qu’on se trouve à l’intérieur du triangle qu’on balaie suivant la valeur
de kξ ; pour kξ = k∗ on est sur le bord du triangle et pour tout autre valeur on est à l’intérieur. La
solution des équations (3.53) s’obtient aisément

ξ (q) = c̄
2q2 −1

q3 , et y(q) = c̄

√
q2 −1
q3 , (3.54)
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FIGURE 3.9 – a. Profil du potentiel de vitesse φ donné par l’équation (3.49) où les longueurs sont adimen-
sionnées par ℓ et où α/ℓ2 = 1, K0ℓ= 1, k0

ξ
ℓ= k∗ℓ=

√
3/2, Ωℓ=

√
3/2 et vg = 2

√
2. b. Forme du sillage

donné par les équations paramétriques (3.54) où chaque couleur correspond à une valeur de c̄.

où nous avons posé c̄ = ℓc et q = ℓkξ . Pour une phase donnée, c-à-d c̄ = constante, l’expression
ci-dessus décrit une courbe paramétrée par q dans le plan (ξ ,y). On remarque donc que, quand
les longueurs sont adimensionnées à l’aide de l’échelle de longueur caractéristique du problème,
ℓ = V 2/g, le sillage a une forme universelle puisque les équations paramétriques définissant sa
forme ne dépendent plus d’aucun paramètre physique. Ces courbes sont représentées à la Fig. 3.9(b)
pour différente valeurs de c̄.

R La validité de la relation (3.52) donnant l’angle d’ouverture du sillage, 2θmax, n’est pas si facile
à vérifier expérimentalement. Tout d’abord, cet angle doit être mesuré sur des photos aériennes
prises à l’aplomb du sillage qui ne sont pas aisée à obtenir. Ensuite, la détermination de la zone où
les battements ont lieu n’est pas si évidente. En effet, la position des maximas de ces battements est
bien plus visible que le lieu des points où ils s’évanouissent et qui définit le triangle dont l’angle
d’ouverture est 2θmax. Sur les Figs. 3.7(a) et (b), la position des maxima est proche des côtés du
triangle où ces battements disparaissent. Cependant, plus la vitesse du corps qui génère le sillage
augmente plus la position des maxima s’éloigne de la position où les battements s’évanouissent.
Cela donne donc l’impression que l’angle 2θmax décroît avec la vitesse. Ce phénomène a donné lieu
en 2013 à une remise en question de la relation (3.52) obtenue par Kelvin [62, 63]. L’interprétation
correcte de ces observations fût donnée l’année suivante [64].

3.2.6 Vagues en eau peu profonde : ondes solitaires
L’épaisseur de la couche de fluide peut avoir un impact important sur le comportement des

ondes de surface. Nous avons montré avec l’Exercice 3.4 qu’une profondeur finie h0 affectait la
relation de dispersion entre la fréquence des ondes et leur nombre d’onde. Nous venons de voir
dans la Section 3.2.5 le rôle important joué par les relations de dispersion sur la forme des ondes de
surface. Nous allons étudier dans cette Section comment une faible épaisseur de fluide par rapport
à la dimension de l’onde peut produire un nouveau type d’onde : les ondes solitaires ou solitons.

R Historiquement, l’observation d’une telle onde a été rapportée pour la première fois par John Scott
Russell (1808–1882) en 1834 après qu’il ait suivit à cheval sur plusieurs kilomètres une telle onde
générée par l’arrêt brusque d’une barge :
I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel by a pair
of horses, when the boat suddenly stopped—not so the mass of water in the channel which it had
put in motion ; it accumulated round the prow of the vessel in a state of violent agitation, then
suddenly leaving it behind, rolled forward with great velocity, assuming the form of a large solitary
elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of water, which continued its course along the
channel apparently without change of form or diminution of speed. I followed it on horseback, and
overtook it still rolling on at a rate of some eight or nine miles an hour [13–14 km/h], preserving
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its original figure some thirty feet [9 m] long and a foot to a foot and a half [30–45 cm] in height.
Its height gradually diminished, and after a chase of one or two miles [2–3 km] I lost it in the
windings of the channel. Such, in the month of August 1834, was my first chance interview with
that singular and beautiful phenomenon which I have called the « Wave of Translation ».
Russell étudia ensuite ces ondes chez lui en les produisant dans de grands réservoirs. Il découvrit
plusieurs propriétés remarquables : ces ondes sont stables et peuvent se déplacer sur de longues
distances ; leur vitesse dépend de leur amplitude A et leur longueur L dépend de l’épaisseur h0 de
la couche de fluide ; elles ne fusionnent pas quand elles se rencontrent. Il publia ensuite un long
compte rendu de ses observations en 1844 [65]. Cette observation est à l’origine de la découverte
et de l’étude des ondes solitaires et, un siècle plus tard, des solitons.

Air

Liquide parfait

FIGURE 3.10 – Vagues en eau peu profonde.

Nous allons dériver ci-dessous la fameuse
équation de Korteweg et de Vries qui décrit la
propagation de vagues solitaires. Pour cela, consi-
dérons la situation décrite par la Fig. 3.10. Elle
est essentiellement identique à la situation décrite
par la Fig. 3.3 mais cette fois dans un domaine
de profondeur finie où nous négligerons la tension
superficielle (γ = 0). Le modèle utilisé est celui
donné par les équations (3.20) et (3.23) avec γ = 0 :

∇
2
φ(x,z, t) = 0, pour z ≤ h(x, t), (3.55a)

∂φ

∂ t
+gh+

1
2
|∇φ |2 = 0,

∂φ

∂ z
=

∂h
∂ t

+
∂φ

∂x
∂h
∂x

, pour z = h(x, t), (3.55b)

avec en plus la condition à la paroi vz = ∂φ/∂ z = 0 en z = 0. Nous gardons ici les termes non
linéaires car, comme déjà évoqué dans la sous-Section consacrée à l’instabilité de Benjamin-Feir,
ils sont nécessaires à l’existence d’une onde solitaire qui ne s’étale pas dans le temps.

Le but de ce calcul est d’obtenir une équation n’impliquant que h qui décrira le profil de l’onde.
Pour ce faire, nous allons prendre en compte les spécificités du système puisque ces ondes solitaires
apparaissent dans des conditions précises et ont une morphologie particulière. Comme suggéré
par les observations de Russell, nous considérons donc une vague, et non plus un train de vagues
comme dans les sections précédentes, ayant une grande extension horizontale L le long de l’axe x
par rapport à la profondeur moyenne h0. Le rapport δ = h0/L ≪ 1 sera donc un petit paramètre du
problème. De plus, on supposera également que l’amplitude A de l’onde est faible par rapport à h0.
Le rapport ε = A/h0 ≪ 1 est un second petit paramètre. Nous verrons qu’une relation appropriée
entre ces deux paramètres permet aux non linéarité de contrebalancer les effets de la dispersion
pour produire une onde solitaire stable. De plus, dans ce régime, la relation de dispersion obtenue
lors de la résolution de l’Exercice 3.4 avec γ = 0 nous donne l’échelle de vitesse de l’onde (obtenue
dans le régime linéaire cependant) et donc le temps caractéristique du système :

c = ω/k =
[g

k
tanh(kh0)

]1/2
=
√

gh0, ⇒ T =
L
c
=

L√
gh0

, (3.56)

où on a développé la tangente hyperbolique au premier ordre puisque kh0 ≪ 1 car L ≫ h0.
Avec ces grandeurs caractéristiques du problème, nous pouvons maintenant procéder à l’adi-

mensionnement des équations, qui prend en compte les spécificités du système, en introduisant les
mises à l’échelle suivantes :

x = x̄L, z = z̄ h0, t = t̄ T, h = h0 +AH̄ = h0 (1+ εH̄) , φ =
D2

T
φ̄ −gh0 t, (3.57)
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où on a utilisé les échelles de longueur et de temps pertinentes. L’amplitude h de la vague est
simplement écrite comme une modulation de la hauteur moyenne h0 où ε = A/h0 ≪ 1. Le potentiel
de vitesse est adimensionné à l’aide d’une échelle de longueur D que nous devons également
déterminer (ce sera L, h0 ou A) et où nous avons ajouté une fonction du temps qui ne change pas
le champ de vitesse mais qui simplifie l’équation de Bernoulli. En effectuant ces changements de
variables dans les équations (3.55), on obtient :

δ
2 ∂ 2φ̄

∂ x̄2 +
∂ 2φ̄

∂ z̄2 = 0, pour z̄ ≤ 1+ εH̄, (3.58a)

∂ φ̄

∂ z̄
= 0 pour z̄ = 0, (3.58b)

∂ φ̄

∂ t̄
+ ε

L2

D2 H̄ +
D2

2h2
0

[
δ

2
(

∂ φ̄

∂ x̄

)2

+

(
∂ φ̄

∂ z̄

)2
]
= 0, pour z̄ = 1+ εH̄, (3.58c)

∂ φ̄

∂ z̄
= ε

h2
0

D2
∂ H̄
∂ t̄

+ εδ
2 ∂ φ̄

∂ x̄
∂ H̄
∂ x̄

, pour z̄ = 1+ εH̄, (3.58d)

Le but du calcul est maintenant d’obtenir une équation n’impliquant que H̄. Nous commençons
par résoudre l’équation (3.58a) avec la condition à la paroi (3.58b). Pour ce faire, on écrit φ̄ sous
forme d’un développement en puissance de δ qui est le seul petit paramètre impliqué dans cette
équation :

φ̄ = ϕ̄0 +δ
2

ϕ̄2 +δ
4

ϕ̄4 +O(δ 6)

En remplaçant ce développement dans les équations (3.58a) et (3.58b), on trouve les équations
suivantes pour chaque ordre en δ :

δ
0 :

∂ 2ϕ̄0

∂ z̄2 = 0; δ
2 :

∂ 2ϕ̄2

∂ z̄2 =−∂ 2ϕ̄0

∂ x̄2 ; δ
4 :

∂ 2ϕ̄4

∂ z̄2 =−∂ 2ϕ̄2

∂ x̄2 pour z̄ ≤ 1+ εH̄,

δ
0 :

∂ ϕ̄0

∂ z̄
= 0; δ

2 :
∂ ϕ̄2

∂ z̄
= 0; δ

4 :
∂ ϕ̄4

∂ z̄
= 0 pour z̄ = 0.

Ces équations se résolvent facilement itérativement et on trouve

φ̄(x̄, z̄, t̄) = φ̄0(x̄, t̄)+δ
2
[

φ̄2(x̄, t̄)−
z̄2

2
∂ 2φ̄0(x̄, t̄)

∂ x̄2

]
+δ

4
[

φ̄4(x̄, t̄)−
z̄2

2
∂ 2φ̄2(x̄, t̄)

∂ x̄2 +
z̄4

24
∂ 4φ̄0(x̄, t̄)

∂ x̄4

]
En substituant ce développement pour φ̄ dans les équations (3.58c) et (3.58d), et en se souvenant
que z̄ = 1+ εH̄, on trouve

∂ φ̄0

∂ t̄
+δ

2
[

∂ φ̄2

∂ t̄
− 1

2
∂ 3φ̄0

∂ x̄2∂ t̄

]
+ ε

L2

D2 H̄ +
D2

2h2
0

[
δ

2
(

∂ φ̄0

∂ x̄

)2
]
= 0, (3.59a)

−δ
2(1+ εH̄)

∂ 2φ̄0

∂ x̄2 +δ
4
[
−∂ 2φ̄2

∂ x̄2 +
1
6

∂ 4φ̄0

∂ x̄4

]
= ε

h2
0

D2
∂ H̄
∂ t̄

+ εδ
2 ∂ φ̄0

∂ x̄
∂ H̄
∂ x̄

. (3.59b)

Dans ces deux équations, nous nous sommes limités aux deux premiers ordres non nuls. Dans
l’équation (3.59a), cela correspond à prendre en compte les termes indépendants de δ et ε et le
premier ordre en chaque paramètre, c-à-d δ 2 et ε . Dans l’équation (3.59b), comme il n’y a pas de
termes indépendants de δ et ε , il faut considérer un ordre de plus, c-à-d les termes proportionnels à
δ 2, δ 4, ε , ε2 et εδ 2.

Comme tout développement en perturbation, on doit résoudre les équations (3.59) ordre par
ordre comme nous l’avons fait pour obtenir le développement de φ̄ . Pour commencer, regardons
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le terme d’ordre le plus bas en δ de l’équation (3.59b), c-à-d δ 2∂ 2φ̄0/∂ x̄2. Si ce terme n’est pas
contrebalancé par un autre, cela impose qu’il doit être nul et que φ̄0(x̄, t̄) = f1(t̄)x̄+ f2(t̄), où les
fonctions fi sont arbitraires. Cette solution explose à l’infini et impose f1 = 0. On en déduit que φ̄0
est seulement une fonction du temps ce qui ne permet pas de décrire une onde telle que nous la
cherchons. Leur seul autre terme qui peut contrebalancer celui-là est le premier terme du membre
de droite de l’équation (3.59b). Pour cela, ces deux termes doivent être du même ordre, ce qui
impose

ε =
D2

h2
0

δ
2 ⇒ D = h0 et ε = δ

2. (3.60)

En effet, choisir D = L ou D = A nous donnerait, respectivement, ε ou εδ 2 d’ordre 1 alors que
nous voulons ε ≪ 1 et δ ≪ 1. La cohérence dans le développement en perturbation nous a donc
permit de déterminer l’échelle de longueur inconnue, D, et de trouver le lien existant entre ε et δ .
Grâce à ce résultat, on remarque que le développement effectué pour h, Eq. (3.57), était limité à
l’ordre ε = δ 2 alors qu’il a été nécessaire de développer φ jusqu’à l’ordre δ 4 car il n’y a pas de
terme indépendant dans l’équation (3.59b) et qu’il faut développer jusqu’au deuxième ordre non
nul pour obtenir l’équation pour H̄ que nous cherchons. Pour être cohérent, il est donc nécessaire
de développer h jusqu’à l’ordre δ 4. Ceci est corrigé en écrivant

H̄ = H̄0 +δ
2H̄2 ⇒ h = h0

(
1+δ

2H̄0 +δ
4H̄2
)
, (3.61)

où nous avons utilisé le lien (3.60) entre ε et δ . En utilisant les équations (3.60) et (3.61), nous
pouvons alors réécrire les équations (3.59) comme

∂ φ̄0

∂ t̄
+ H̄0 +δ

2

[
H̄2 +

∂ φ̄2

∂ t̄
− 1

2
∂ 3φ̄0

∂ x̄2∂ t̄
+

1
2

(
∂ φ̄0

∂ x̄

)2
]
= 0, (3.62a)

∂ 2φ̄0

∂ x̄2 +
∂ H̄0

∂ t̄
+δ

2
[

∂ H̄2

∂ t̄
+

∂ 2φ̄2

∂ x̄2 − 1
6

∂ 4φ̄0

∂ x̄4 + H̄0
∂ 2φ̄0

∂ x̄2 +
∂ φ̄0

∂ x̄
∂ H̄0

∂ x̄

]
= 0. (3.62b)

Nous pouvons maintenant résoudre les équations (3.62) ordre par ordre. À l’ordre dominant,
ces équations donnent

∂ φ̄0

∂ t̄
+ H̄0 = 0;

∂ 2φ̄0

∂ x̄2 +
∂ H̄0

∂ t̄
= 0 ⇒ ∂ 2φ̄0

∂ t̄2 − ∂ 2φ̄0

∂ x̄2 = 0. (3.63)

Cette équation décrit bien une onde qui se déplace avec une vitesse unité dans ces variables. Si
on revient aux variables dimensionnées, on trouve simplement que la vitesse est c = L/T =

√
gh0

qui est la vitesse de propagation des ondes de grande longueur par rapport à la profondeur du
fond du canal en régime linéaire. On va donc maintenant se placer dans un référentiel qui se
déplace à cette vitesse en posant ξ = x̄− t̄. Cependant, avec un tel changement de variable, les
équations à l’ordre δ 2 des équations (3.62) ne dépendraient plus explicitement du temps. On
chercherait alors une onde stationnaire dans ce référentiel. Or, d’après Russell, la vitesse d’une telle
onde dépend de son amplitude. Sa vitesse n’est donc pas une constante pour une profondeur h0
donnée. Cependant, nous effectuons ici un calcul faiblement non linéaire où nous cherchons une
correction à la dynamique linéaire. La vitesse réelle de l’onde, v, sera donc une petite correction de
la vitesse linéaire c =

√
gh0, voir Eq. (3.71). Dans le référentiel se déplaçant à la vitesse linéaire c,

la dynamique sera donc très lente puisqu’on se déplace presque à la même vitesse que l’onde. Pour
tenir compte de cette possibilité, on introduit un temps « long », τ̄ , en plus de la variable ξ , pour
décrire une lente dépendance temporelle dans le référentiel se déplaçant à la vitesse c :{

ξ = x̄− t̄
τ̄ = δ 2 t̄

⇒ ∂ f (ξ , τ̄)
∂ x̄

=
∂ f (ξ , τ̄)

∂ξ
et

∂ f (ξ , τ̄)
∂ t̄

=−∂ f (ξ , τ̄)
∂ξ

+δ
2 ∂ f (ξ , τ̄)

∂ τ̄
. (3.64)
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De cette manière, τ̄ varie bien plus lentement que t̄ puisque δ ≪ 1. Le facteur δ 2 introduit par ce
changement d’échelle permettra une modulation temporelle à l’ordre δ 2.

En utilisant le changement de variables, et en se limitant à l’ordre δ 2, les équations (3.62) se
réécrivent finalement comme

− ∂ φ̄0

∂ξ
+ H̄0 +δ

2

[
∂ φ̄0

∂ τ̄
+ H̄2 −

∂ φ̄2

∂ξ
+

1
2

∂ 3φ̄0

∂ξ 3 +
1
2

(
∂ φ̄0

∂ξ

)2
]
= 0, (3.65a)

∂ 2φ̄0

∂ξ 2 − ∂ H̄0

∂ξ
+δ

2
[

∂ H̄0

∂ τ̄
− ∂ H̄2

∂ξ
+

∂ 2φ̄2

∂ξ 2 − 1
6

∂ 4φ̄0

∂ξ 4 + H̄0
∂ 2φ̄0

∂ξ 2 +
∂ φ̄0

∂ξ

∂ H̄0

∂ξ

]
= 0. (3.65b)

À l’ordre dominant, les équations (3.65a) et (3.65b) donnent simplement

H̄0 =
∂ φ̄0

∂ξ
. (3.66)

À l’ordre δ 2, on isole H̄2 de l’équation (3.65a) et on le remplace dans l’équation (3.65b) en utilisant
le lien (3.66) entre H̄0 et φ̄0. On trouve que les termes impliquant φ̄2 se simplifient et il reste

2
∂ H̄0

∂ τ̄
+3H̄0

∂ H̄0

∂ξ
+

1
3

∂ 3H̄0

∂ξ 3 = 0. (3.67)

Nous avons donc obtenu l’équation cherchée qui implique uniquement l’amplitude H̄ de l’onde (ici
la première correction H̄0). On peut encore effectuer des modifications d’échelles mineures pour
mettre cette équation sous sa forme habituellement utilisée :

H̄0 =
2
3

u et τ̄ = 6τ, ⇒ ∂u
∂τ

+6u
∂u
∂ξ

+
∂ 3u
∂ξ 3 = 0. (3.68)

Cette équation admet l’onde solitaire de Russell comme solution. En effet, on montrera avec
l’Exercice 3.7 qu’elle admet des solutions de la forme

u(ξ −aτ) =
a
2

cosh−2

[
a1/2

2
(ξ −aτ)

]
. (3.69)

Il s’agit d’une famille de solutions possibles où l’amplitude est arbitraire et fixe sa vitesse : plus
l’amplitude est élevée, plus vite l’onde se propagera.

Précisons cette dernière remarque en écrivant cette solution sous forme dimensionnelle. En
utilisant les changements de variables (3.57), (3.64) et (3.68) ainsi que la relation (3.60), on obtient

h = h0 +δ
2h0H̄0 = h0 +

aδ 2

3
h0 cosh−2

[
a1/2

2

(
x
L
− t

T
− aδ 2

6
t
T

)]

= h0 +
aδ 2

3
h0 cosh−2

[
a1/2

2L
(x− vt)

]
, avec v = c

(
1+

aδ 2

6

)
,

et où c = L/T =
√

gh0, voir Eq. (3.56). Puisque l’amplitude de l’onde est A = max(h)−h0 et que
le maximum de cosh−2(x) vaut 1, on a

A =
aδ 2

3
h0, ⇒ aδ

2 =
3A
h0

, ⇒ a1/2

2L
=

1
2h0

√
3A
h0

. (3.70)
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FIGURE 3.11 – a. Évolution du profil (3.71) en fonction de A/h0 où ζ = x− vt et comparaison avec des
données expérimentales pour A/h0 = 0.24 [66]. Incrustation : comparaison entre le profil (3.71) et un profil
réel obtenu au laboratoire interdisciplinaire Carnot de Bourgogne. b. Comparaison entre la relation théorique
et des données expérimentales [65, 67] de la vitesse v de l’onde en fonction de A/h0. La droite orange
représente la prédiction théorique (3.71). La courbe hachurée grise montre une légère modification de la
prédiction théorique (3.71) suggérée par Russell. c. Photos d’ondes solitaires en interaction prises sur la
plage de Venice, Los Angeles.

On obtient donc finalement

h = h0 +Acosh−2

[
1

2h0

√
3A
h0

(x− vt)

]
, où v =

√
gh0

(
1+

A
2h0

)
, (3.71)

où A/h0 ≪ 1. La Fig. 3.11(a) montre comment ce profil évolue quand A/h0 varie ainsi qu’une com-
paraison avec des données expérimentales. La Fig. 3.11(b) montre comment la vitesse de l’onde v
évolue avec A/h0. La prédiction théorique (3.71) pour v surestime les données expérimentales pour
les plus grandes valeurs du rapport A/h0. En effet, la théorie décrite ici suppose que ce rapport est
petit. Une correction d’ordre supérieure en (A/h0)

2 permet alors d’améliorer significativement l’ac-
cord entre théorie et expériences [67]. L’expression suggérée par Russell, à savoir v =

√
g(h0 +A)

qui coïncide avec l’expression (3.71) au premier ordre en A/h0, est également indiquée dans cette
figure. On constate que cette expression particulièrement simple permet de bien décrire les données
sur un intervalle plus grand de valeurs de A/h0. Notons aussi que dans ses expériences, Russell a
fait varier les quantités h0 et A dans les intervalles suivants : 0.025 m ≤ h0 ≤ 1.68 m et 0.13 cm
≤ A ≤ 23 cm. La vitesse v de l’onde variait donc de 0.5 m/s à 4.3 m/s. Le théorie est donc testée
sur une large gamme de valeurs des quantités pertinentes du problème.

R C’est la célèbre équation de Korteweg–de Vries, ou simplement « KdV », obtenue en 1895 par
Diederik Johannes Korteweg (1848–1941) et Gustav de Vries (1866–1934) [68]. Notons que cette
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équation avait déjà été obtenue par Joseph Valentin Boussinesq (1842–1929) en 1877 mais son nom
n’a cependant pas été associé à cette équation. John William Strutt (Lord Rayleigh, 1842–1919)
étudia aussi ce problème et son approche eu une grande influence sur le développement mené
par Korteweg et de Vries. Il aura donc fallu attendre plus de 50 ans pour que l’observation de
Russell soit comprise théoriquement. Cette équation n’a cependant pas été beaucoup étudiée par
la suite jusqu’à ce que, en 1965, Martin David Kruskal (1925–2006) et Norman Julius Zabusky
(1929–2018) montrèrent qu’elle admet des solutions contenant plusieurs ondes solitaires qui ne
changent pas de forme après une collision [69]. Ils montrèrent également que l’équation KdV
est la limite continue du problème de Fermi–Pasta–Ulam–Tsingou qui décrit la dynamique de N
oscillateurs non linéaires couplés. C’était la naissance de la théorie des solitons.
L’équation KdV se rapporte à l’interface de deux fluides ; dans notre cas l’eau et l’air. En fait, les
conditions dans lesquelles on peut dériver cette équation sont assez fréquentes. Dans l’atmosphère,
de fortes variations de températures peuvent délimiter des couches d’air chaud et d’air froid. La
différence de densité entre les masses d’air donne ainsi lieux à « deux » fluides avec une interface
nette. De même, de fortes variations de salinité sur de courtes variations de profondeur existent dans
certaines mers. Ici aussi, une interface nette existe et une équation KdV peut être établie. Dans tous
les cas, ces interfaces peuvent former des ondes solitaires, d’amplitude parfois spectaculaire. Pour
aller plus loin dans cette question, le lecteur intéressé pourra consulter les ouvrages suivants [70]
(plutôt axé sur les outils mathématiques utilisés pour décrire les solitons) et [66] (pour nombreux
exemples physiques et illustrations).

Exercice 3.7 Chercher une solution de l’équation de Korteweg–de Vries (3.68) sous la forme
u(ζ ), où ζ = ξ −aτ . Montrer qu’on peut intégrer cette équation successivement pour finalement
obtenir : (du/dζ )2/2 =−u3 +(a/2)u2 +Au+B. Déterminer A et B en fonction des conditions
aux limites et intégrer pour obtenir la solution (3.69). ■

3.3 Écoulements fluides visqueux

Dans la Section 3.2, nous avons considéré le cas où Re ≫ 1 pour lequel la viscosité du fluide
peut être négligée presque partout. Dans cette Section, nous considérons des écoulements visqueux
de fluides incompressible, ∇·v = 0. La viscosité entraine une dissipation de l’énergie mécanique,
Um, comme on peut le voir en intégrant l’équation générale (2.22) sur un volume V (t) et en utilisant
le théorème de transport (2.11) :

dUm

dt
=

d
dt

∫
V (t)

ρ

(
|v|2

2
+Φ

)
dx=

∫
V (t)

∇·(τ ·v) dx−
∫

V (t)
τ : υ dx.

Lorsqu’il n’y a plus de flux d’énergie au bord du système, alors le théorème de Green-Ostrogradski
(A.19) implique que le premier terme du second membre est nul. En utilisant l’expression du
tenseur des contraintes pour un fluide incompressible (2.30), on obtient

dUm

dt
=−2µ

∫
V (t)

υ
2
i j dx, (3.72)

où on a utilisé υii =∇·v = 0. L’intégrant étant strictement positif lorsqu’il y a un écoulement, on
voit donc que l’énergie mécanique décroît au cours du temps. Elle n’est conservée que dans un fluide
au repos. Cette dissipation d’énergie est proportionnelle à la viscosité et résulte des frottements
entre les particules matérielles qui transforme l’énergie mécanique en énergie thermique. Notons
également qu’en éliminant le terme d’advection entre l’identité (3.8) et l’équation de Navier-Stokes
pour un fluide incompressible (2.31), on obtient une correction à l’équation (3.12) contenant un
terme de viscosité :

∂v

∂ t
+ω×v =−∇

(
Φ+β

p
ρ
+

1
2
|v|2
)
+

µ

ρ
∇2v.
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En prenant le rotationnel de cette expression, comme nous l’avons fait pour obtenir l’équation
d’évolution de la vorticité pour un fluide parfait (3.14), on trouve l’équation d’évolution de la
vorticité pour un fluide newtonien incompressible

Dω

Dt
= (ω ·∇)v+ν∇2ω, (3.73)

où ν = µ/ρ est la viscosité cinématique. Il s’agit d’une équation équivalente à l’équation de
Navier-Stokes. On constate qu’à chaque fois, le terme de viscosité joue le rôle d’un terme diffusif.
En particulier, lorsque l’écoulement est plan (ω ·v = 0), cette équation se réduit à ∂ω/∂ t = ν∇2ω
où chaque composante cartésienne de ω se diffusent à la manière d’une température. On remarque
aussi que la vorticité n’est pas créée ou atténuée par les forces de pression, mais uniquement par la
viscosité.

Nous allons ci-dessous étudier quelques écoulements d’un fluide visqueux en nous limitant
à des écoulements où le terme d’advection non linéaire de l’équation de Navier-Stokes peut être
négligé. C’est le cas lorsque l’écoulement est unidirectionnel ou, comme nous l’avons vu, lorsque
l’écoulement est caractérisé par un petit nombre de Reynolds Re ≪ 1.

3.3.1 Écoulements unidirectionnels

L’équation de Navier-Stokes est une équation aux dérivées partielles non linéaire. La non
linéarité provient du terme convectif (v ·∇)v qui encode les variations de vitesse d’une particule
de fluide dues à la non uniformité spatiale du champ de vitesse. L’équation de Navier-Stokes
se simplifie substantiellement lorsque que ce terme s’annule. C’est le cas pour des écoulements
unidirectionnels. En effet, supposons que le champ de vitesse soit parallèle à l’axe x par exemple :
v = (vx,0,0). Les composantes y et z de la vitesse étant nulles, ces mêmes composantes pour le
terme convectif le sont également. La composante x du terme convectif s’écrit alors

(v ·∇)vx = vx
∂vx

∂x
= 0. (3.74)

La dernière égalité provient de la condition d’incompressibilité du fluide qui impose que vx ne
dépend pas de x : ∇·v = ∂vx/∂x = 0. L’équation de Navier-Stokes s’écrit alors composante par
composante

ρ
∂vx

∂ t
= ρ gx −

∂ p
∂x

+µ

(
∂ 2vx

∂y2 +
∂ 2vx

∂ z2

)
, et ρ gy −

∂ p
∂y

= ρ gz −
∂ p
∂ z

= 0. (3.75)

De plus, si g = gzez =−gez, représente l’accélération gravitationnelle, elle est constante dans tout
le volume du fluide. La deuxième de ces équations implique que p ne dépend pas de y. En dérivant
les deux dernières équations par rapport à x, on trouve aussi que ∂ p/∂x ne dépend pas de y et z. De
plus, la première des trois équations (3.75) implique que ∂ p/∂x ne dépend pas non plus de x car vx

n’en dépend pas. Cette quantité ne dépend donc pas des coordonnées spatiales. Dans ces conditions,
où vx = vx(y,z, t) et p = p(x,z, t), l’équation de Navier-Stokes se simplifie encore

ρ
∂vx

∂ t
=−∂ p

∂x
+µ

(
∂ 2vx

∂y2 +
∂ 2vx

∂ z2

)
;

∂ p
∂ z

=−ρ g;
∂ p
∂x

= f (t). (3.76)
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Écoulement de Couette plan

FIGURE 3.12 – Géométrie d’un écoule-
ment de Couette plan.

Nous considérons ici un écoulement que nous avons
rencontré à la Section 2.2.1. Il est obtenu entre deux
plaques parallèles se trouvant à une distance d l’une de
l’autre dans la direction z, voir Fig. 3.12. Une plaque
est maintenue fixe pendant que l’autre se déplace à une
vitesse v suivant l’axe x en maintenant la distance d
constante. On considère que l’écoulement a atteint un
régime stationnaire et donc, compte tenu de la symétrie
du système, v ne dépend que de la variable z. De plus, on
suppose qu’aucun gradient de pression n’est appliqué parallèlement aux plaques : ∂ p/∂x = 0. Dans
cette situation, les équations (3.76) se réduisent à

µ
d2vx

dz2 = 0;
dp
dz

=−ρ g ⇒ vx(z) = v
z
d
, p(z) = pd +ρ g(d − z), (3.77)

où on a appliqué les conditions aux parois pour un fluide newtonien (2.32), vx(0) = 0 et vx(d) = v, et
où pd est la pression au niveau de la plaque supérieure. On retrouve donc la relation (2.23) introduite
à la Section 2.2.1. D’après la relation constitutive (2.30), la contrainte à appliquer pour déplacer la
plaque supérieure à une vitesse v vaut : σ = τxz = 2µυxz = µ∂vx/∂ z = µv/d. On retrouve bien la
relation (2.24). La force par unité de volume résultante le long de x d’origine visqueuse, µ∂ 2vx/∂ z2,
est donc nulle. En effet, une force de frottement réagit à une force « motrice » qui est absente ici
dans le fluide puisqu’il n’y a pas de force de pression n’y de gravité le long de l’axe x.

Écoulement de Poiseuille plan

FIGURE 3.13 – Géométrie d’un écoule-
ment de Poiseuille plan.

Considérons maintenant un écoulement stationnaire
entre deux plaques parallèles se trouvant à une distance
d l’une de l’autre dans la direction z et généré par une
différence de pression appliquée entre les deux extrémi-
tés des plaques, voir Fig. 3.13. Puisque le gradient de
pression est constant le long de x dans un écoulement
unidirectionnel, on a ∂ p/∂x = c ⇒ p(x,z) = cx+ f (z).
Si p(0,d/2) = p1 et p(L,d/2) = p2 avec p1 > p2, alors

p(x,z) =−∆p
L

x+ f (z), f (d/2) = p1, (3.78)

où ∆p = p1 − p2 > 0. Le gradient de pression, ∂ p/∂x =−∆p/L, est donc négatif car la pression
diminue quand x croît. Compte tenu de la symétrie du système et du fait que l’écoulement est
stationnaire, v ne dépend que de la variable z. Dans cette situation, les équations (3.76) se réduisent
à

µ
d2vx

dz2 =−∆p
L

;
∂ p
∂ z

=
d f
dz

=−ρ g ⇒ vx(z) =
∆p

2µL
z(d − z). (3.79)

Comme pour l’écoulement Couette plan, la pesanteur crée simplement un gradient de pression
hydrostatique vertical qui n’influence pas l’écoulement : p(x,z) =−(∆p/L)x+ρg(d/2− z)+ p1.
Le profil de vitesse est donc parabolique et son maximum, vm, se situe dans le plan de symétrie en
z = d/2 :

vm =
d2 ∆p
8µ L

⇒ vx(z) =
4vm

d2 z(d − z). (3.80)
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On peut encore calculer le débit Q, par unité de largeur le long de l’axe y, et la vitesse moyenne
d’écoulement U = Q/d :

Q =
∫ d

0
vx(z)dz =

d3 ∆p
12µ L

, ⇒ ∆p =
12µ LQ

d3 ⇒ U =
d2 ∆p
12µ L

=
2
3

vm. (3.81)

On constate donc que pour un débit donné, la différence de pression appliquée varie linéairement
avec la viscosité et la longueur du canal mais varie comme l’inverse au cube de hauteur du canal.

Écoulement de Poiseuille cylindrique

FIGURE 3.14 – Géométrie d’un écoule-
ment de Poiseuille cylindrique.

Considérons maintenant un écoulement induit par une
différence de pression ∆p = p1 − p2 > 0 appliquée sur
la longueur L d’une tube cylindrique horizontal de rayon
R dans le champ de gravité. La symétrie du problème
suggère de le résoudre en coordonnée cylindrique (r,ϕ,z),
voir Fig 3.14. On considère également que l’écoulement a
atteint un régime stationnaire. Le champ de vitesse n’aura
qu’une composante le long de l’axe z et la symétrie du
système impose que celle-ci ne dépend que de la variable
r. Il convient d’écrire alors l’équation de Navier-Stokes en coordonnées cylindrique, voir Eq. (A.30)
de l’Annexe A.4.2. Sachant que vr = vϕ = 0, vz = vz(r) et g = −gex = g[−cosϕer + sinϕeϕ ],
l’équation de Navier-Stokes se réduit à

∂ p
∂ r

=−ρgcosϕ;
1
r

∂ p
∂ϕ

= ρgsinϕ;
∂ p
∂ z

= µ∇
2vz(r) =

µ

r
d
dr

(
r

dvz

dr

)
. (3.82)

Comme l’accélération gravitationnelle ne varie pas le long de l’axe z, aucun des membres de
droite de ces équations ne dépend de z. En dérivant ces équations par rapport à z, on trouve donc
∂i(∂ p/∂ z) = 0 ∀i. Le gradient de pression le long de z est donc constant et vaut de nouveau −∆p/L.
En utilisant ce résultat et en intégrant les deux premières équations de (3.82), on trouve

1
r

d
dr

(
r

dvz

dr

)
=− ∆p

µ L
; p(r,ϕ,z) =−ρgr cosϕ − ∆p

L
z+ p1, (3.83)

où p1 est la pression dans le fluide en z = r = 0. Comme x = r cosϕ , on a bien un gradient de
pression hydrostatique vertical le long de l’axe x en plus du gradient imposé horizontalement le
long de l’axe z. L’équation pour le champ de vitesse s’intègre facilement :

vz(r) =− ∆p
4µ L

r2 +c1 ln(r)+c2, ⇒ vz(r) = vm

(
1− r2

R2

)
, vm =

∆pR2

4µ L
, (3.84)

où les constantes d’intégration ont été fixées en demandant que le champ de vitesse ne diverge pas
et s’annule à la paroi située en r = R. Il s’agit donc d’un profil parabolique dont le maximum se
trouve le long de l’axe du tube cylindrique en r = 0. Le débit Q dans le tube s’écrit alors

Q =
∫

S
vz(r)dS = 2π

∫ R

0
vz(r)r dr =

πR2

2
vm, ⇒ Q =

π ∆pR4

8µ L
, (3.85)

où S est la section du tube. Cette relation montre que le débit varie comme la puissance quatrième
du rayon d’un tube circulaire (ou le carré de la section). Par conséquent, si un système est composé
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d’un tube de rayon R et une autre de 100 tubes de rayon R/10, de telle manière que la section totale
soit égale à πR2 dans les deux systèmes, le débit dans le premier système sera 100 fois supérieur au
débit du second pour une même différence de pression appliquée.

R La relation (3.85) est connue sous le nom de loi de Poiseuille qui l’établit empiriquement en 1838
et publia les résultats en 1840. Notons qu’elle a été obtenue indépendamment par Gotthilf Heinrich
Ludwig Hagen (1797–1884). Elle est donc également connue sous le nom loi de Hagen–Poiseuille.
Elle a été établie théoriquement par Stokes en 1845.

Finalement, nous pouvons encore calculer la force de frottement sur les parois du tube en
intégrant la contrainte :

F =
∫

S
τ ·ndS, (3.86)

où cette fois S est la surface latérale du tube cylindrique. La normale est donc orientée le long du
vecteur unitaire er et les contraintes agissant sur cette surface sont donc τrr, τrϕ et τrz. En coordon-
nées cylindrique, l’intégrale le long des parois est particulièrement simple puisque cette surface est
décrite par les lignes de coordonnées ϕ et z lorsque r = R. En utilisant relation constitutive (2.30) et
l’expression du tenseur taux de déformation en coordonnées cylindriques donnée en Annexe A.4.2,
la composante Fz dans le sens de l’écoulement vaut :

Fz = R
∫ L

0

∫ 2π

0
τrz|r=R dxdϕ = µR

∫ L

0

∫ 2π

0

∂vz

∂ r

∣∣∣
r=R

dxdϕ =−4πµLvm =−πR2
∆p. (3.87)

3.3.2 Écoulements de Stokes
Nous considérons maintenant un écoulement où le nombre de Reynolds est petit, Re ≪ 1. Ce

régime décrit un écoulement à très faible vitesse ou très visqueux ou encore dans un domaine de
petite taille. On parle alors d’écoulement de Stokes ou d’écoulement rampant [creeping flow]. Dans
cette limite, nous avons montré à la Section 3.1 que l’équation de Navier-Stokes se réduisait à
l’équation de Stokes dont la forme dimensionnelle est

µ∇2v =∇p−ρg, ∇·v = 0. (3.88)

Rappelons que souvent la pression hydrostatique est implicitement contenue dans la définition de p
puisque ρg =∇p0 et le membre de droite peut s’écrire comme ∇ p̄ ≡∇(p− p0). En effet, nous
avons vu à la Section 3.3.1 que lorsque les forces de gravité ne sont pas la cause du mouvement,
elles n’ont aucune influence sur l’écoulement. Nous gardons malgré tout ce terme explicitement
écrit ici.

En utilisant l’identité ∇2v =∇(∇·v)−∇×[∇×v] = −∇×[∇×v], l’équation de Stokes
pour les fluides incompressible peut également s’écrire sous la forme équivalente

−µ ∇×[∇×v] =∇p−ρg, ou encore −µ ∇×ω =∇p−ρg. (3.89)

En prenant le rotationnel des équations (3.88) ou (3.89), et en utilisant ρg =∇p0, on obtient une
troisième forme de l’équation de Stokes qui ne fait pas intervenir la pression

∇×(∇×[∇×v])≡∇×(∇×ω) = 0, ou encore ∇2[∇×v]≡∇2ω = 0. (3.90)

Si le champ de vitesse est spécifié aux bords du domaine, on peut résoudre (3.90) directement
et considérer l’équation (3.88) ou (3.89) comme une équation pour p. À l’inverse, en prenant la
divergence de l’équation (3.88), on obtient ∇2 p = 0. Ainsi, si la pression est donnée aux bords de
l’écoulement étudié, on peut résoudre cette équation de Laplace directement et en déduire v par
l’équation de Stokes (3.88) ou (3.89). Notons aussi que la solution de (3.88) est indéterminée, à un
écoulement uniforme V (t) près.
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Loi de Stokes
Considérons une petite particule sphérique de masse volumique ρp et de rayon R tombant à

vitesse constante V =−V ez dans un fluide visqueux incompressible de masse volumique ρ f et
de viscosité µ , voir Fig. 3.15(a). Ce problème est équivalent à un écoulement avec une vitesse
V =V ez à l’infini autour une sphère immobile placée à l’origine des coordonnées, voir Fig. 3.15(b).
La symétrie du problème suggère d’utiliser les coordonnées sphériques. Les variables v et p ne
dépendent alors pas de l’angle ϕ puisque le système est invariant par rotation autour de l’axe z et
le champ de vitesse n’a pas de composante le long de eϕ . Ce problème classique a été résolu par
Stokes en 1851 dans le régime Re = 2ρ fV R/µ ≪ 1 où l’écoulement est décrit par l’équation de
Stokes (3.88) avec les conditions aux bords :

v =V ez =V cosθ er −V sinθ eθ pour r → ∞; v = 0 pour r = R, (3.91)

où la seconde condition aux bords reflète la nullité du champ de vitesse aux parois. Ce problème
peut être résolu de différentes manières, nous présentons ici une méthode très directe. En utilisant
les expressions du laplacien vectoriel, du gradient et de la divergence en coordonnées sphériques,
voir Annexe A.3.2, et en tenant compte de la symétrie du système, l’équation de Stokes (3.88) et la
conservation de la masse s’écrivent :

∂ p̄
∂ r

= µ

[
∂ 2vr

∂ r2 +
2
r

∂vr

∂ r
+

1
r2

∂ 2vr

∂θ 2 +
cotθ

r2
∂vr

∂θ
− 2vr

r2 − 2
r2

∂vθ

∂θ
− 2cotθ vθ

r2

]
, (3.92a)

1
r

∂ p̄
∂θ

= µ

[
∂ 2vθ

∂ r2 +
2
r

∂vθ

∂ r
+

1
r2

∂ 2vθ

∂θ 2 +
cotθ

r2
∂vθ

∂θ
− vθ

r2 sin2
θ
+

2
r2

∂vr

∂θ

]
, (3.92b)

∂vr

∂ r
+

2vr

r
+

1
r

∂vθ

∂θ
+

vθ cotθ

r
= 0, (3.92c)

où

p̄ = p+ρ f gr cosθ + c, c = cste, (3.93)

puisque ρ fg =−ρ f gez =−ρ f gcosθ er +ρ f gsinθ eθ .
Malgré leur complexité apparente, ces équations (3.92) se résolvent facilement. En effet, la

condition à l’infini pour le champ de vitesse suggère de résoudre le problème à l’aide de la séparation
des variables suivante

vr = B(r)cosθ , vθ =−A(r)sinθ , et p̄ = µC(r)cosθ . (3.94)

Les équations (3.92) se réduisent alors fortement

dC
dr

=
d2B
dr2 +

2
r

dB
dr

− 4
r2 (B−A), (3.95a)

C
r
=

d2A
dr2 +

2
r

dA
dr

+
2
r2 (B−A), (3.95b)

dB
dr

+
2
r
(B−A) = 0, ⇒ A =

r
2

dB
dr

+B, (3.95c)

et doivent être résolues avec les conditions aux bords :

A(R) = B(R) = 0, A(∞) = B(∞) =V. (3.96)

Il suffit maintenant d’utiliser l’expression (3.95c) de A et de la remplacer dans l’équation (3.95b)
pour obtenir une équation pour C

C =
r2

2
d3B
dr3 +3r

d2B
dr2 +2

dB
dr

. (3.97)
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a

b c d

FIGURE 3.15 – a. Petite particule sphérique tombant à vitesse constante dans un fluide visqueux de masse
volumique ρ f et de viscosité µ . b. Problème formulé dans un référentiel où la particule de masse volumique
ρp et de rayon R est immobile et où le champ de vitesse s’annule sur les bords de la sphère et est constant
loin de celle-ci. c. Champ de vitesse v/V et de pression p̄R/(µV ) dans le plan y = 0. d. Comparaison entre
le coefficient de trainée CD mesuré expérimentalement et l’expression théorique (3.110) dérivée de la loi de
Stokes ainsi que la correction d’Oseen (données 1 [71], données 2 [72]).

En substituant cette expression de C et celle de A dans l’équation (3.95a), on obtient une équation
différentielle de type Euler pour B :

r3 d4B
dr4 +8r2 d3B

dr3 +8r
d2B
dr2 −8

dB
dr

= 0. (3.98)

Ce type d’équation se résout facilement en posant B= rk. On trouve alors k(k−2)(k+3)(k+1) = 0
et B est alors une combinaison linéaire de ces quatre puissances possibles. Cela nous conduit alors
à la solution générale

A =− α1

2r3 +
α2

2r
+α3 +2α4 r2, B =

α1

r3 +
α2

r
+α3 +α4 r2, C =

α2

r2 +10α4 r, (3.99)

où les expressions pour A et C sont obtenues en remplaçant la solution pour B dans les équations
(3.95c) et (3.97) et où αi sont les constantes d’intégration qui sont déterminées à l’aide des
conditions aux bords (3.96) :

α1 =
V R3

2
, α2 =−3V R

2
, α3 =V, α4 = 0. (3.100)

Le champ de vitesse et la pression sont alors obtenus en combinant les équations (3.94), (3.99) et
(3.100)

vr(r,θ) =V cosθ

(
1− 3R

2r
+

R3

2r3

)
, vθ (r,θ) =−V sinθ

(
1− 3R

4r
− R3

4r3

)
p̄(r,θ) =−3µ V R

2r2 cosθ (3.101)

À ce stade, le problème est complètement résolu. Le champ de vitesse et de pression dans un
référentiel où la particule est immobile sont représentés dans la Fig. 3.15(c). On constate que la
pression est maximale au « pôle sud » (θ = π) de la sphère et minimal au « pôle nord » (θ = 0) où
elle vaut p̄ =±3µ V/(2R). Pour trouver le champ de vitesse dans un référentiel où la particule se
déplace à la vitesse constante V =−Vez, il suffit de soustraire V au champ de vitesse v donné par
la relation (3.101), c-à-d soustraire V cosθ à la composante selon r et −V sinθ à la composante
selon θ . On vérifie alors qu’en r = R, le champ de vitesse est v =−V cosθer +V sinθeθ =−Vez

qui est bien la vitesse de la particule.
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Nous pouvons maintenant calculer la force qui s’oppose au mouvement de la particule. Il s’agit
de la composante Fz le long de l’axe z des forces dues au fluide qui s’appliquent sur la surface de la
particule. Cette composante par unité de surface, σz, est simplement donnée par la projection le
long de l’axe z des contraintes σ = τ ·n, voir Eq. (1.33), où n= er est la normale à la surface de
la particule sphérique et où τ doit être évalué en r = R. On a donc

σ = τrr er + τrθ eθ + τrϕ eϕ , ⇒ σz = σ ·ez.

Comme le champ de vitesse n’a pas de composante le long de eϕ et ne dépend pas de la variable ϕ ,
on a τrϕ = 0. En utilisant l’expression de ez en termes de er et eθ , voir Eq. (3.91), on obtient

σz = τrr cosθ − τrθ sinθ , ⇒ Fz =
∫

S
σz|r=R dS, (3.102)

où on a rappelé explicitement que les contraintes doivent être évaluées sur la surface de la sphère.
En utilisant les expressions du tenseur des contraintes en coordonnées sphériques (A.37), du champ
de vitesse et du champ de pression (3.101) ainsi que l’équation (3.93), on trouve

τrr|r=R =−p+2µ
∂vr

∂ r
=−p =

3µ V
2R

cosθ +ρ f gRcosθ + c, (3.103a)

τrθ |r=R = µ

(
∂vθ

∂ r
− vθ

r
+

1
r

∂vr

∂θ

)
=−3µ V

2R
sinθ . (3.103b)

L’expression de la composante z de la force exercée par le fluide sur la particule est obtenue en
combinant les équations (3.102) et (3.103)

Fz =
∫ 2π

0
dϕ

∫
π

0
dθR2 sinθ

[(
3µ V
2R

cosθ +ρ f gRcosθ + c
)

cosθ +

(
3µ V
2R

sinθ

)
sinθ

]
= 2πR2

∫
π

0
dθ

[
3µ V
2R

sinθ +ρ f gRcos2
θ sinθ +

c
2

sin2θ

]
. (3.104)

Les intégrales restantes sur θ se calculent facilement :
∫

π

0 sinθ dθ = 2,
∫

π

0 cos2 θ sinθ dθ = 2/3 et∫
π

0 sin2θ dθ = 0. On obtient alors finalement

Fz = FD +FA où FD = 6π µ RV et FA =
4
3

πR3
ρ f g, (3.105)

où FA est la poussée d’Archimède (Archimède de Syracuse, 287–212 AEC) qui est égale au poids
du volume de fluide déplacé et FD est la force de trainée [drag force] qui, étant positive, est orientée
le long de l’axe z et donc opposée à la direction du mouvement de la particule. On peut écrire la loi
de Stokes sous forme vectorielle pour s’affranchir du choix des axes effectué dans cette dérivation :

FD =−6π µ RV , où V est la vitesse de la particule. (3.106)

Application. Grâce aux résultats obtenus ci-dessus, on peut calculer la vitesse terminale d’une
particule en chute libre dans un fluide visqueux. Pour cela, on doit effectuer le bilan des forces le
long de l’axe z, c-à-d le long duquel le mouvement a lieu. On a d’une part le poids de la particule

G=−4
3

πR3
ρpgez =−mpgez. (3.107)
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où ρp est la masse volumique de la particule et mp sa masse et, d’autre part, les forces dues au
fluide : la force de trainée, FD, et la poussée d’Archimède, FA. L’équation du mouvement de la
particule est donc

mp
dV
dt

=G+FD +FA ⇒ mp
dVz

dt
=−4

3
πR3

ρpg−6π µ RVz +
4
3

πR3
ρ f g,

=−mp
∆ρ

ρp
g−6π µ RVz, (3.108)

où les forces ont été projetées sur l’axe z orienté comme sur la Fig. 3.15(b), et où V = Vzez

et ∆ρ = ρp −ρ f . Sans viscosité, la particule se déplacerait en chute libre avec une accélération
constante égale à l’accélération gravitationnelle modulée par la différence de masse volumique
entre la particule et le fluide. La vitesse croît (en module) linéairement avec le temps et la particule
tombe dans le fluide si elle est plus dense que lui, ∆ρ > 0 (Vz < 0), ou y remonte si elle est moins
dense ∆ρ < 0 (Vz > 0). La viscosité du fluide change ce comportement puisque la vitesse atteint
alors une valeur limite constante :

dVz

dt
= 0 ⇒ Vs =

2R2g∆ρ

9µ
, (3.109)

où Vs = |Vz(t → ∞)|. Si ∆ρ > 0, la particule tombe dans le fluide à vitesse constante. Si ∆ρ <
0, la particule remonte dans le fluide à vitesse constante. Par exemple, en utilisant les valeurs
données dans les Tables 2.1 et 2.2, on trouve que la vitesse d’une bille d’acier de 1 mm de rayon
tombant dans du glycérol sera, en module, de Vs = 1 cm/s pour un nombre de Reynolds valant
Re = 2ρ fV R/µ = 0.016.

R Notons que l’expression de la force de trainée obtenue ici n’est strictement valable que lorsque la
vitesse de la particule est constante. Une particule ayant initialement une vitesse nulle verra sa
vitesse varier avant de saturer. Ce régime transitoire n’est donc formellement pas décrit par la loi
de Stokes. Seule l’expression de la vitesse limite l’est. Cependant, le régime transitoire peut être
très court quand le nombre de Reynolds est petit. En effet, l’équation du mouvement (3.108) peut
se réécrire comme

dV̄z

dt̄
=−1−V̄z, où V̄z =

Vz

Vs
; t̄ =

t
τ

; τ =
2ρpR2

9µ
.

Si on résout cette équation avec la condition initiale V̄z(t = 0) = 0, on obtient V̄z(t̄) = e−t̄ −1. La
vitesse limite V̄s =−1 est atteint pour t̄ de l’ordre de quelques unités. Par exemple, pour t̄ = 9/2,
on trouve que V̄z(t̄) =−0.99. Donc, pour t ≳ 9/2τ la vitesse limite est essentiellement atteinte :

Vz(t)≃−Vs, pour t = t∗ ≃
ρpR2

µ
=

3ρ̄
√

Re
2
√

ρ̄ −1

√
R
g
, avec Re =

2ρ fVsR
µ

,

où la viscosité a été éliminée au profit du nombre de Reynolds et où ρ̄ = ρp/ρ f . Si le fluide est un
liquide et la particule un solide, ρ̄ sera typiquement inférieur à la dizaine et pas plus grand qu’une
trentaine. Même si Re = 1, ρ̄ = 30 et R = 1 cm, on trouve t∗ = 0.3 s et si Re = 0.1, ρ̄ = 10 et
R = 1 mm, on trouve t∗ = 0.02 s.

Finalement, on peut encore définir le coefficient de trainée, CD, (noté aussi CX ou CW suivant
les pays) comme le rapport entre la force de trainée et la pression dynamique agissant sur une aire
qui est souvent choisie comme l’aire de la section de l’objet perpendiculaire à l’écoulement. Dans
le cas d’une sphère, cette aire vaut πR2. De plus, pour mesurer ce coefficient de trainée, l’objet est
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maintenu fixe dans un écoulement. La vitesse utilisée pour calculer la pression dynamique est celle
du fluide loin de l’objet, c-à-d ce que nous avons appelé V dans le calcul ci-dessus. On a donc

CD =
FD

ρV 2πR2/2
=

12µ

ρ fV R
=

24
Re

. (3.110)

La variation du coefficient de trainée comme l’inverse du nombre de Reynolds est typique des
écoulements où Re < 1. Pour de grandes valeurs de Re, le coefficient de trainée sature et ne dépend
presque plus de Re mais présente néanmoins une chute brutale pour Re ≃ 3105 (« crise de trainée »).
L’évolution du coefficient CD en fonction du nombre de Reynolds est montré dans la Fig. 3.15(d)
pour une sphère lisse où l’accord entre la relation théorique (3.110) et les données expérimentales
est excellent pour des nombres de Reynolds suffisamment petits [71, 72].

Difficulté posée par les grands domaines : équation d’Oseen
Malgré ses succès pour décrire un grand nombre d’écoulements lents, il existe des écoulements

non modélisables par l’équation de Stokes (3.88). C’est notamment le cas lorsque les conditions
aux bords sont imposées à grande distance, c-à-d dans des domaines de taille au moins égale à
O(L/Re) où L est une dimension caractéristique de l’écoulement. C’est précisément dans ces
conditions que nous avons obtenu la solution (3.101) puisque la vitesse du fluide a été fixée à
l’infini. Effectivement, la solution de Stokes n’est physiquement pas correcte loin de la sphère.
Dans un référentiel où le fluide est fixe à l’infini, et donc où la sphère se déplace avec une vitesse
V =−Vez, le champ de vitesse loin de la sphère (r = r0 ≫ R) vaut

vr(r,θ)≃−3R
2r

V cosθ , vθ (r,θ)≃
3R
4r

V sinθ , ⇒ uc =
1
2

ρ f v2(r)≃ 45
32

ρ fV 2R2

r2 , (3.111)

où uc est l’énergie cinétique du fluide par unité de volume. L’énergie cinétique du fluide, Uc, loin
de la sphère s’obtient en intégrant cette densité d’énergie sur le volume pour r ≥ r0 :

Uc =
∫ 2π

0
dϕ

∫
π

0
dθ sinθ

∫
∞

r0

dr r2 uc(r) =
45π

8

∫
∞

r0

drρ fV 2R2 = ∞. (3.112)

Le champ de vitesse obtenu à partir de l’équation de Stokes (3.88) ne décroît donc pas assez vitesse
avec la distance pour obtenir une énergie cinétique finie.

La raison pour laquelle on obtient une solution non physique loin de la sphère est que les termes
négligés pour obtenir l’équation de Stokes ne sont alors plus négligeable. Dans un référentiel où
la particule se déplace à une vitesse V , le champ de vitesse du fluide n’est pas stationnaire. Si
à l’instant t, le centre de la particule se trouve en O et qu’il se trouve en O′ à l’instant t + dt, la
distance r′ entre O′ et un point M du fluide vaut r′ = O′M = O′M+OM =−V dt+r. La variation
du champ de vitesse du fluide due au mouvement de la sphère pendant un temps dt est donc égale à
∂v/∂ t ≡ v(x−V dt)−v(x) =−(V ·∇)v dt. On arrive donc à l’estimation

ρ f

∣∣∣∣∂v∂ t

∣∣∣∣= ρ f |(V ·∇)v| ≃ ρ fV
∣∣∣∣∂v∂ r

∣∣∣∣≃ ρ fV
(

V R
D

)
1
D

= ρ f
V 2R
D2 ,

où l’ordre de grandeur du champ de vitesse à une distance D de la sphère a été estimé à l’aide de la
relation (3.111). Par contre, le terme de contraintes visqueuses est quant à lui de l’ordre de

µ|∇2v| ≃ η

(
V R
D

)
1

D2 = µ
V R
D3 , ⇒

ρ f |∂tv|
µ|∇2v|

≃
ρ fV D

µ
=

D
2R

Re.

Donc, pour des distances D ≳ R/Re, la variation temporelle du champ de vitesse n’est plus
négligeable par rapport au terme visqueux même si Re ≪ 1.
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Se placer dans un référentiel où la particule est immobile ne résout évidemment pas le problème
puisque, même si le champ de vitesse est maintenant stationnaire, loin de la sphère le terme advectif
(v ·∇)v tend vers (V ·∇)v où V est la vitesse du fluide loin de la sphère. L’ordre de grandeur
de ce terme est (V ·∇)v ≃V |∂rv| ≃V 2R/D2, où on a utilisé l’expression (3.101) du champ de
vitesse. A grande distance D, il n’est donc pas négligeable par rapport au terme visqueux qui lui
décroît comme D−3. C’est pour cette raison qu’Oseen (Carl Wilhelm Oseen, 1879–1944) proposa
en 1910 de palier à ce problème en introduisant un terme correctif à l’équation Stokes

ρ(V ·∇)v = ρg−∇p+µ∇2v. (3.113)

Cette équation est à utiliser lorsque la vitesse du fluide est fixée à l’infini, c-à-d dans notre cas dans
le référentiel où la particule est fixe. Cette équation reste linéaire pour le champ de vitesse et est
donc beaucoup plus simple que l’équation de Navier-Stokes. À ce stade, on pourrait penser qu’on
aurait pu faire ce raisonnement plus tôt et effectuer les calculs avec cette équation au lieu d’utiliser
l’équation de Stokes. Cependant, bien que l’équation d’Oseen conduise à une solution physique
loin de la particule sphérique, elle n’est pas correcte près de celle-ci ! Il est alors nécessaire de
calculer le champ de vitesse près de la sphère avec l’équation de Stokes, comme nous l’avons
fait plus haut, et, ensuite, de calculer le champ de vitesse loin de celle-ci avec l’équation d’Oseen
avant de raccorder les deux solutions avec des techniques de raccordements asymptotiques qui
dépassent le cadre de ce cours. Pour plus d’information sur ces techniques, on pourra consulter le
cours PHYS-F427 ou des ouvrages spécialisés sur le sujet comme [73]. On peut alors montrer que
la force de trainée (3.106) est modifiée et devient

FD =−6π µ RV

[
1+

3
16

Re
]1/2

+O(Re2). (3.114)

On peut maintenant questionner le bienfondé du raisonnement mené dans la Section 3.1 lors
de l’adimensionnement de l’équation de Navier-Stokes. En effet, si on adimensionne l’équation
d’Oseen comme nous l’avons fait à la Section 3.1 pour obtenir l’équation (3.3), c-à-d en utilisant
les relations (3.1) et (3.2), on obtient (en incluant les primes) :

(V ′ ·∇)v′ = g′−∇p′+
1

Re
∇2v′, ⇒ Re(V ′ ·∇)v′ = g′′−∇p′′+∇2v′,

où on a introduit g′′ = Reg′ et p′′ = Re p′, tous deux supposé d’ordre 1. Il s’agit de l’équation de
Stokes adimensionnée (3.5) avec un terme qui devrait, a priori, être négligeable lorsque Re ≪ 1.
On peut donc s’étonner du fait qu’un terme aussi petit que le membre de gauche ci-dessus puissent
jouer un rôle important. À cet égard, l’exemple mathématique suivant est éclairant. Soit l’équation
à résoudre

d2u
dx2 +Re

du
dx

= 0, Re ≪ 1,
du
dx

∣∣∣∣
x=0

= 1, u(∞) =V. (3.115)

La solution peut être écrite exactement : u = V − e−xRe/Re. Si, par contre, on met directement
Re = 0 dans (3.115), alors, on obtient l’approximation u = A+x et on se trouve dans l’impossibilité
de satisfaire la condition u→V à l’infini. Le terme Re(du/dx) est donc indispensable pour résoudre
le problème et c’est une situation analogue à celle que l’on rencontre avec (3.113), lorsque des
conditions sont imposées à l’infini. D’un point de vue technique, cette difficulté se résout par la
considération d’une « couche limite » à l’infini, mais nous n’entrerons pas dans ces détails ici.
Bien que l’équation d’Oseen ait été proposée en 1910, ce n’est qu’à la fin des années 50, avec
l’élaboration des techniques modernes d’analyse asymptotique, que sa validité a été comprise.
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3.3.3 Écoulements quasi-parallèles : Approximation de lubrification
Nous avons vu dans la Section 3.3.1, que lorsque l’écoulement est unidirectionnel, une seule

composante de la vitesse est non nulle. Dans ce cas, le terme non linéaire d’advection (v ·∇)v
de l’équation de Navier-Stokes est nul car le gradient de vitesse est perpendiculaire à la vitesse.
On obtient alors les équations linéaires (3.75) ou (3.76) pour le mouvement du fluide. Dans cette
Section, nous abordons une classe importante d’écoulements se déroulant dans un espace confiné le
long d’une direction spatiale, comme, par exemple lorsqu’un film liquide coule le long d’une paroi,
comme les larmes à la surface des yeux, ou coule entre deux pièces d’outil, ou encore lorsque de
l’air est emprisonné entre une feuille de papier et une table sur laquelle elle glisse. Dans toutes ces
situations, le champ de vitesse est pratiquement parallèle aux parois ce qui simplifie également les
équations.

FIGURE 3.16 – Schéma d’un écoulement de lubrification.

Pour formaliser le fait qu’une dimension
est plus petite que les autres, nous supposons
que les dimensions latérales du système le
long des axes x et y sont d’ordre L et que
dans la direction de confinement, z, les lon-
gueurs sont d’ordre h0. Le rapport d’aspect,
δ = h0/L ≪ 1, est donc le petit paramètre
du problème. On suppose de plus que l’écou-
lement possède une vitesse caractéristique V = |V | dans un plan parallèle aux axes x et y de sorte
que v′x = vx/V et v′y = vy/V soient d’ordre 1, voir Fig. 3.16. La conservation de la masse implique
donc que v′z = vz/(δV ) est aussi d’ordre 1 :

∇·v =
V
L

∂v′x
∂x′

+
V
L

∂v′y
∂y′

+
1
h0

∂vz

∂ z′
= 0 ⇒ vz = δ V v′z, où δ =

h0

L
≪ 1. (3.116)

Cette vitesse caractéristique permet aussi de définir un temps caractéristique tel que t ′ = Vt/L
soit d’ordre 1. On peut donc mettre les variables à l’échelle de la manière suivante où toutes les
quantités primées sont supposées d’ordre 1 :

(x,y,z) = L(x′,y′,δ z′), (vx,vy,vz) =V (v′x,v
′
y,δv′z), p = Pp′, t =

L
V

t ′, (3.117)

où la pression a été mise à l’échelle avec un facteur P qui sera déterminé ci-dessous. En procédant
comme aux Sections 3.1 et 3.2.6, on utilise ces mises à l’échelle pour adimensionner l’équation de
Navier-Stokes :

Dv′x
Dt ′

=
P

ρV 2

(
ρgxL

P
− ∂ p′

∂x′

)
+

δ

Re

(
∂ 2v′x
∂x′2

+
∂ 2v′x
∂y′2

+
1

δ 2
∂ 2v′x
∂ z′2

)
,

Dv′y
Dt ′

=
P

ρV 2

(
ρgyL

P
− ∂ p′

∂y′

)
+

δ

Re

(
∂ 2v′y
∂x′2

+
∂ 2v′y
∂y′2

+
1

δ 2

∂ 2v′y
∂ z′2

)
,

Dv′z
Dt ′

=
P

δ 2ρV 2

(
ρgzh0

P
− ∂ p′

∂ z′

)
+

δ

Re

(
∂ 2v′z
∂x′2

+
∂ 2v′z
∂y′2

+
1

δ 2
∂ 2v′z
∂ z′2

)
,

où le nombre de Reynolds est donné dans ce cas par Re = ρV h0/µ . Puisque δ ≪ 1 et que les
quantités primées sont supposées d’ordre 1, le dernier terme des forces visqueuses, c-à-d ∂ 2v′i/∂ z′2,
est beaucoup plus grand que les deux autres qui peuvent être négligés. Les équations se réduisent
donc à

Dv′x
Dt ′

=
P

ρV 2

(
ρgxL

P
− ∂ p′

∂x′

)
+

1
δ Re

∂ 2v′x
∂ z′2

,
Dv′y
Dt ′

=
P

ρV 2

(
ρgyL

P
− ∂ p′

∂y′

)
+

1
δ Re

∂ 2v′y
∂ z′2

,

Dv′z
Dt ′

=
P

δ 2ρV 2

(
ρgzh0

P
− ∂ p′

∂ z′

)
+

1
δ Re

∂ 2v′z
∂ z′2

.
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À ce stade, si nous voulons simplifier davantage les équations et éliminer les termes inertiels des
membres de gauche, nous devons faire une supposition supplémentaire et demander que le nombre
de Reynolds ne soit pas trop grand. Si

1
δ Re

≫ 1, ⇒ Re ≪ 1
δ
=

L
h0

, (3.118)

alors les membres de gauche des équations sont négligeables par rapport aux derniers termes des
membres de droite et les équations deviennent

∂ 2v′x
∂ z′2

=
δ PRe
ρV 2

(
∂ p′

∂x′
− ρgxL

P

)
,

∂ 2v′y
∂ z′2

=
δ PRe
ρV 2

(
∂ p′

∂y′
−

ρgyL
P

)
,

∂ 2v′z
∂ z′2

=
PRe

δρV 2

(
∂ p′

∂ z′
− ρgzh0

P

)
.

Notons que la condition imposée sur le nombre de Reynolds est beaucoup moins restrictive que
celle imposée pour obtenir l’équation de Stokes en géométrie quelconque, à savoir Re ≪ 1. Le
confinement de l’écoulement permet de négliger les termes non linéaires de l’équation de Navier-
Stokes pour des valeurs de Re significativement plus grandes.

Nous devons maintenant fixer la pression P pour obtenir des équations qui ont un sens. Si on
suppose que P est d’ordre δ n avec n>−1, alors les membres de droite des deux premières équations
sont négligeables face aux membres de gauche et on obtient un champ de vitesse indépendant des
gradients de pression, ce qui n’a pas de sens. Si P est d’ordre δ n avec n < −1, alors ce sont les
membres de gauche qui sont négligeables et le champ de vitesse est indéterminé. On arrive donc à
la conclusion que

P =
ρ V 2

δ Re
=

µV L
h2

0
. (3.119)

L’échelle de pression est donc un facteur 1/δ plus grande que dans le régime non confiné. Les
équations adimensionnées prennent alors leur forme définitives

∂ 2v′x
∂ z′2

=
∂ p′

∂x′
−g′x,

∂ 2v′y
∂ z′2

=
∂ p′

∂y′
−g′y,

∂ p′

∂ z′
= g′z,

∂v′i
∂x′i

= 0 (3.120a)

g′x =
ρgxh2

0
µ V

, g′y =
ρgyh2

0
µ V

, g′z = δ
ρgzh2

0
µ V

, δ =
h0

L
, Re =

ρV h0

µ
≪ 1

δ
. (3.120b)

Suivant les cas, les quantités g′i seront négligeables ou non. Si le mouvement des parois impose la
vitesse V , on peut souvent négliger la gravité et l’échelle de pression est fixée par la relation (3.119).
Par contre, lorsque la gravité est responsable de l’écoulement, au moins un des g′i est d’ordre 1.
L’échelle de vitesse est alors fixée par les relations (3.120b), ce qui fixe l’échelle de pression par la
relation (3.119).

On peut maintenant facilement réécrire les équations (3.120) sous forme dimensionnée en
utilisant les équations (3.117) et (3.119) :

µ
∂ 2vx

∂ z2 =
∂ p
∂x

−ρgx, µ
∂ 2vy

∂ z2 =
∂ p
∂y

−ρgy,
∂ p
∂ z

= ρgz,
∂vi

∂xi
= 0. (3.121)

Ces équations sont applicables si une dimension, h0, de l’écoulement est plus petite que les autres
de dimension L et si le nombre de Reynolds est suffisamment petit et satisfait la condition (3.120b).
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Notons que ces équations sont identiques à celles obtenues pour un écoulement unidirectionnel
stationnaire (3.75), pour lequel vy = vz = 0, lorsque vx ne dépend pas de y et ce, bien que les
hypothèses utilisées pour dériver les équations (3.121) soient différentes.
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Application 1 : deux surfaces en mouvement relatif.
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FIGURE 3.17 – a. Couche de lubrification entre deux
surfaces en mouvement relatif. b. Profil de pression
et champ de vitesse (v/V ) de l’Exercice 3.8 avec λ =
0.7.

Considérons l’écoulement bidimensionnel
décrit dans la Fig. 3.17, où deux parois sont
séparées par un film mince de fluide visqueux
de masse volumique ρ et de viscosité µ . La
paroi inférieure se déplace avec une vitesse
constante V = Vex alors que la paroi supé-
rieure est immobile. On suppose que la distance
moyenne les séparant est petite comparée à leur
longueur le long de l’axe x. À l’aide des équa-
tions (3.121), nous allons calculer le champ de
vitesse et la distribution de pression entre les
deux surfaces. Comme le mouvement est induit
par le mouvement d’une paroi, nous négligeons
la gravité. Tenir compte de la gravité serait aisé.
Dans ce cas, gx = gy = 0 et gz =−g. On trou-
verait alors que la gravité induit simplement
un gradient de pression hydrostatique qui n’in-
fluence pas l’écoulement comme nous l’avons
observé pour les écoulements de Couette et de Poiseuille étudiés à la Section 3.3.1. Les équations
(3.121) à résoudre se réduisent donc à

µ
∂ 2vx

∂ z2 =
∂ p
∂x

,
∂ p
∂ z

= 0,
∂vx

∂x
+

∂vz

∂ z
= 0. (3.122)

La seconde équation nous informe que p= p(x). Dès lors, la première équation s’intègre facilement :

vx(x,z) =
z2

2µ

dp
dx

+ f1(x)z+ f2(x), ⇒ vx(x,z) =
z

2µ

dp
dx

(z−h(x))+V
[

1− z
h(x)

]
, (3.123)

où les fonctions indéterminées, fi, ont été fixées à l’aide des conditions aux bords de non glissement,
c-à-d vx(z = 0) =V et vx(z = h(x)) = 0. Il nous reste maintenant à exploiter la troisième équation
traduisant la conservation locale de la masse. En utilisant l’expression de vx, on obtient

∂vz

∂ z
=−∂vx

∂x
=− z

2µ

d2 p
dx2 (z−h)+

z
2µ

dp
dx

dh
dx

−V
z

h2
dh
dx

. (3.124)

Comme p et h ne dépendent que de x, cette équation s’intègre aisément :

vz(x,z) =− z2

2µ

d2 p
dx2

[
z
3
− h

2

]
+

z2

4µ

dp
dx

dh
dx

−V
z2

2h2
dh
dx

, (3.125)

où la fonction indéterminée issue de l’intégration est nulle puisque vz(z = 0) = 0. La seconde
condition aux bords, vz(z = h) = 0, nous donne une équation pour h = h(x) :

h3

12µ

d2 p
dx2 +

h2

4µ

dp
dx

dh
dx

− V
2

dh
dx

= 0, ⇒ V
dh
dx

=
1

6µ

d
dx

[
h3 dp

dx

]
. (3.126)

Il s’agit de l’équation de Reynolds. Si h(x) est donné ainsi que p aux bords du domaine, on peut
calculer la pression p à l’aide de l’équation (3.126) et, ensuite, le champ de vitesse dans le film via
les équations (3.123) et (3.125).
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Application 2 : étalement d’un film.
a

b

FIGURE 3.18 – a. Schéma tridimensionnel du sys-
tème. b. Vue de coupe dans le plan (x,z).

Considérons à présent l’étalement dû à la
gravité d’un film de fluide visqueux de masse
volumique ρ , de viscosité µ et de tension su-
perficielle γ . Nous simplifions le problème en
nous restreignant à un écoulement bidimension-
nel dans le plan (x,z). On suppose que le film
s’étale sur une paroi parallèle aux axes x et y
avec l’accélération gravitationnelle orientée le
long de l’axe z, voir Fig. 3.18. À l’aide des équa-
tions (3.121), nous allons calculer le champ de
vitesse, la distribution de pression et la forme
de la surface libre du film au cours du temps.
Pour ce faire, nous supposerons donc que la
pente de la surface du fluide en contact avec l’air est faible : ∂h(x, t)/∂x ≪ 1. Dans ces conditions,
les équations à résoudre au sein du fluide sont

µ
∂ 2vx

∂ z2 =
∂ p
∂x

,
∂ p
∂ z

=−ρg,
∂vx

∂x
+

∂vz

∂ z
= 0. (3.127)

Ces équations sont à résoudre avec la condition de non glissement à la paroi en z = 0 : v(z = 0) = 0.
Au niveau de la surface libre, nous avons l’équilibre des contraintes (2.38) entre un fluide newtonien
et un gaz (ou un fluide parfait) ainsi que la condition cinématique (2.40) qui donne la forme de
l’interface :

τnt = 0, patm + τnn = 2Hγ, vz =
∂h
∂ t

+ vx
∂h
∂x

, pour z = h(x, t). (3.128)

Afin de calculer les contraintes, nous devons calculer les vecteurs normal et tangent à l’interface.
Le premier est obtenu à l’aide de la relation (2.36) où Σ = z−h(x, t) :

n=

[
−∂h

∂x
ex +ez

][
1+
(

∂h
∂x

)2
]−1/2

≃ ez, ⇒ t≃ ex, (3.129)

où on a utilisé la condition de faible pente nécessaire à l’application de l’approximation de lubrifica-
tion. On a donc τnt = τxz = µ(∂xvz +∂zvx)≃ µ∂zvx puisque, sur base de l’analyse générale menée
à la Section 3.3.3, ∂xvz ≪ ∂zvx. On a également τnn = τzz =−p+2µ∂zvz ≃−p. Finalement, dans
un écoulement bidimensionnel, courbure étant nulle le long de l’axe y, la courbure moyenne est
donc simplement égale à la courbure de l’interface h(x, t) :

2H(x, t) = κ(x, t) =
∂ 2h
∂x2

[
1+
(

∂h
∂x

)2
]−3/2

≃ ∂ 2h
∂x2 , (3.130)

où on a de nouveau utilisé la condition de faible pente. Notons que comme la normale pointe à
l’opposé du centre de courbure, la courbure moyenne doit être prise négative ; c’est bien le cas ici.
Les conditions aux bords peuvent donc être écrites comme

∂vx

∂ z
= 0, p =−γ

∂ 2h
∂x2 , vz =

∂h
∂ t

+ vx
∂h
∂x

, pour z = h(x, t). (3.131)

Rappelons que, comme nous l’avons fait à la Section 3.2.4, la pression atmosphérique n’est pas
indiquée explicitement, elle est absorbée dans la définition de p (p− patm → p). On mesure donc la
pression par rapport à la pression atmosphérique.
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Nous pouvons maintenant résoudre ce problème. L’intégration de la seconde équation de (3.127)
nous donne le champ de pression

p(x,z, t) =−ρgz+ f1(x, t), ⇒ p(x,z, t) = ρg[h(x, t)− z]− γ
∂ 2h(x, t)

∂x2 , (3.132)

où la fonction arbitraire f1 a été fixée par la condition aux bords (3.131). Comme ∂x p est indépendant
de z, la première équation de (3.127) s’intègre facilement

vx(x,z, t) =
z2

2µ

∂ p
∂x

+ f2(x, t)z+ f3(x, t), ⇒ vx(x,z, t) =
1

2µ

∂ p
∂x

z(z−2h), (3.133)

où les fonctions arbitraires fi ont été fixée en utilisant la condition de non glissement vx(z = 0) = 0
et la condition (3.131) en z = h. Il reste maintenant à utiliser la troisième équation de (3.127) :

∂vz

∂ z
=−∂vx

∂x
=− z

2µ

∂ 2 p
∂x2 (z−2h)+

z
µ

∂ p
∂x

∂h
∂x

. (3.134)

Comme ∂x p et h ne dépendent pas de z, cette équation s’intègre aisément :

vz(x,z, t) =− z2

2µ

∂ 2 p
∂x2

[ z
3
−h
]
+

z2

2µ

∂ p
∂x

∂h
∂x

, (3.135)

où la fonction indéterminée issue de l’intégration est nulle puisque vz(z = 0) = 0. L’équation
donnant l’évolution de l’interface fluide-gaz, est obtenue en utilisant la condition cinématique
(3.131), l’expression (3.133) de vx et l’expression (3.135) de vz évaluées en z = h :

∂h
∂ t

= vz|z=h − vx|z=h
∂h
∂x

=
h3

3µ

∂ 2 p
∂x2 +

h2

µ

∂ p
∂x

∂h
∂x

=
1

3µ

∂

∂x

[
h3 ∂ p

∂x

]
.

En utilisant l’expression (3.132), on obtient finalement l’équation d’évolution de l’interface :

∂h
∂ t

=
ρg
3µ

∂

∂x

[
h3
(

∂h
∂x

− γ

ρg
∂ 3h
∂x3

)]
. (3.136)

Il s’agit d’une équation aux dérivées partielles impliquant une dérivée spatiale d’ordre 4 et une
dérivée temporelle du premier ordre. Il faut donc se donner la forme initiale du film, h(x,0), et
4 conditions aux bords. La hauteur du film sera nulle au bord du domaine et l’angle que fait sa
tangente au point de contact avec la paroi sera donné par l’angle de contact θc. On aura donc 4
conditions aux bords. Cependant, la complexité provient du fait que le bord du domaine varie dans
le temps puisque l’étalement doit se faire à volume constant. Dans un modèle bidimensionnel, ça
revient à demander que l’aire A du film soit constant. Cette équation doit donc être résolue avec la
contrainte

A =
∫ L(t)

0
h(x, t) dx = cste, ∀t, (3.137)

où la position d’un point de contact avec la paroi est fixé à l’origine des coordonnées et l’autre,
situé en x = L(t) est libre de se déplacer pour conserver l’aire. On peut évidemment tirer avantage
de la symétrie du problème et placer l’axe z au centre du film le long de l’axe de symétrie. Dans ce
cas, on impose h(L(t)/2, t) = 0, ∂xh(x, t)|x=L(t)/2 =− tanθc, ∂xh(x, t)|x=0 = 0 et ∂ 3

x h(x, t)|x=0 = 0,
les deux dernières conditions prenant en compte la symétrie de réflexion par rapport à x = 0.
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d
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FIGURE 3.19 – a. Évolution des profils stationnaires H = h/(ℓc tanθc) (3.141) en fonction de A =
A/(ℓ2

c tanθc) et où la largeur L/ℓc du film est fixé par la conservation de l’aire (3.142). b. Vue de coupe de
gouttes d’eau de différentes tailles [74]. c. Largeur du film L/ℓc en fonction de l’aire réduite A. d. Hauteur
réduite du film H0 = h0/(ℓc tanθc) en fonction de l’aire réduite A.

Dans l’équation (3.136), on reconnait la longueur capillaire (3.27) qui donne l’échelle de
longueur sous laquelle les forces capillaires dominent les forces gravitationnelles. Cette équation
peut aisément s’adimensionner en utilisant la longueur capillaire comme échelle de longueur et
µ/(ρgℓc) comme échelle de temps

∂ h̄
∂ t̄

=
1
3

∂

∂ x̄

[
h̄3
(

∂ h̄
∂ x̄

− ∂ 3h̄
∂ x̄3

)]
, h̄ =

h
ℓc
, x̄ =

x
ℓc
, t̄ =

t
T
, T =

µ
√

ρgγ
. (3.138)

Cette échelle de temps T montre la compétition entre les effets visqueux qui ralentissent la
dynamique, et augmente donc son temps caractéristique, et les forces capillaires et gravitationnelles
qui, étant les moteurs de l’étalement, accélèrent la dynamique en réduisant T .

Comme le problème dynamique d’étalement (3.138) doit être couplé à la contrainte de conser-
vation de volume (3.137) et sa résolution est donc assez complexe. Nous pouvons cependant trouver
la forme de la solution stationnaire analytiquement. Pour les temps longs, la forme du film tend
vers une forme stationnaire qui est donc solution de l’équation

1
3

d
dx̄

[
h̄3
(

dh̄
dx̄

− d3h̄
dx̄3

)]
= 0, ⇒ h̄3

(
dh̄
dx̄

− d3h̄
dx̄3

)
= cste. (3.139)

Si on suppose que le profil du film est symétrique et que l’on place l’origine des coordonnées sur
l’axe de symétrie, on a dh̄/dx̄ = d3h̄/dx̄3 = 0 en x̄ = 0. Donc la constante d’intégration est nulle.
Il nous reste donc à résoudre

dh̄
dx̄

=
d3h̄
dx̄3 , avec

dh
dx̄

∣∣∣
x̄=0

= 0, h̄(L̄/2) = 0,
dh
dx̄

∣∣∣
x̄=L̄/2

=− tanθc. (3.140)

La solution générale de cette équation est h̄(x̄) = c1 ex̄+c2 e−x̄+c3 et l’application des 3 conditions
aux bords permet de fixer toutes les constantes d’intégration et d’obtenir la forme du film aux temps
longs :

h̄(x̄) =
tanθc

sinh(L̄/2)

[
cosh

(
L̄
2

)
− cosh x̄

]
, x̄ ∈ [−L̄/2, L̄/2]. (3.141)

À ce stade, la largeur du film, L̄, est indéterminée et est fixée en calculant l’aire Ā du film qui est
supposé connue :

Ā =
∫ L̄

2

− L̄
2

h̄(x̄) dx̄ = 2
[

L̄
2

coth
(

L̄
2

)
−1
]

tanθc. (3.142)
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Cette contrainte, qui détermine L̄ en fonction de l’aire du film et de l’angle de contact, ne peut pas
se résoudre exactement mais la solution s’obtient aisément numériquement. La forme finale du
film dépend de ses dimensions. Si L̄ = L/ℓc ≲ 1, les forces capillaires dominent et le film prend la
forme d’une chaînette inversée. Si L̄ = L/ℓc ≳ 1, les forces de gravité dominent et le film prend la
forme d’une « crêpe ». L’évolution de la forme du film en fonction de l’aire Ā/ tanθc est montrée
dans la Fig. 3.19(a). On constate que si on définit une hauteur réduite H = h̄/ tanθc et une aire
réduite A= Ā/ tanθc, on obtient des profils universels.

On peut quand même obtenir des informations analytiques sur la forme du film en calculant son
élévation maximale, h̄(0) = h̄0, dans deux régimes asymptotiques, c-à-d lorsque Ā ≪ 1 et Ā ≫ 1 :

H0 ≃
√

3A
8

, L̄ ≃
√

6A, pour A≪ 1, (3.143a)

H0 ≃ 1, L̄ ≃A, pour A≫ 1, (3.143b)

où H0 = h̄0/ tanθc et A= Ā/ tanθc. Pour obtenir ces comportements nous avons utilisé : xcothx ≃
1+ x2/3 pour x ≪ 1 ; xcothx ≃ x pour x ≫ 1 ; coshx ≃ 1+ x2/2 pour x ≪ 1. Ces comportements
asymptotiques sont comparés dans la Fig. (3.19)(c) et (d) aux évolutions exactes obtenues à partir
de solutions numériques des équations (3.141) et (3.142). On constate que la largeur du film L̄
augmente logiquement dans les deux régimes lorsque l’aire du film augmente mais à des rythmes
différents ; elle augmente plus rapidement quand les forces de gravité dominent. Par contre, la
hauteur du film augmente en régime capillaire mais atteint une valeur limite quand les forces de
gravité domine. Notons quand dans les deux cas on a bien entendu H0L̄ ∼A.

Exercice 3.8 Résoudre l’équation de Reynolds (3.126) pour h(x)/h0 = 1− λx/L avec les
conditions aux bord p = p0 pour x = 0 et x/L = 1. Montrer que la pression p dans le film et que
la charge totale Q supportée par la face h(x) sont données par les relations

p = p0 +
µ LV

h2
0

6λ x̄(1− x̄)

(2−λ )(1−λ x̄)2 , Q =
µ V L2

h2
0

6
λ 2

(
ln
[

1
1−λ

]
− 2λ

2−λ

)
où x̄ = x/L. ■

Exercice 3.9 On peut modéliser un glacier comme un fluide très visqueux de masse volumique
ρ et de viscosité µ coulant sous son propre poids. Comme le fluide est très visqueux, l’échelle
de temps associée aux déformations est très grande. Par contre, l’apport de matière par les chutes
de neige se produit sur des temps beaucoup plus courts. On peut donc modéliser l’accumulation
de neige à la surface du glacier par un flux de matière constant q qui détermine la masse
de neige tombée par unité de temps et de surface ([q] = [kg][m]−2[s]−1). Lors des bulletins
météorologiques, on parle souvent de hauteur de neige accumulée par unité de temps, q̄ ([q̄] =
[m][s]−1). Relier ces deux quantités en supposant que la hauteur de neige est uniforme par unité
de surface et montrer que l’évolution spatio-temporelle de la surface libre du glacier est alors
donnée par l’équation

∂h
∂ t

=
ρg
3µ

∂

∂x

(
h3

3
∂h
∂x

)
+ q̄,

où la différence de densité entre la neige et la glace est négligée. ■
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Dans ce chapitre, nous allons considérer les déformations de corps élastiques minces, c-à-d
ayant au moins une dimension beaucoup plus petite que les autres comme les tiges (poutres) et les
plaques (feuilles ou films), résultantes de l’application de forces extérieures. Nous nous limiterons
cependant à des déformations simples telles que la forme du corps puisse être décrite dans un plan.
Nous montrerons que cette simplification permet néanmoins de décrire beaucoup de systèmes dont
la physique est intéressante.

4.1 Tige et plaque : théorie linéaire

Avant d’obtenir l’équation décrivant le champ de déplacement d’une tige soumise à des forces,
nous rappelons le cas d’une corde sous tension.

4.1.1 Corde : équation linéaire

FIGURE 4.1 – Bilan des forces pour
une corde en tension.

Une corde est une tige dont on néglige la réponse à une
compression ou un cisaillement. Dans cette idéalisation, une
corde peut être courbée sans que cela coûte de l’énergie. Une
tige peut être assimilée à une corde lorsqu’elle est soumise à une
tension importante. La résistance de la tige à une déformation
transverse par rapport à son axe sera essentiellement due à
la tension et non à sa résistance à la flexion. Cela revient à
considérer une tige avec un module de Young nul. Une corde
est donc nécessairement sous tension.

On considère une corde soumise à une tension T = |T |
([T ] = [N]) et dont l’axe est situé le long de l’axe x, voir Fig. 4.1.
On suppose que le déplacement est purement normal à son axe :
u= uzez. On perturbe ensuite la position d’équilibre de la corde
et on souhaite connaitre l’équation décrivant son mouvement, c-à-d l’équation d’évolution de uz.
Pour ce faire, on procède de la manière habituelle en considérant un petit élément de corde situé
entre x et x+ dx, et dont la longueur d’arc varie entre s et s+ ds, sur lequel on applique la seconde
loi de Newton. Notons que pour ne pas alourdir les notations, on n’indiquera pas explicitement
la dépendance temporelle des variables mais on a bien entendu, par exemple, uz = uz(x, t). La
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projection des forces agissant sur l’élément de corde le long des axes x et z donne

dFx =−T (s)cosθ(s)+T (s+ ds)cosθ(s+ ds), (4.1a)

dFz =−T (s)sinθ(s)+T (s+ ds)sinθ(s+ ds). (4.1b)

En développant au premier ordre en ds, on obtient

dFx =
∂T (s)

∂ s
cosθ(s) ds−T (s)sinθ(s)

∂θ(s)
∂ s

ds =
∂

∂ s
[T (s)cosθ(s)] ds (4.2a)

dFz = T (s)cosθ(s)
dθ(s)

ds
ds+

∂T (s)
∂ s

sinθ(s) ds =
∂

∂ s
[T (s)sinθ(s)] ds. (4.2b)

En imposant qu’il n’y ait pas de mouvement le long de l’axe x (dFx = 0), on obtient que la
composante de la tension le long de cette axes ne varie pas dans l’espace : T (s)cosθ(s) = T (t). La
seconde loi de Newton le long de l’axe z s’écrit alors

ρ dx
∂ 2uz

∂ t2 = dFz =
∂

∂ s
[T (s)sinθ(s)] ds = T cosθ

∂ tanθ(s)
∂ s

ds = T cosθ
∂ tanθ(x)

∂x
dx, (4.3)

où dm = ρ dx est la masse de l’élément de corde et ρ est la masse linéique de la corde supposée
uniforme le long de la corde ([ρ] = [kg][m]−1). Notons que l’élément de corde, initialement de
longueur dx, s’allonge légèrement pour permettre à la corde de se déplacer transversalement si celle-
ci est maintenue aux bords (ce qui est nécessaire pour lui appliquer une tension). Cela conduit à
une légère modification de la densité car la masse est conservée : dm = ρ dx = ρ ′ ds = ρ ′ dx/cosθ ,
puisque le lien entre la longueur d’arc, ds, et dx est simplement dx= ds(1+(∂xuz)

2)−1/2 = cosθ ds.
On en déduit que ρ ′ = cosθ ρ . Cet allongement de la corde modifie la tension dans celle-ci. Si le
matériau est hookéen, la tension est donnée par

T (s) = T0 +ES0

(
ds− dx

dx

)
= T0 +ES0

(
1

cosθ(s)
−1
)
, (4.4)

où T0 et S0 sont les tension et section de la corde dans sa position d’équilibre uz = 0. Si l’amplitude
du mouvement transverse est petite comparée à la longueur de la corde, c-à-d ∂xuz ≪ 1 et donc
cosθ ≃ 1, on a T (s)≃ T0.

À ce stade, il ne reste plus qu’à exprimer la dérivée de tanθ en fonction du champ de dé-
placement, uz, pour obtenir l’équation recherchée. Pour cela, on note simplement que tanθ(x) =
∂uz(x)/∂x. En remplaçant dans l’équation (4.3), on obtient, pour des petites amplitudes transverses,
l’équation d’onde bien connue

∂ 2uz(x, t)
∂ t2 = v2 ∂ 2uz(x, t)

∂x2 , où v =

√
T0

ρ
. (4.5)

Pour résoudre cette équation, il faut se donner les position et vitesse initiales de la corde, uz(x,0) et
∂tuz(x,0), ainsi que deux conditions aux bords

R Le lecteur intéressé pourra consulter l’article [75] pour la version non linéaire de l’équation (4.5).
La relation v2 = T0/ρ semble avoir été remarquée par Vincenzo Galilei (1520–1591), le père de
Galilée (1564–1642) avant d’être précisée par Marin Mersenne (1588–1648) en 1637. L’équation
(4.5) a été présentée par Jean Le Rond d’Alembert (1717–1783) en 1747 devant l’Académie Royale
des Sciences de Berlin.
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Notons aussi que si une force par unité de longueur f = f (x, t)ez est appliquée transversalement
à la corde, son poids f =−ρgez par exemple, elle s’ajoute simplement au bilan des forces le long
de l’axe z et l’équation devient

ρ
∂ 2uz(x, t)

∂ t2 = T0
∂ 2uz(x, t)

∂x2 + f (x, t). (4.6)

L’argument se généralise à deux dimensions pour une membrane (une plaque dont on néglige le
module élastique) et conduit à

ρ
∂ 2uz(x,y, t)

∂ t2 = Tx
∂ 2uz(x,y, t)

∂x2 +Ty
∂ 2uz(x,y, t)

∂y2 + f (x,y, t).

Ici, bien sûr, ρ est la masse surfacique ([ρ] = [kg][m]−2), la tension est une force par unité de
longueur ([T ] = [N][m]−1) et la force transverse est une force par unité de surface ([ f ] = [N][m]−2).
Enfin, dans le cas où Tx ̸= Ty, on est toujours libre de redéfinir Tx = T0 et y =

√
Ty/T y′, ce qui

donne, en définitive,

ρ
∂ 2uz(x,y, t)

∂ t2 = T0∇
2uz(x,y, t)+ f (x,y, t),

où ∇2uz ≈ κx +κy est la courbure moyenne.

4.1.2 Tige : équation linéaire

FIGURE 4.2 – Bilan des forces sur un élé-
ment d’une tige.

Contrairement à une corde, une tige oppose une ré-
sistance à une compression, une flexion ou une force de
cisaillement (force tranchante). Tout élément de forme
élancée peut se modéliser en première approximation
comme une tige : os, brin d’herbe, cheveux, câbles, etc.
Pour obtenir l’équation donnant la forme d’une tige su-
jette à des forces, nous devons maintenant tenir compte
de sa réponse élastique contrairement à une corde. Nous
verrons plus loin que lorsqu’une tige est courbée, un
couple de force, M , et une force de cisaillement, N ,
apparaissent. Pour le moment, nous supposons leur exis-
tence en chaque section transverse ; nous dériverons leur
expression dans la Section 4.1.3. La Fig. 4.2 montre que
le bilan des forces (4.1) effectués pour la corde doit être
modifié et prendre en compte les forces de cisaillement :

dFx =−T (s)cosθ(s)+T (s+ ds)cosθ(s+ ds)+N(s)sinθ(s)−N(s+ ds)sinθ(s+ ds),

dFz =−T (s)sinθ(s)+T (s+ ds)sinθ(s+ ds)−N(s)cosθ(s)+N(s+ ds)cosθ(s+ ds).

En développant au premier ordre en ds, on obtient

dFx =

[
∂T (s)

∂ s
cosθ(s)−T (s)sinθ(s)

dθ(s)
ds

−N(s)cosθ(s)
dθ

ds
− ∂N(s)

∂ s
sinθ(s)

]
ds,

=
∂

∂ s
[T (s)cosθ(s)−N(s)sinθ(s)] ds, (4.7a)

dFz =

[
T (s)cosθ(s)

dθ(s)
ds

+
∂T (s)

∂ s
sinθ(s)−N(s)sinθ(s)

dθ

ds
+

∂N(s)
∂ s

cosθ(s)
]

ds,

=
∂

∂ s
[T (s)sinθ(s)+N(s)cosθ(s)] ds. (4.7b)
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En imposant qu’il n’y ait pas de mouvement le long de l’axe x (dFx = 0), on obtient pour des petits
déplacements transverses (θ ≪ 1 et ds ≃ dx)

0 =
∂

∂ s
[T (s)cosθ(s)−N(s)sinθ(s)]ds ≃ ∂T (x)

∂x
dx ⇒ T ≃ T0, (4.8a)

ρ dx
∂ 2uz

∂ t2 =
∂

∂ s
[T (s)sinθ(s)+N(s)cosθ(s)]ds ≃ T0

∂ sinθ(x)
∂x

dx+
∂N(x)

∂x
dx, (4.8b)

= T0
∂ 2uz

∂x2 dx+
∂N
∂x

dx, (4.8c)

où on a utilisé sinθ ≃ tanθ . Un couple et des forces de cisaillement peuvent donner lieu à une
accélération angulaire. Si on demande que celle-ci soit nulle pour qu’il n’y ait qu’un mouvement
transversal, la somme des moments calculés par rapport au point s doit être nulle, voir Fig. 4.2. En
notant M = Mey et N = |N |, on obtient

−M(s)+M(s+ ds)−N(s+ ds)ds = 0, ⇒ ∂M(s)
∂ s

= N(s), (4.9)

où on a développé au premier ordre en ds. Notons que le moments dû à la tension, T , est d’un ordre
supérieur puisque M(T ) = T (s+ ds)sin(θ(s+ ds)−θ(s))ds ∼ ds2, ainsi que le moment induit
par une éventuelle force par unité de longueur, f , puisque M(f) ∼ ( f (s)ds)ds. En remplaçant la
relation (4.9) dans l’équation (4.8c), on obtient

ρ
∂ 2uz(x, t)

∂ t2 = T0
∂ 2uz(x, t)

∂x2 +
∂ 2M(x, t)

∂x2 + f (x, t), (4.10)

où nous avons ajouté la contribution éventuelle d’une force par unité de longueur transversale.
À ce stade, il est nécessaire de connaître la relation entre le couple M et le champ de déplacement

uz pour obtenir l’équation recherchée. Nous montrerons à la Section 4.1.3 que

M =−B
∂ 2uz

∂x2 , ⇒ N =−B
∂ 3uz

∂x3 , (4.11)

où nous avons utilisé l’équation (4.9). Cette relation implique la proportionnalité entre le couple
appliqué et la courbure de la tige. La quantité B ∼ E est le module de flexion de la tige [bending
stiffness], où E est le module de Young de la tige. L’équation recherchée s’obtient en remplaçant
l’équation (4.11) dans la relation (4.10) s’écrit alors

ρ
∂ 2uz(x, t)

∂ t2 = T0
∂ 2uz(x, t)

∂x2 −B
∂ 4uz(x, t)

∂x4 + f (x, t). (4.12)

Cette équation généralise l’équation (4.5) obtenue pour une corde en incorporant la réponse élastique
de la tige via son module de flexion B qui est proportionnel au module de Young. Comme cette
équation est du quatrième ordre en x, on doit imposer quatre conditions aux bords. Les cas de figure
les plus courants sont :

Support simple [hinged/pinned ] : uz = u0, ∂ 2
x uz = 0.

Encastrement [clamped ] : uz = u0, ∂xuz = 0.
Extrémité libre [free] : ∂ 2

x uz = ∂ 3
x uz = 0, si T = 0 ou ∂ 2

x uz = 0 et T ∂xuz −B∂ 3
x uz = 0, si T ̸= 0.
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Chaque type de conditions aux bords est à imposer à une des deux extrémités de la tige. On peut
ainsi avoir diverses combinaisons, comme par exemple, une tige avec une extrémité encastrée et
l’autre libre. Ces conditions aux bords seront obtenues à la Section 4.1.5 lorsque nous effectuerons
la variation de l’énergie d’une tige, voir Eq. (4.34).

R Bien que l’équation (4.12) soit linéaire en uz, il faut être conscient du fait que le terme T0∂ 2
x uz fait

intervenir le produit d’une contrainte et d’une déformation. La contrainte étant proportionnelle
à la déformation, il s’agit donc d’un terme non linéaire du point de vue de l’élasticité. Malgré
sa plausibilité, il est par conséquent impossible à déduire de l’élasticité linéaire. Nous verrons
également que ce terme peut s’obtenir en imposant une contrainte non linéaire d’inextensibilité de
la tige. La relation (4.11), par contre, peut être établie à partir de l’élasticité linéaire, ce que nous
faisons ci-dessous.

4.1.3 Moment et courbure
Tiges

sections droites
a

b

c

d

Traction Compression

FIGURE 4.3 – a. Tige dans sa configuration
initiale. b. Élément infinitésimal de la tige.
c. Tige déformée. d. Élément infinitésimal
de la tige déformée.

Pour obtenir la relation entre le moment de flexion
M et la courbure de la tige, on considère un petit élé-
ment dont la longueur d’arc varie entre s et s+ ds0, voir
Fig. 4.3(a-b). Après un déplacement transverse, on peut
supposer que la courbure, κ = 1/R, de ce petit élément
est constante et égale à la courbure locale en s. Pour des
déplacements de faible amplitude par rapport à la lon-
gueur de la tige, on peut supposer que les sections droites
restent perpendiculaires à la courbe moyenne. Il existe
alors une ligne dans le plan (x,z) dont la longueur n’a
pas varié suite à la déformation. C’est ce qu’on appelle
l’axe neutre (ou fibre neutre) qui passe par le barycentre,
G, de chaque section droite : G = [

∫
Sx dS]/S. De part

et d’autre de cette ligne, la tige est en compression ou en
traction, voir Fig. 4.3(c-d). La longueur de l’axe neutre
vaut ds0 = R dα et la longueur des autres fibres valent
ds= (R+z) dα où l’origine de l’axe z est placée sur l’axe
neutre et l’axe x le long de l’axe neutre avant déformation.
Si la section de la tige dans le plan (y,z) est symétrique
par rapport au plan z = 0, alors z varie entre −h/2 et
h/2 où h est l’épaisseur de la tige dans le plan (x,z). La
variation relative de longueur d’une fibre se situant à une distance z de l’axe neutre vaut alors au
point s

εxx(s) = lim
ds0→0

ds− ds0

ds0
= lim

dα→0

(R+ z) dα −R dα

R dα
=

z
R
=−zκ(s), (4.13)

où le signe négatif provient du fait que la courbure de la tige est négative, κ(s)< 0. Lorsque z > 0,
on a bien εxx > 0 et les fibres sont étirées. Notons que si la courbure de la tige était de signe opposé,
la relation (4.13) resterait inchangée puisque la courbure serait positive et les fibres serait alors
comprimés lorsque z > 0 où εxx < 0. On voit donc que la déformation dépend de la courbure locale
de la tige et vaut au plus h/(2R) ce qui signifie qu’une tige suffisamment mince peut effectuer
un grand déplacement sans que cela n’engendre de variations de longueurs significatives. C’est
pourquoi, plus loin, nous assimilerons une tige à une ligne élastique inextensible représentant l’axe
neutre.
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Pour décrire la déformation d’une tige, on suppose de plus que τxx est la seule contrainte non
nulle. Nous avons vu à la Section 2.3.2 que pour une telle contrainte uniaxiale, on avait la relation
suivante : τxx = Eεxx, où E est le module de Young. Nous verrons que cette hypothèse est différente
pour une plaque. Ce champ de contrainte produit un moment de force sur chaque section transverse
le long de la tige qui dépend du champ de déplacement local. Pour une fibre en traction situées
au-dessus de l’axe neutre, la force et le moment pour une surface infinitésimale dS d’une section
transverse du plan (y,z), voir Fig. 4.3(a), sont

dF (s) = τxx(s)dSex, ⇒ dM(s) = (zez)× (τxx(s)dSex) =−E κ(s)z2 dSey, (4.14)

où on a utilisé le lien entre la contrainte et la déformation ainsi que la relation (4.13). Pour les
fibres en compression situées sous l’axe neutre, on a la même relation car ex →−ex pour la force,
puisqu’elle est compressive, et ez →−ez pour le bras de levier puisqu’il pointe vers le bas. Le
moment total, M = Mey, s’obtient en intégration sur la section :

M(s) =−Bκ(s), où B = EI et I =
∫

S
z2 dS. (4.15)

Pour des déplacements de petite amplitude, la courbure est reliée au champ de déplacement par
la relation κ = ∂ 2

x uz et on retrouve donc la relation (4.11). La quantité I est le moment d’inertie
géométrique (ou moment quadratique) et est une caractéristique purement géométrique de la section
de la tige. Pour calculer cette quantité, il faut se souvenir que z se mesure par rapport au barycentre
de la section S. Dès lors, plus la matière est loin de l’axe neutre où z = 0, plus elle contribue à I.
Cette information est particulièrement utile pour optimiser la résistance d’une poutre. Supposons
que la tige ait une section rectangulaire avec une épaisseur h dans la direction z et une épaisseur W
dans la direction y. Dans ce cas, le module de flexion vaut B = Eh3W/12. On voit donc que, pour
un matériau donné, une réduction de son épaisseur h par un facteur deux réduit sa résistance à la
flexion d’un facteur huit.

On peut facilement calculer la forme de la tige résultant d’une contrainte uniaxiale τxx lorsque
son rayon de courbure R est constant. En effet, nous avons montré à la Section 2.3.2 que, pour une
telle contrainte, le tenseur de déformation était complètement connu lorsque εxx était connu. Dans
le cas présent, nous avons donc

εxx = z/R, εyy = εzz =−νz/R, εxy = εxz = εyz = 0, (4.16)

Le champ de déplacement correspondant se calcule en résolvant les équations différentielles
obtenues à l’aide de la définition (1.20) du tenseur de déformation

ux =
zx
R
, uy =−νzy

R
, uz =− x2

2R
+

νy2

2R
− νz2

2R
. (4.17)

Ce champ de déplacement permet de calculer la forme de la tige après déformation et montre que
les hypothèses effectuées sont respectées.
Plan (x,z) :
Tout d’abord, on voit que l’axe neutre, situé en y = z = 0, se déforme selon z = 0+uz =−x2/(2R),
c-à-d avec une courbure κ =−1/R (pour des amplitudes transverses faibles). De plus, les points de
la tige situés initialement dans un plan x = x0, c-à-d les points d’une section droite, se trouve après
déformation en x = x0 +ux = x0 + zx0/R, ou encore

z = R
(

x− x0

x0

)
. (4.18)

Donc, une section droite reste plane mais elle est inclinée avec une pente p1 = R/x0. Vu l’équation
de l’axe neutre après déformation, z =−x2/(2R), sa tangente en x = x0 à pour pente p2 =−x0/R
et est donc perpendiculaire à la section droite après déformation puisque p1 p2 =−1.
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Plan (y,z) :

FIGURE 4.4 – Portion de tige avant et
après déformation et exemple de surface
anti-clastique.

On peut également calculer la forme de la section après
déformation. Commençons par regarder la déformation
des faces situées en y = ±W/2. Les points de celles-ci
se trouveront après déformation en y =±(W/2)+uy =
±(W/2)(1−νz/R), ou encore

z =
R
ν

(
1∓ 2y

W

)
. (4.19)

Ces faces restent donc droites mais inclinés avec une
pente ∓2R/(νW ). Elles ne sont donc plus parallèles et
ce d’autant que le rayon de courbure diminue. On peut
ensuite regarder la déformation des faces situées en z =
±h/2. Les points de celles-ci, dans le plan x = x0, se
trouveront après déformation en z=±h/2+uz, ou encore

z =±h
2
− 1

2R

[
x2

0 +ν

(
h2

4
− y2

)]
. (4.20)

Ces faces sont incurvées et prennent la forme de paraboles avec une courbure κ = ν/R, c-à-d
opposée à la courbure de l’axe neutre. La tige adopte donc une forme qui ressemble à une selle de
cheval. On dit de cette surface déformée qu’elle est anti-clastique, voir Fig. 4.4. Ce phénomène
est dû à la contraction de Poisson puisque la forme de la section n’est pas altérée si ν = 0. Cette
propriété est également importante pour distinguer mécaniquement une tige/poutre d’une plaque.

Plaques
Considérons maintenant une plaque positionnée comme sur la Fig. 4.3(a). Contrairement à une

tige, on aura cette fois avec W ≫ h. Lorsque la plaque est courbée dans le plan (x,z), comme dans
la Fig. 4.3(d) ou la Fig. 4.4, l’expression de la déformation (4.13) reste inchangée :

εxx =−zκ =−z
∂ 2uz

∂x2 . (4.21)

Par contre, on suppose ici qu’une telle courbure ne produit pas de déplacement le long de l’axe
y, uy = 0, et que les champs de déplacement ux et uz ne dépendent pas non plus de y. Dans ces
conditions, on a

εyy =
∂uy

∂y
= 0, εxy =

1
2

(
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x

)
= 0, εyz =

1
2

(
∂uy

∂ z
+

∂uz

∂y

)
= 0. (4.22)

De plus, comme la plaque est supposée très fine (h très petit par rapport aux 2 autres dimensions
de la plaque), les forces appliquées sur sa surface pour la courber légèrement seront très faibles ;
bien plus faibles que les contraintes internes qui seront proportionnelles à E. Par exemple, si on
courbe une feuille de papier de longueur L le long de l’axe x de telle manière qu’un de ses bords se
trouve surélevé d’une distance d le long de z. Le rayon de courbure moyen de la feuille vaut alors
R = L2/d et l’allongement maximal sera alors de l’ordre de ε ∼ h/R = hd/L2. Le stress maximal
sera donc de l’ordre τ ∼ Ehd/L2. Pour une feuille de papier, E ∼ 10 GPa et h ∼ 100 µm. Si on
prend L =W = 10 cm et d = L/10, on trouve alors τ ∼ 1 MPa ; bien supérieur à la force nécessaire
pour réaliser cette déformation. On suppose donc que σ = τ ·n≃ 0 avec n≃ ez puisque la plaque
est faiblement courbée. En utilisant la relation (2.52), on trouve

τzz =
E

(1+ν)

[
εzz +

ν

(1−2ν)
(εxx + εzz)

]
= 0, τxz ∼ εxz = 0, τyz ∼ εyz = 0. (4.23)
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En combinant les relations (4.21)-(4.23) avec la relation constitutive (2.52), on trouve finalement

εxx =−z
∂ 2uz

∂x2 , εzz =− ν

(1−ν)
εxx, εyy = εxy = εxz = εyz = 0, (4.24a)

τxx =
E

(1−ν2)
εxx, τyy = ντxx, τzz = τxy = τxz = τyz = 0. (4.24b)

On constate donc qu’une contrainte,

τyy = ντxx =− Eν

(1−ν2)
z
∂ 2uz

∂x2 , (4.25)

se développe le long de l’axe y et perpendiculairement aux faces d’épaisseur h parallèles au plan
(x,z). Lorsque z> 0, et comme ∂ 2

x uz < 0, la contrainte est positive et est donc dirigée vers la normale
extérieure des deux faces d’épaisseur h. Cette portion de la plaque subit donc une contrainte de
tension le long de y. Cela provient du fait que cette même portion est étirée le long de l’axe x et,
par effet Poisson, la plaque voudrait se contracter le long de y comme le fait une tige, voir Fig. 4.4.
Comme aucun déplacement n’est autorisé, un stress en tension se développe. Dans le cas d’une
tige, le déplacement le long de y permet de relâcher ce stress. De manière similaire, lorsque z < 0,
la contrainte est négative et cette portion de la plaque subit donc une contrainte de compression le
long de y puisque cette même portion est comprimée le long de x. Cette contrainte τyy empêche
donc le développement de la courbure anti-clastique observée pour une tige et qui ne se développe
essentiellement pas dans une plaque. On peut en effet calculer facilement le champ de déplacement
lorsque le rayon de courbure de plaque est constant à partir des équations (4.24a),

ux =
zx
R
, uy = 0, uz =− ν

(1−ν)

z2

2R
− x2

2R
. (4.26)

On peut alors analyser ce champ comme nous l’avons fait pour une tige et constater que la forme
de la section transverse de la plaque, dans le plan (y,z), n’est pas altérée par la déformation.

En utilisant les relations (4.14) et (4.15), on voit que la relation entre le moment et la courbure
est légèrement modifiée et inclus le coefficient de Poisson. Pour une plaque de section rectangulaire
ayant une épaisseur h dans le plan de courbure et une largeur W dans la direction perpendiculaire à
ce plan (voir Fig. 4.3(a) avec W ≫ h), on a

M(s) =−DWκ(s), où D =
Eh3

12(1−ν2)
. (4.27)

Le module de flexion de plaque, D ([D] = [N][m]), n’inclut généralement pas la largeur W puisqu’il
y a une symétrie dans cette direction. On décrit donc généralement une plaque à l’aide d’une section
dans le plan de courbure et les quantités sont alors définies par unité de longueur le long de W . Le
module de flexion d’une tige et d’une plaque n’ont donc pas les mêmes unités. Pour une tige de
section rectangulaire, on aurait B = Eh3W/12. Notons que le module de flexion d’une plaque est
souvent noté B, c’est pourquoi pour une tige on écrit souvent EI au lieu de B.

L’équation donnant la forme de l’axe neutre d’une plaque courbée dans un plan s’obtient alors
en substituant l’expression du moment (4.27) dans la relation (4.10) et en divisant par W :

ρ
∂ 2uz(x, t)

∂ t2 = T0
∂ 2uz(x, t)

∂x2 −D
∂ 4uz(x, t)

∂x4 + f (x, t). (4.28)

Nous utilisons les mêmes notations pour les grandeurs physiques mais leurs unités sont différentes
de celles des quantités apparaissant dans l’équation (4.12) puisqu’elles ont été divisées par W .
Ainsi, les unités sont : [ρ] = [kg][m]−2, [T0] = [N][m]−1 et [ f ] = [N][m]−2.
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4.1.4 Force et modules variables
Les équations (4.12) et (4.28) ont été obtenue en supposant que la force T0 et les modules de

flexion B et D étaient constants le long du corps élastique. Ces équations se généralisent facilement
au cas où ces quantités varient le long de la tige/plaque. Pour cela, il suffit de repartir des équations
(4.8b) et (4.10) et ne plus supposer que T0, B ou D sont constants. On obtient alors pour une tige

ρ
∂ 2uz(x, t)

∂ t2 =
∂

∂x

(
T (x)

∂uz(x, t)
∂x

)
− ∂ 2

∂x2

(
B(x)

∂ 2uz(x, t)
∂x2

)
+ f (x, t). (4.29)

On obtient formellement la même équation pour une plaque en remplaçant B par D et en se
souvenant que les quantités physiques sont alors mesurées par unité de longueur le long de la
direction perpendiculaire au plan de courbure. Les variations de B et D peuvent provenir d’un
module de Young non uniforme ou d’une section variable le long de x. Nous aurions évidemment
pu obtenir cette équation directement au lieu des équations (4.12) et (4.28). Nous avons cependant
préféré procéder par étape.

Exercice 4.1 Calculez le moment d’inertie I des sections de tige dessinées ci-dessous.

a b c d

Solutions : a. I = Wh3/12 ; b. I = [ab3 + 2bc3]/12 ; c. I = [ba3 + c((a+ 2b)3 − a3)]/12 ; d.
I = π(b4 −a4)/4. ■

4.1.5 Énergie : tige et plaque

FIGURE 4.5 – Tige avant et après déformation.

Lorsque le tenseur de déformation est connu, on
peut facilement calculer l’énergie élastique du système
à l’aide de la relation (2.59). La densité d’énergie
élastique, W = τi jεi j/2, pour une tige, Wt , et pour
une plaque, Wp, courbées dans un plan valent donc

Wt =
E
2

ε
2
xx, Wp =

E
2(1−ν2)

ε
2
xx. (4.30)

Vu la similitude des relations associées aux tiges et
aux plaques, nous considérons par la suite le cas d’une
tige. Les résultats s’appliquant à une plaque en seront
déduits aisément. À l’équilibre, la variation de l’énergie du système permet de retrouver l’équation
(4.29) décrivant la forme de l’axe neutre d’une tige (ou d’une plaque). Pour cela, on considère
une tige de petite section qu’on assimile à son axe neutre qui est inextensible. Cela signifie que sa
longueur initiale L ne varie pas lors d’une déformation :

L =
∫ L−∆

0

√
1+
[

duz

dx

]2

dx ⇒ ∆ ≃ 1
2

∫ L

0

[
duz

dx

]2

dx, (4.31)
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où on a supposé que l’amplitude du déplacement est faible comparée à la longueur L de la tige :
dxuz ≪ 1 et ∆/L ≪ 1. Notons que puisque nous sommes à l’équilibre, uz ne dépend pas du temps
et les dérivées partielles peuvent être remplacée par des dérivées ordinaires. En prenant en compte
la condition d’inextensibilité et l’expression (4.13) de εxx pour les petites déformations, l’énergie,
U , du système s’écrit

U =
∫

V

E(x)
2

ε
2
xx dx+

∫ L

0
λ (x)

[
1
2

(
duz

dx

)2

− ∆

L

]
dx−

∫ L

0
f (x)uz(x) dx,

=
∫ L

0

E(x)
2

(
d2uz

dx2

)2

dx
∫

S(x)
z2 dS︸ ︷︷ ︸

I(x)

+
∫ L

0
λ (x)

[
1
2

(
duz

dx

)2

− ∆

L

]
dx−

∫ L

0
f (x)uz(x) dx,

=
∫ L

0

{
B(x)

2

(
d2uz

dx2

)2

+λ (x)

[
1
2

(
duz

dx

)2

− ∆

L

]
− f (x)uz(x)

}
dx, (4.32)

où nous avons supposé que le module de Young et la section de la tige pouvait varier le long
de celle-ci (B(x) = E(x)I(x), voir Eq. (4.15)). Le dernier terme de cette dernière expression est
le travail d’une éventuelle force transversale par unité de longueur, f(x) = f (x)ez, et λ est un
multiplicateur de Lagrange, que nous supposons également pouvoir dépendre de x, prenant en
compte l’inextensibilité. L’interprétation physique de λ est assez simple puisque la variation de
l’énergie par rapport au déplacement ∆ doit être égal à (moins) la force de tension T (ou de
compression si elle est négative) :

∂U
∂∆

≡−T =−λ . (4.33)

Dès lors, en omettant le terme constant dans l’expression de l’énergie (4.32), puisque l’énergie
est définie à une constante près, on constate que le terme proportionnel à λ = T n’est rien d’autre
que le travail de la tension T . Nous aurions donc pu l’introduire directement comme nous l’avons
fait pour f mais il est intéressant de voir le lien avec la condition d’inextensibilité. Par conséquent,
U est en fait une action où l’intégrant est le lagrangien avec l’énergie élastique comme « énergie
cinétique » et le travail des forces T et f comme « énergie potentielle ». Notons qu’en mécanique
du point matériel, l’action d’un système dynamique est définie comme une intégrale sur le temps.
Nous avons donc ici une analogie formelle où x joue le rôle du temps.

Nous pouvons maintenant effectuer la variation de cette énergie (principe de moindre action) en
remplaçant uz par uz +δuz et en développant au premier ordre en δuz, on aura donc U →U +δU
avec

δU =
∫ L

0

{
B(x)

d2uz

dx2
d2δuz

dx2 +T (x)
duz

dx
dδuz

dx
− f (x)δuz(x)

}
dx,

où nous avons utilisé la relation (4.33). En intégrant par partie, on trouve

δU =

[
B(x)

d2uz

dx2
dδuz

dx

]L

0
+

[(
T (x)

duz

dx
− d

dx

(
B(x)

d2uz

dx2

))
δuz

]L

0

+
∫ L

0

{
d2

dx2

(
B(x)

d2uz

dx2

)
− d

dx

(
T (x)

duz

dx

)
− f (x)

}
δuz dx. (4.34)

L’énergie sera donc minimale si δU = 0. Comme cela doit être vrai pour tout δuz(x), on obtient

d2

dx2

(
B(x)

d2uz

dx2

)
− d

dx

(
T (x)

duz

dx

)
= f (x), (4.35)
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ce qui est bien l’équation (4.29) à l’équilibre. L’équation pour une plaque s’obtient simplement en
remplaçant B par D, voir Eq. (4.27), et en se souvenant que T et f sont alors des force par unité de
longueur et de surface respectivement. Pour que la variation de l’énergie soit nulle, il faut encore
que les termes de bords soient nuls. Cela nous donne donc les conditions aux bords à imposer.

— Si la tige est encastrée à une extrémité, x = 0 ou x = L, uz et dxuz sont fixés en ce point et
donc δuz et dxδuz sont nuls. Les termes aux bords sont donc tous nuls.

— Si une extrémité de la tige repose sur un support simple alors seul uz est fixe, et donc δuz est
nul. Dans ce cas, d2

xuz doit aussi être nul en ce bord.
— Si l’extrémité est libre, il n’y a aucune condition imposée à δuz et dxδuz, et il faut alors que

d2
xuz et T (x)dxuz − dx[B(x)d2

xuz] soient nuls en ce point.
Notons qu’il existe encore d’autres possibilités comme, par exemple, une tige encastrée dans un
support mobile perpendiculairement à l’axe de la tige. Dans ce cas, seul dxuz est fixé et donc dxδuz

est nul. Il faut alors que T (x)dxuz − dx[B(x)d2
xuz] soit nul.

Avec l’équation (4.35), on peut calculer la forme d’une tige soumise à des forces pour de faibles
déformations comme illustré avec les Exercices 4.2 et 4.3. On peut également étudier la stabilité
d’une tige lorsqu’elle subit une compression le long de son axe. Pour une compression modérée,
la tige reste dans sa position initiale et est simplement comprimée. Au-delà d’un seuil critique, le
système devient instable et ne peut plus supporter la charge sans défléchir. C’est ce qu’on appelle
une instabilité élastique ou un flambage. La théorie linéaire développée ici permet de calculer cette
charge critique et déterminer la limite de stabilité du système comme illustré dans la sous-section
suivante.

Exercice 4.2 Soit une tige de longueur L homogène et de
section uniforme encastrée à une distance ℓ < L du bord
d’une table, avec un poids F qui pend à l’autre extrémité.
En négligeant le poids propre de la tige, justifier et résoudre
le modèle suivant :

d4w(x)
dx4 =

R
EI

δ (x− ℓ), w(0) = w′(0) = w(ℓ) = w′′(L) = w′′′(L)−F/EI = 0.

Calculer la position xh du point le plus élevé de la tige ainsi que la hauteur h de ce point. Pour F
et L donnés, calculer la valeur de ℓ pour laquelle h est maximale. ■

Exercice 4.3 Soit une tige de longueur L homogène et de
section uniforme se déformant sous son propre poids et
placée symétriquement sur deux supports simples distants
de ℓ < L. Établissez le modèle suivant :

EI
d4w(x)

dx4 = Rδ (x− ℓ/2)−ρg, w′(0) = w′′′(0) = w(ℓ/2) = w′′(L/2) = w′′′(L/2) = 0.

Discuter la forme de la solution en fonction de ℓ pour une longueur de tige L donnée. ■

4.1.6 Applications : instabilité élastique
Illustration sur un cas simple

Le comportement d’une tige sujette à une force compressive longitudinale est l’exemple le plus
simple illustrant le phénomène important d’instabilité élastique découvert par Euler en 1744. En
effet, considérons une tige homogène de longueur L, de section uniforme et de masse négligeable
comprimée par une force constante T =−P le long de son axe avec un couple nul aux bords. Soit
w = uz, le champ de déplacement dans la direction transverse.
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FIGURE 4.6 – a. Illustration de la stabilité
d’une colonne soumise à une force compres-
sive. b. Représentation de différents mode de
flambage : deux extrémités simplement suppor-
tées (SS-SS), deux extrémités encastrées (E-E)
et une extrémité encastrée et l’autre libre (E-L).

L’équation (4.35) devient

B
d4w
dx4 +P

d2w
dx2 = 0. (4.36)

Quelques soient les conditions aux bords (support
simple, encastrement ou extrémité libre) qui implique
que w ou ses dérivées sont nulles aux extrémités, cette
équation admet toujours w = 0 comme solution. Cette
solution triviale décrit une tige qui reste droite sous
l’action de la force de compression. Cependant, cette
solution est un équilibre stable seulement si la force
de compression P est inférieure à une valeur critique
Pc.

Pour P < Pc, la tige reste droite et cette configu-
ration est stable par rapport à une petite perturbation,
voir Fig. 4.6(a). En d’autres mots, dans une telle confi-
guration, si une petite force transverse est appliquée
en plus de la force de compression, la tige se cour-
bera légèrement mais retournera à sa position initiale
lorsque cette force transverse n’est plus appliquée. Par
contre, si P>Pc, la configuration où la tige reste droite
est un équilibre instable. Une courbure infinitésimale,
induite par exemple par une petite force transverse,
suffit à détruire l’équilibre et conduit à l’apparition
d’une grande courbure de la tige. Le comportement
de la tige après qu’elle cesse d’être stable doit donc
être décrit par les équations non-linéaires décrivant
les grandes déformations (voir Section 4.2).

Cependant, la valeur Pc de la force de compres-
sion critique peut s’obtenir à partir des équations li-
néaires valables pour les petites déformations. En ef-
fet, lorsque P = Pc, la tige droite est en équilibre neutre. Il doit donc exister une autre solution,
en plus de w = 0, où la tige est légèrement courbée mais toujours en équilibre. Dès lors, la valeur
critique Pc est la valeur de P pour laquelle l’équation (4.36) admet une solution non-nulle. Cette
solution donne également la nature de la déformation de la tige immédiatement après qu’elle cesse
d’être stable comme illustré dans la Fig. 4.6(b) pour différentes conditions aux bords.

Considérons le cas où la tige est simplement supportée (hinged/pinned) telle que pour x = 0 et
x = L on ait w = d2w/dx2 = 0. En posant d2w/dx2 = w̄, l’équation (4.36) devient

B
d2w̄
dx2 +Pw̄ = 0,

dont la solution générale est w̄(x) ≡ d2w/dx2 = c̃sin(kx)+ d̃ cos(kx) où k =
√

P/B est supposé
non-nul. En intégrant deux fois, on trouve la solution générale de l’équation (4.36) :

w(x) = a+bx+ csin(kx)+d cos(kx), k =
(

P
B

)1/2

. (4.37)

Les conditions aux bords conduisent à :

w(0) = 0 = a+d, w′′(0) = 0 =−dk2

w(L) = 0 = a+bL+ csin(kL)+d cos(kL), w′′(L) = 0 =−ck2 sin(kL)−dk2 cos(kL).
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Les conditions aux bords en x = 0 conduisent à a = d = 0. Les conditions en x = L conduisent
alors à b =−csin(kL)/L et ck2 sin(kL) = 0. Choisir c = 0, implique b = 0 et on trouve la solution
décrivant une tige non défléchie. Il existe cependant une autre possibilité : b = 0 et sin(kL) = 0.
Cette solution n’est possible que pour des valeurs particulières de k : k∗ = nπ/L avec n ∈ N>0
(n = 0 conduirait à la solution triviale). En utilisant la définition de k, la condition k = k∗ conduit à
P = n2π2B/L2. La force de compression critique est la plus faible valeur de P pour laquelle une
solution non-nulle existe, c’est-à-dire n = 1. On trouve donc finalement

w(x) = Asin(πx/L), et Pc = π
2B/L2, (4.38)

où l’amplitude A est indéterminé. La forme de cette solution est montrée sans la Fig. 4.6(b) ainsi
que celles obtenues pour d’autres conditions aux bords, voir Exercices 4.4 et 4.5.

Pour déterminer l’amplitude du déplacement, un ingrédient non-linéaire est nécessaire. Lorsque
la force appliquée P est contrôlée, il faut alors utiliser l’équation non-linéaire d’une tige, voir
Section 4.2. Lorsque le déplacement ∆ est contrôlé, on peut utiliser la condition d’inextensibilité
(4.31) avec la solution (4.38) pour relier l’amplitude A au déplacement ∆ et connaitre la forme de la
tige déformée :

δ ≡ ∆

L
≃ 1

2L

∫ L

0

[
dw
dx

]2

dx =
[

Aπ

2L

]2

⇒ A =±2L
π

δ
1/2, (4.39)

où δ est le déplacement relatif (ou compression relative). Notons qu’on ne peut pas connaitre
l’évolution de la force avec δ dans le cadre d’une théorie linéaire ; elle reste égale à Pc.

On peut encore analyser l’émergence de l’instabilité en termes de minimisation de l’énergie
du système. Lorsque la tige n’est pas défléchie, elle est en compression uniaxiale pure avec
εxx = ∆/L = δ constant le long de la tige et τxx = Eεxx. Lorsque la tige est défléchie, on a également
τxx = Eεxx mais avec εxx donné par la relation (4.13). L’énergie de compression, UC, lorsque la tige
n’est pas défléchie, et l’énergie de courbure UB, lorsqu’elle l’est, s’écrivent

UC =
1
2

∫
V

τxxεxx dx=
ESL

2
δ

2, UB =
1
2

∫
V

τxxεxx dx=
B
2

∫ L

0

(
d2w
dx2

)2

dx =
π2B

L
δ , (4.40)
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FIGURE 4.7 – Évolution des énergies de
compression ŪC et de courbure ŪB adimen-
sionnées en fonction du déplacement relatif
normalisé δ̄ .

où S est l’aire de sa section et L sa longueur et où on a
utilisé l’expression (4.38) du déplacement et son ampli-
tude (4.39). Pour un tige de section circulaire, S = π R2

et B = EI = E πR4/4, on a alors

UC

EL3 =
π

2

[
R
L

]2

δ
2,

UB

EL3 =
π3

4

[
R
L

]4

δ . (4.41)

On constate donc que, pour toutes valeurs de R et L, si
δ est suffisamment petit l’énergie de compression sera
toujours plus faible que l’énergie de courbure, UC <UB.
Défléchir la tige coûte donc plus d’énergie que la mainte-
nir droite. Par contre, au-delà d’une valeur critique pour
le déplacement relatif, la situation s’inverse et l’éner-
gie de courbure est plus faible que l’énergie de com-
pression, UB < UC. Défléchir la tige coûte alors moins
d’énergie que la maintenir droite. Ce déplacement relatif
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critique est obtenu lorsque les deux énergies sont égales,
UC(δc) =UB(δc) :

δc =
π2

2

[
R
L

]2

, ⇒ ŪC = δ̄
2, ŪB = δ̄ , où δ̄ =

δ

δc
, Ū =

8
π5

U L3

ER6 . (4.42)

Il est intéressant de constater que ce déplacement relatif critique, δc, est purement géométrique et
ne dépend pas du matériau. Pour un tige de diamètre D = 2R = 1 mm et de longueur L = 1 m, on
trouve que le flambage survient après un déplacement de (∆)c = δc L ≃ 1.2 µm. L’évolution des
expressions adimensionnées des énergies, Ū , en fonction du déplacement relatif normalisé, δ̄ peut
alors être porté en graphique pour obtenir le diagramme de phase montré dans la Fig. 4.7.

R Nous avons ici simplement considéré deux configurations distinctes (une tige comprimée uni-
axialement et une tige courbée inextensible) et leurs énergies respectives afin d’estimer à quel
moment survient la transition. Si une tige peut être comprimée uniaxialement, elle n’est donc
pas inextensible et, lorsqu’elle flambera, une partie de la compression sera toujours présente et la
transition n’est pas aussi brutale que décrite schématiquement ici.

Exercice 4.4 Déterminer la valeur critique Pc de la force de compression nécessaire pour faire
flamber une tige dont les deux extrémités sont encastrées.
Solution : w(x) = A[1− cos(2πx/L)]/2, Pc = 4π2B/L2. ■

Exercice 4.5 Déterminer la valeur critique Pc de la force de compression nécessaire pour faire
flamber une tige dont une extrémité est encastrée et l’autre libre.
Solution : w(x) = A[1− cos(πx/(2L))], Pc = π2B/(4L2). ■

Relation hauteur-diamètre des arbres
La hauteur des arbres peut varier de quelques mètres, pour les arbustes, à une centaine de mètres

pour les grands arbres comme le séquoia, voir Fig. 4.8(a). Le plus grand arbre vivant actuellement,
et que nous connaissons, est un séquoia à feuilles d’if (Sequoia sempervirens) mesurant 116 m. Il a
été découvert le 25 août 2006 dans le Parc national de Redwood en Californie par les naturalistes
Chris Atkins and Michael Taylor qui l’ont baptisé Hypérion. Sa location exacte est cependant
gardée secrète pour le protéger. Le diamètre des arbres varie, quant à lui, de quelques centimètres à
quelques mètres. Parmi les arbres ayant une structure élancée, l’arbre vivant actuellement possédant
le plus grand diamètre (8.90 m) est de nouveau un séquoia à feuilles d’if nommé Jupiter et se
trouvant aussi dans le Parc national de Redwood. Il est suivi de près par le Général Grant, un
séquoia géant (Sequoiadendron giganteum) du Parc national de Kings Canyon en Californie, qui
possède un diamètre de 8.85 m. L’arbre qui possède le tronc le plus volumineux est le célèbre
Général Sherman, un séquoia géant du Parc national de Séquoia en Californie. Notons finalement,
même si cela n’a aucun rapport avec ce qui suit, que les pins Bristlecone (Pinus longaeva) peuvent
vivre plus de 5000 ans.

Un arbre peut avoir une forme assez complexe quand il pousse de manière isolée. Cependant,
quand il grandit en forêt, il a une allure bien plus élancée présentant un tronc et quelques branches au
sommet, voir Fig. 4.8(b) pour une esquisse et Fig. 4.8(c-d) pour deux exemples. Dans ces conditions,
la masse de l’arbre est essentiellement concentrée dans le tronc. On peut donc ne considérer que
ce dernier en première approximation. Intuitivement, on s’attend à ce que le diamètre d’un tronc
augmente avec la taille de l’arbre. Si le diamètre du tronc est trop petit comparé à sa hauteur, il
fléchira probablement sous son propre poids. La Figure 4.8(e) illustre ce phénomène avec un arbre
ayant poussé en s’appuyant sur d’autres arbres. Quand les chercheurs l’ont coupé à sa base, ils
ont pu constater qu’il ne pouvait pas soutenir son propre poids sans appui. On peut légitiment se
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Hyperion Douglas-Fir Chêne Cyprès Pommier

116 m

93 m

75 m
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c d
e

FIGURE 4.8 – a. Taille de quelques arbres. b. Esquisse d’un chêne blanc (Quercus alba) ayant poussé de
manière isolée ou en forêt. c. Hêtre commun (Fagus sylvatica) en forêt. d. Le Général Sherman, l’arbre le
plus volumineux. e. Exemple d’un arbre (Tachigali melinonii) pliant sous son propre poids [79].

demander s’il existe une relation entre le diamètre et la hauteur des arbres. Nous la cherchons ici à
l’aide de la mécanique en modélisant un arbre comme une tige élastique. Cette idée est loin d’être
neuve puisqu’elle a été proposée par Greenhill en 1881 [76]. Elle fût reprise, étendue et popularisée
principalement par Thomas Arthur McMahon (1943–1999) [77, 78].

Une première approche très simple consiste à considérer un tronc comme une tige homogène
de section circulaire dont le poids se situe au sommet de celle-ci. Puisque la base du tronc est
encastrée dans le sol et son sommet est libre, nous sommes alors ramené à l’Exercice 4.5 où
Pc = π2B/(4L2) avec la force P remplacée par le poids du tronc, P = ρgV où V = (π/4)D2H est
le volume d’un cylindre de diamètre D et de hauteur H, et L ≡ H. Sachant que pour une section
circulaire I = (π/64)D4, voir Exercice 4.1 avec a → 0, nous obtenons

Hc =
[

π

8

]2/3
(ℓD2)1/3, où ℓ=

[
E
ρg

]
. (4.43)

On trouve donc que pour un diamètre donné, D, il existe une hauteur critique, Hc, au-delà de laquelle
la structure n’est plus stable et se déformera significativement à la moindre perturbation. Cette
hauteur critique augmente avec le diamètre à la puissance 2/3. Cela veut dire, par exemple, que si
on double le diamètre, la hauteur n’augmentera que d’un facteur 1.6 environ. On voit également
que cette hauteur dépend de la longueur caractéristique du système, ℓ, qui fait intervenir les deux
forces en compétition : la gravité qui déstabilise la structure et les forces élastiques qui soutiennent
celle-ci. La quantité ℓg = (ℓD2)1/3 est une autre longueur, appelée longueur elasto-gravitationnelle,
qui mesure la longueur caractéristique au-delà de laquelle la tige se déforme significativement
sous son propre poids (si placée horizontalement dans la champ de gravité par exemple). On
trouve naturellement que la hauteur critique est une fraction de cette longueur. La valeur précise
du coefficient dépend des conditions aux bords et des détails du système, comme la répartition du
poids dans la tige comme nous le verrons ci-dessous. Pour la plupart des arbres, on a typiquement
E ≃ 11±1 GPa et ρ = 750±250 kg/m3, et on trouve alors

H(1)
c ≃ (61±7)D2/3, (4.44)

où Hc et D sont mesurés en mètre.
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FIGURE 4.9 – Comparaison entre les relations (4.44) et
(4.52) et l’évolution de la hauteur des arbres en fonction de
leur diamètre pour quelques centaines d’espèce réparties
dans le monde [77, 80-89].

Pour valider cette relation obtenue avec
un modèle très simple, nous la comparons
avec des données de terrain dans la Fig. 4.9
(sans indiquer les incertitudes). Cette Fi-
gure contient plus de 9200 données pour
plusieurs centaines d’espèces (sur plus de
60000 dans le monde !) [77, 80-89]. On re-
marque que la relation (4.44) sous-estime
la hauteur critique puisque de nombreux
arbres possède une taille supérieure à H(1)

c .
Ce n’est pas surprenant puisque nous avons
supposé que tout le poids reposait au som-
met de l’arbre alors qu’il est reparti sur toute
la hauteur. Cette répartition du poids affai-
blit la contrainte et devrait conduire à une
hauteur critique plus importante.

Nous allons donc considérer la variation
du poids avec la hauteur. On pourrait d’em-
blée considérer d’autres raffinements du modèle, comme une section variable et/ou un module
de Young et une densité variables à cause de l’écrasement des fibres de bois dû au poids, mais
cela conduirait nécessairement à l’introduction de paramètres supplémentaires dans le modèle. La
modification que nous considérons à l’avantage d’en n’introduire aucun de plus. Puisque la force
appliquée varie avec la position, nous devons considérer l’équation (4.29) à l’équilibre avec B
constant, puisque nous continuons de supposer que la section et le module de Young sont uniformes,
f = 0, puisque nous ne considérons pas de force transversale et T = −P, puisque la force est
compressive :

B
d4w
dx4 +

d
dx

(
P(x)

dw
dx

)
= 0, avec P(x) =

π

4
ρgD2(H − x), (4.45a)

et w(0) = w′(0) = 0, w′′(H) = 0, P(H)w′(H)+Bw′′′(H) = Bw′′′(H) = 0, (4.45b)

où nous considérons comme précédemment que la base du tronc est encastrée dans le sol et
que le sommet est libre (ici avec P(H) = 0). Nous avons également pris en compte la variation
linéaire du poids avec la hauteur puisque le tronc est supposé homogène, c-à-d que deux portions
géométriquement identiques prélevées à des hauteurs différentes ont la même masse. Cette équation
peut s’intégrer une première fois pour obtenir

π

64
ED4 d2w̄

dx2 +
π

4
ρgD2(H − x)w̄ = 0, où w̄ =

dw
dx

. (4.46)

où la constante d’intégration est nulle puisque w′′′(H) = P(H) = 0, et où on a explicité B et P. On
peut facilement adimensionner cette équation en changeant de variable indépendante pour obtenir

d2w̄
dx̄2 − x̄ w̄ = 0, où x̄ =

x−H
q1/3H

, q =
ED2

16ρgH3 , w̄(−q−1/3) = w̄′(0) = 0. (4.47)

Nous obtenons donc une équation qui ne dépend d’aucun paramètre. Le seul paramètre physique
pertinent de ce système est q qui intervient dans les conditions aux bords. Pour une valeur générique
de q, la solution qui satisfait à la fois l’équation et les conditions aux bords est la solution triviale
w̄ = 0 qui conduit à w = 0, c-à-d à une solution où la tige n’est pas défléchie. Une solution non
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triviale sera obtenue pour des valeurs particulières de q = q∗ comme c’était le cas pour la solution
(4.37) qui était différente de zéro seulement pour des valeurs particulières de k. En utilisant la
définition (4.47) de q, la condition q = q∗ conduit à

H =

[
1

16q∗

]1/3

(ℓD2)1/3, où ℓ=

[
E
ρg

]
. (4.48)

La hauteur critique est la plus petite hauteur pour laquelle une solution non triviale existe et
correspond donc à la plus grande valeur de q∗. On voit donc que tenir compte d’un poids variable
conduit à la même expression que celle obtenu pour un poids concentré au sommet de l’arbre, voir
Eq. (4.43) ; seule la constante numérique déterminée par q∗ sera différente. Il est intéressant de
constater que nous sommes arrivés à cette conclusion sans résoudre l’équation différentielle mais
simplement en l’adimensionnant.
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FIGURE 4.10 – a. Fonctions d’Airy Ai(x)
et Bi(x). b. Combinaison linéaire (4.50) de
fonctions d’Airy. Le plus grand zéros est
indiqué.

Pour obtenir la valeur de la constante numérique, nous
devons calculer q∗ et donc résoudre l’équation différen-
tielle (4.47). Il s’agit de l’équation de George Biddell Airy
(1801–1892) qui introduisit cette fonction pour décrire
l’intensité lumineuse au voisinage d’une caustique. On
la rencontre dans de nombreux domaines de la physique,
par exemple, lorsqu’on résout l’équation de Schrödinger
avec un potentiel confinent linéaire afin de décrire, en pre-
mière approximation, des états liés de quarks. La solution
générale de cette équation est une combinaison linéaire
des fonctions d’Airy [90, p. 193], Ai(x̄) et Bi(x̄), qui sont
représentées dans la Fig. 4.10(a)

w̄(x̄) = c1Ai(x̄)+ c2Bi(x̄), (4.49)

Ai(0) =
3−2/3

Γ(2
3)

≃ 0.355,

Ai′(0) =−3−1/3

Γ(1
3)

≃−0.259,

Bi(0) =
3−1/6

Γ(2
3)

≃ 0.615, Bi′(0) =
31/6

Γ(1
3)

≃ 0.448

où Γ(x) est la fonction Gamma [90, p. 135]. Il faut maintenant appliquer les conditions aux bords :

w̄′(0) = c1Ai′(0)+ c2Bi′(0) =− c1

31/3Γ(1
3)

+
c2 31/6

Γ(1
3)

= 0 ⇒ c1 =
√

3c2,

w̄(−q−1/3) = c2

[√
3Ai(−q−1/3)+Bi(−q−1/3)

]
= 0. (4.50)

Les solutions de cette dernière équation nous donnent q∗. Le problème de la détermination de la
constante numérique est donc ramené à trouver les zéros d’une fonction spéciale. Il existe une
infinité dénombrable de zéros de cette fonction, mais comme mentionné plus haut, nous sommes
intéressés par la plus grande valeur de q∗. Il est aisé de l’obtenir numériquement, voir Fig. 4.10(b),
et on obtient finalement

Hc = 0.788(ℓD2)1/3, où ℓ=

[
E
ρg

]
et q∗ ≃ 0.128. (4.51)
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En utilisant E ≃ 11±1 GPa et ρ = 750±250 kg/m3, comme dans le cas précédent, on trouve cette
fois

H(2)
c ≃ (90±10)D2/3, (4.52)

où Hc et D sont mesurés en mètre. La comparaison de cette relation avec des données de terrain,
voir Fig. 4.9, montre que H(2)

c décrit bien une limite supérieure pour la hauteur des arbres à quelques
rares exceptions près (sur plus de 9200 données). Malgré l’énorme dispersion des données, on
constate que la partie supérieur du « nuage » de points épouse presque parfaitement cette limite de
flambage.

Proportion des os longs
L’objectif de cette sous-section est de montrer comment des modèles simples (voire simplistes)

peuvent être combinés avec des observations expérimentales pour obtenir certaines informations
utiles sur des systèmes. Nous verrons ci-dessous, comment la taille des os des animaux peut être
reliée à leur masse totale. Ce genre d’information est utile, par exemple, pour un paléontologue
lorsqu’il découvre une partie d’un fossile et souhaite estimer la masse totale de l’animal lorsqu’il
était vivant. De manière plus générale, une des questions importantes dans l’étude des proportions
animales est de savoir ce qui fixe la taille de certaines parties du corps et en particulier celle des os.
Galilée a été le premier à suggérer en 1637 que la longueur L des os des gros animaux n’est pas
proportionnel à leur taille linéaire, c-à-d que L n’est pas proportionnel à V 1/3 où V est le volume du
corps. Si les animaux étaient géométriquement similaires (L ∼V 1/3 ∼ M1/3

T , où MT est la masse
totale du corps), la section transversale des os S évoluerait comme M2/3

T , ce qui impliquerait que la
contrainte de compression au repos augmenterait avec la taille des animaux : σ ∼ MT g/S ∼ M1/3

T ).
Galilée a estimé que les dimensions des os ne pouvaient être géométriquement similaires sinon
de très grands animaux s’effondreraient sous leur propre poids (il a supposé à juste titre que la
limite de fracture des os était indépendante de leur taille). Ce raisonnement donne lieu à l’approche
la plus naïve de l’allométrie des os longs, où on suppose que la contrainte de compression σ

est indépendante de la taille pour les animaux au repos, ce qui conduit à la prédiction suivante :
σ ∼ MT/S ∼ M/D2 = cste et donc D ∼ M1/2

T . Cet argument suggère que le diamètre des os doit
augmenter plus rapidement que prévu par la similarité géométrique (D ∼ M1/3

T ) afin de maintenir
le stress osseux à des niveaux n’engendrant pas de danger de fracture ; mais cette loi d’échelle
[scaling] ne résiste cependant pas à l’analyse des données expérimentales.

L’intérêt pour l’allométrie des os a été ravivé lorsque McMahon a proposé que le processus
clé déterminant les proportions des animaux est le flambage d’Euler que nous avons étudié plus
haut. Nous avons déjà appliqué cette idée pour déterminer la proportion des arbres. Nous pouvons
étendre cette idée pour étudier succinctement la proportion des os. Pour cela, on note que les os
longs comme le fémur doivent être capable de supporter le poids du corps. On considère alors que,
d’une part, l’os est un tige de longueur L ayant une section circulaire de diamètre D sur laquelle
repose une partie du poids et que, d’autre part, la masse de l’os est une fraction de la masse totale :

Pc = αMT g =C
ER4

L2 , et ρπR2L = KMT , (4.53)

où α et K sont des constantes inférieures à 1 et C est une constante qui dépend des conditions aux
bords. Nous avons en effet vu avec la relation (4.38) et celles obtenues dans les Exercices 4.4 et
4.5 que l’expression de la force critique de flambage est toujours la même à une constante près qui
dépend des conditions aux bords. Comme nous allons uniquement déterminer des scalings, c-à-d
des exposants, dans cette sous-section, ces constantes ne sont pas cruciales. Contrairement à ce que
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FIGURE 4.11 – a. Évolution de la longueur et du diamètre du fémur de nombreux animaux en fonction
de leur masse totale [91-94]. Les expressions des régressions non linéaires (courbes rouges) sont données
par l’équation (4.56). Les ajustements des courbes théoriques (4.54) (courbes noires) et (4.60) (courbes
bleues) donnent comme coefficient : CL = 100.0, CD = 5.0, C̄L = 56.0 et C̄D = 3.5 quand les longueurs sont
mesurées en millimètre et la masse en kilogramme. b. Évolution de la masse du squelette en fonction de la
masse totale pour de différents animaux [95]. L’expression de la régression non-linéaire (courbe rouge) est
donnée par l’équation (4.57). Pour les deux autres courbes, on a K = 0.05 (courbe noire) et k = 0.07 kg−1/6

(courbe bleue).

nous avons fait pour les arbres, où nous avons obtenu une hauteur maximale au-dessus de laquelle
un tronc est élastiquement instable, nous n’allons pas obtenir ici une longueur critique pour les
os. Nous allons au contraire déterminer comment les dimensions des os évoluent avec la masse
totale des animaux. On peut donc s’étonner qu’on utilise l’expression de la force critique au-delà
de laquelle une tige flambe. Tout d’abord, on remarque pour les arbres que le nuage de points de
la Fig. 4.8 est bien aligné avec la courbe limite. Donc, même si un arbre est bien en-dessous de
la limite de flambage, ses proportions sont en moyenne données par cette limite. Ensuite, l’idée
sous-jacente est aussi celle d’universalité. On suppose que les proportions des os, comme pour
les arbres, sont les mêmes pour tous les animaux. Dès lors, si ces proportions ne respectent pas
celle dictée par la limite de flambage, certains os, petit ou grand, pourraient dépasser la limite
de flambage. Par exemple, pour les arbres, si H croît avec D plus vite que prédit par la limite de
flambage, les grands arbres seraient instables. Inversement, si H croît moins vite avec D que prédit
par la limite de flambage, ce sont les petits arbres qui seraient instables. En résumé, on suppose que
les proportions sont celles dictées par l’élasticité à un facteur de sécurité près.

Les équations (4.53) nous donnent deux relations pour deux inconnues R et L. La résolution de
celles-ci donne

Lth =

[
C K2

απ2

]1/4 [
ℓMT

ρ

]1/4

≡CLM1/4
T , Dth = 2

[
α K2

Cπ2

]1/8 [M3
T

ℓρ3

]1/8

≡CDM3/8
T , (4.54)

où ℓ est défini par l’équation (4.43). Notons que si on élimine MT des deux relations (4.53), on
trouve une relation similaire à celle obtenue pour les arbres, à savoir

Lth =

[
cK

4πα

]1/3

(ℓD2
th)

1/3. (4.55)

Si on suppose que E, ρ , K et α sont des constantes pour tous les animaux, alors les coefficients
CL et CD sont également constants. Sous cette hypothèse, il suffit de mesurer la longueur L d’un



126 Chapitre 4. Solides : tige, plaque et instabilités

os en particulier, par exemple le fémur, et la masse totale MT pour une série d’animaux et de
porter en graphiques L en fonction de MT pour vérifier si des lois d’échelle se dégagent et si elles
correspondent à celles obtenues ici. La Fig. 4.11(a) contient 380 données expérimentales pour le
fémur de nombreux animaux et une régression non linéaire conduit aux lois de puissance suivantes :

Lexp = 54.8M0.34
T , et Dexp = 3.3M0.42

T , (4.56)

où les longueurs sont mesurées en millimètres en la masse en kilogramme. Les exposants théoriques
diffèrent donc significativement de ceux obtenus expérimentalement même si, comme le montre la
Fig. 4.11(a), l’accord avec les données est relativement bon pour le diamètre lorsque les coefficients
CL et CD sont considérés comme des paramètres libres pour la régression. Une loi purement
géométrique L ∼ M1/3

T , au lieu de L ∼ M1/4
T obtenu par un principe de mécanique, semble mieux

décrire les données. Il y a régulièrement des débats dans la littérature pour savoir si les proportions
des parties d’un corps sont de nature purement géométrique ou dictées par un principe physique.
Cependant, un exposant donné peut provenir soit de considération purement géométrique, soit de
considération physique, comme nous allons le voir ci-dessous.

R Notons que l’expression théorique Dth semble mieux décrire les données que la régression effectuée
en laissant l’exposant libre. Cet effet visuel provient de l’échelle logarithmique pour laquelle la
distance entre, par exemple, 10−1 et 1 est la même qu’entre 102 et 103. Donc, un même écart entre
une courbe et un point conduit en fait à une erreur beaucoup plus faible pour les petites valeurs
que pour les grandes valeurs. Notons aussi qu’une régression linéaire effectuée sur le logarithme
des données peut donner des exposants différents car le même poids est alors donné à toutes les
données.

L’accord entre les données et le modèle peut être amélioré en modifiant une hypothèse, à savoir
que la masse de l’os est une fraction de la masse totale de l’animal, c-à-d K constant pour tous les
animaux. En effet, si on porte en graphique la masse du squelette des animaux, MS, en fonction de
leur masse totale, MT , voir Fig. 4.11(b), on remarque que la relation n’est pas tout à fait linéaire :

Mexp
S = kM1.13

T , avec k = 0.1 kg−0.13. (4.57)

On peut alors remplacer l’hypothèse que la masse de l’os considéré est une fraction de la masse
totale par l’hypothèse que la masse de l’os considéré est une fraction de la masse totale du squelette.
Pour simplifier les calculs, nous modifions légèrement l’exposant et utilisons

Mth
S = βkM7/6

T , avec k = 0.07 kg−1/6, et β < 1. (4.58)

La Fig. 4.11(b) montre que cette loi d’échelle décrit raisonnablement bien les données. Les équations
(4.53) deviennent alors

Pc = αMT g =C
ER4

L2 , et ρπR2L = βkM7/6
T . (4.59)

et leur résolution donne

Lth =

[
C β 2 k2

απ2

] 1
4
[
ℓM4/3

T
ρ

] 1
4

≡ C̄LM1/3
T , Dth = 2

[
α β 2 k2

Cπ2

] 1
8
[

M10/3
T
ℓρ3

] 1
8

≡ C̄DM5/12
T , (4.60)

où ℓ est défini par l’équation (4.43). Cette fois, l’accord entre les exposants théoriques et expérimen-
taux est quasiment parfait comme le montre les équations (4.56) et (4.60), ainsi que la Fig. 4.11(a).
Nous pouvons maintenant nous intéresser aux coefficients. En supposant qu’un fémur supporte 1/4



4.1 Tige et plaque : théorie linéaire 127

du poids chez les quadrupèdes, α = 0.25, et que la masse du fémur représente 5% de la masse du
squelette, β = 0.05, (il a une masse moyenne de 400 g chez un homme [96] pour un squelette ayant
une masse moyenne de 10 kg [97]), les relations (4.60) donnent

Lth = 374.2M1/3
T , Dth = 2.4M5/12

T , (4.61)

où nous avons utilisé E = 20 GPa, ρ = 2000 kg/m3 et C = π3/4 représentant des conditions aux
bords de type rotule (simplement supporté) qui sont sans doute les plus adaptées. Des régressions
non linéaires effectuées avec ces mêmes relations afin de décrire au mieux les données, comme
montré sur la Fig. 4.11(a), donnent comme coefficients C̄L = 56.0 et C̄D = 3.5. On voit donc la
longueur du fémur est plus de 6 fois (374/56) inférieurs à la limite de flambage alors que le
diamètre est légèrement (30%) en-dessous de cette limite. On en déduit que le facteur de sécurité
pour que les os puissent résister à des chocs sans se briser immédiatement se trouve au niveau de la
longueur des os plutôt qu’au niveau de leur diamètre.

Nous arrêtons la discussion à ce stade. Il faudrait encore vérifier si l’hypothèse que la masse
d’un fémur est bien une fraction plus ou moins constante de la masse totale d’un squelette, mais
cela nous mènerait trop loin dans le cadre de ce cours. L’objectif de cette sous-section était de
montrer comment des relations simples peuvent être couplées à des mesures expérimentales pour
dégager certaines tendances.

Exercice 4.6 On suppose qu’une variation de température donne lieu à une déformation
uniforme εi j = (α/3)(T −T0)δi j. La généralisation la plus simple des équations constitutives
est de la forme : τi j = 2µεi j +λεkkδi j − Sα(T −T0)δi j. Expliquez pourquoi il faut que S =
(λ +2µ/3). ■

Exercice 4.7 Soit un rail de longueur L maintenu dans les conditions d’un encastrement à ses
extrémités. À partir de quelle température T −T0 le rail se déforme-t-il ? On suppose ensuite que
le rail de longueur L est maintenu dans sa position initiale par une force par unité de longueur
f = −κw, où w est le déplacement transverse du rail. Quelle est l’origine de cette force de
rappel ? Après avoir déterminé l’équation pour w, trouver pour quelle valeur de T −T0 se produit
la première déformation et quelle est sa longueur caractéristique lorsque L → ∞. ■

a

b

c

Air

PDMS

Compression

5 mm

FIGURE 4.12 – a. Flambage périodique d’une voie ferrée suite à une trop forte chaleur survenu à North
Platte (Nebraska, USA) le 11 juillet 2011. b. Illustration du phénomène avec un système modèle fait de
PDMS où la couche mince en bleu a un module de Young 100 fois plus grand que le substrat transparent. La
dilatation du rail est remplacée par la compression du système. c. Pour de plus grandes compressions, un
mode ayant une longueur d’onde double de la longueur d’onde initiale émerge [13].
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4.2 Tige et plaque : théorie non linéaire

Nous avons illustré à la Section 4.1.6 le concept d’instabilité élastique à l’aide d’un exemple
simple que nous rappelons brièvement. Soit une poutre homogène de longueur L et de section
uniforme comprimée par une force T = −P le long de son axe avec un couple nul aux bords.
L’équation (4.35) devient dans ce cas

B
d4w
dx4 +P

d2w
dx2 = 0, avec w =

d2w
dx2 = 0, en x = 0 et x = L. (4.62)

La seule solution possible est w = 0, sauf lorsque P = Pn = n2π2B/L2. Pour ces valeurs, on trouve
la solution supplémentaire w = Asin(nπx/L), où A est indéterminé. On peut vérifier l’existence
du seuil de compression, Pc ≡ Pn=1, en comprimant une règle par exemple. Il faut appliquer une
force suffisamment grande le long de la règle pour la faire flamber. Cependant, on sait bien qu’une
déformation non nulle persiste au-delà de ce seuil alors que la solution de l’équation linéaire (4.62)
prédit une déformation non nulle au seuil seulement. De plus, l’amplitude A de la déformation varie
de manière précise avec la force de compression. Comme nous l’avons vu, cette amplitude peut
être déterminée si le déplacement axial ∆ est contrôlé. Cependant dans ce cas, la force P reste égale
à sa valeur seuil. Si on veut déterminer comment l’amplitude varie avec la force appliquée, et non
avec le déplacement axial imposé, il faut généraliser (4.35) en incluant les effets non linéaires.

Nous avons vu à la Section 4.1.3 que lorsqu’une tige (ou une plaque) était courbée, la déforma-
tion était de l’ordre ε ∼ h/R où h est l’épaisseur de la tige dans le plan de courbure et R le rayon de
courbure imposé. Si la tige est suffisamment mince, les déformations sont alors très faibles alors que
les déplacements peuvent être importants. Si la déformation est faible, on peut toujours supposer
que la contrainte est une fonction linéaire de la déformation (loi de Hooke). Cependant, lorsque
le déplacement est important, l’élasticité linéaire n’est plus valable : les coordonnées eulérienne
et lagrangienne sont loin d’être interchangeables, et il n’est pas légitime a priori de linéariser la
relation entre déformation et déplacement. Nous cherchons donc une théorie géométriquement non
linéaire, où il n’est pas nécessaire de procéder à cette linéarisation, mais mécaniquement linéaire.

FIGURE 4.13 – Forces agissant sur
une tige et coordonnées curvilignes :
dx = ds cosθ et dz = ds sinθ .

A l’équilibre, il est facile de généraliser notre dérivation la
théorie linéaire des tiges effectuée à la Section 4.1.2 afin de mo-
déliser de grands déplacements transversaux bidimensionnels.
Nous décrivons la déformation de la tige de longueur L en utili-
sant la longueur d’arc s ∈ [0,L] le long de l’axe neutre et l’angle
θ(s) entre cet axe et l’axe des x. Nous supposons que l’axe
neutre est inextensible de sorte que sa longueur est conservée
durant la déformation. Nous pouvons donc voir s comme une
coordonnée lagrangienne fixée dans la tige en déformation. Pour
obtenir l’équation donnant la déformation de la tige, assimilée
à son axe neutre, nous devons effectuer le bilan des forces et
des moments. Nous avons déjà effectué cet exercice à la Section 4.1.2 et les équations (4.7) et
(4.9) restent valables. Cependant, nous ne supposerons pas ici que θ ≪ 1, puisque nous voulons
décrire les grands déplacements, et nous nous limitons à obtenir l’équation à l’équilibre, c-à-d que
la somme des forces doit être nulle et que les variables ne dépendent pas du temps. Les équations
(4.7) et (4.9) donnent donc

d
ds
[T cosθ −N sinθ ] = 0,

d
ds
[T sinθ +N cosθ ] = 0,

dM
ds

= N. (4.63)

Les deux premières équations montrent simplement que les forces internes dans les directions x et z
ne varient pas le long de la tige. Si une force de composante (Tx,Nz) est appliquée à l’extrémité
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droite de la tige, avec une force égale et opposée à l’extrémité gauche (la somme des forces doit
être nulle pour maintenir l’équilibre), on a simplement

T cosθ −N sinθ = Tx, T sinθ +N cosθ = Nz. (4.64)

En éliminant T de ces relations et en utilisant (4.63), on trouve

N = Nz cosθ −Tx sinθ , ⇒ dM
ds

= Nz cosθ −Tx sinθ . (4.65)

Comme les déformations sont faibles dans une tige mince, on peut continuer à utiliser la relation
linéaire (4.15) entre le moment et la courbure pour finalement obtenir l’équation recherchée

B
d2θ

ds2 = Tx sinθ −Nz cosθ , (4.66)

où dθ/ds = κ(s) et où B est supposé constant. Si le module de flexion varie le long de la tige, il doit
évidemment rester sous le signe de dérivation et le membre de gauche s’écrit alors : ds(B(s)dsθ).
Pour une plaque courbée dans un plan, la relation est identique avec B remplacé par D, voir
Eq. (4.27), et les forces étant des forces par unité de longueur transverse (le long de l’axe y).
L’équation (4.66) est celle d’une ligne élastique, l’axe neutre de la tige, où la géométrie de la section
de la tige et le type de matériau la constituant sont encodés dans le module de flexion. Une telle
ligne élastique est appelée elastica d’Euler qui a obtenu cette équation en 1744. Lorsque l’évolution
de θ = θ(s) est connue le long de tige, sa forme dans le plan (x,z) s’obtient à partir des relations
liant les deux systèmes de coordonnées :

dx
ds

= cosθ ,
dw
ds

= sinθ , ⇒ x(s) =
∫ s

0
cosθ(s′) ds′, w(s) =

∫ s

0
sinθ(s′) ds′,

(4.67)

où w est le déplacement transverse. La forme de la tige déformée s’obtient donc en termes d’un
système de deux équations paramétriques où s est le paramètre couvrant la longueur de la tige.

Notons que l’équation (4.66) se réduit à l’équation (4.35) pour les petites déformations puisque
si θ ≪ 1, on a

dx
ds

≃ 1,
dw
ds

≃ θ , ⇒ B
d3w
dx3 ≃ Tx

dw
dx

−Nz. (4.68)

Une dérivation supplémentaire redonne l’équation (4.35) avec B et T constants et sans force
transverse f qui n’a pas été incluse ici.

4.2.1 Applications : instabilité élastique
Solution faiblement non linéaire

Dans l’exemple que nous avons étudié à la Section 4.1.6 et rappelé au début de cette Section,
nous avons Tx =−P, Nz = 0 et dsθ = 0 en s = 0 et s = L. L’équation (4.66) devient donc

B
d2θ

ds2 +Psinθ = 0, θ
′(0) = θ

′(L) = 0. (4.69)

Étudions cette équation près du seuil critique P = Pc = π2B/L2 pour montrer que la solution est
non nulle au-delà de celui-ci et trouver comment l’amplitude du déplacement varie avec P. Ce seuil
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Pc a été obtenu à partir de l’équation linéaire pour laquelle θ ≪ 1. Pour obtenir une correction non
linéaire, il faut donc s’éloigner légèrement du régime linéaire avec θ toujours petit. Nous posons
donc

P = Pc + εP1, et θ = ηθ0, où ε,η ≪ 1. (4.70)

En remplaçant dans l’équation (4.69) et en développant au premier ordre en chaque petit paramètre,
on trouve

B
d2θ0

ds2 +(Pc + εP1)

(
θ0 −

η2

6
θ

3
0 + . . .

)
≃ B

d2θ0

ds2 +Pcθ0 + εP1θ0 −
η2

6
Pcθ

3
0 = 0. (4.71)

Cette équation est à résoudre ordre par ordre. L’ordre dominant nous donnera la solution linéaire.
Si η et ε sont indépendants l’un de l’autre, les ordres supérieurs donnent simplement θ0 = 0, ce
qui n’est pas possible. Il faut donc que le terme proportionnel à ε puisse être contrebalancé par le
terme proportionnel à η2, ce qui impose η2 = ε . On constate alors qu’on a développé P à l’ordre ε

et θ à l’ordre ε1/2. Comme nous l’avons fait pour obtenir l’équation de Korteweg–de Vries où nous
n’avions pas développé l’amplitude à un ordre suffisamment petit, nous corrigeons le tir en écrivant

P = Pc + εP1, et θ = ε
1/2(θ0 + εθ1). (4.72)

Notons qu’ajouter un terme ε1/2θ1 à θ0, au lieu d’un terme εθ1, ne permet pas de progresser car
l’équation pour θ1 serait identique à celle pour θ0. En remplaçant ce développement dans l’équation
(4.69), ainsi que dans les conditions au bords, nous obtenons finalement

B
(

d2θ0

ds2 + ε
d2θ1

ds2

)
+(Pc + εP1)

[
θ0 + ε

(
θ1 −

θ 3
0
6

)]
= 0, [θ ′

0 + εθ
′
1]s=0,L = 0. (4.73)

On peut maintenant résoudre ordre par ordre

ε
0 : B

d2θ0

ds2 +Pcθ0 = 0, θ
′
0(0) = θ

′
0(L) = 0, (4.74a)

ε
1 : B

d2θ1

ds2 +Pcθ1 =
Pc

6
θ

3
0 −P1θ0, θ

′
1(0) = θ

′
1(L) = 0. (4.74b)

L’équation à l’ordre ε0 se résout facilement. Sachant que Pc = π2B/L2, on trouve

θ0 =C cos
(

π s
L

)
, (4.75a)

B
d2θ1

ds2 +Pcθ1 =
PcC3

6
cos3

(
π s
L

)
−C P1 cos

(
π s
L

)
, θ

′
1(0) = θ

′
1(L) = 0.

=
PcC3

24
cos
(

3π s
L

)
−C

(
PcC2

8
−P1

)
cos
(

π s
L

)
, (4.75b)

où nous avons utilisé 4cos3 x = cos3x+3cosx.
À ce stade, on pourrait résoudre l’équation pour θ1 par la méthode habituelle de la variation

des constantes. Il y a cependant un moyen plus rapide dans notre cas car nous ne sommes pas
intéressé par l’expression de θ1 mais par celle de l’amplitude C. En effet, on constate que le terme
non homogène de droite de l’équation (4.75b) contient un terme proportionnel à C cos(πs/L), qui
n’est autre que θ0, et qui est solution de l’équation homogène puisque cette dernière est identique
à l’équation (4.74a) pour θ0. Dans ces conditions, la solution va contenir un terme séculaire,
ssin(πs/L), qui est non borné lorsque s devient grand. Afin de pouvoir satisfaire les conditions
aux bords, on devra éliminer ce terme en demandant que son coefficient soit nul. Cela revient à
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demander que le coefficient du terme non homogène proportionnel à cos(πs/L) soit nul. On obtient
donc ce qu’on appelle la condition de solvabilité suivante

C
(

PcC2

8
−P1

)
= 0, ⇒ P1 < 0 : C = 0,

P1 > 0 : C = 0 et C =±
√

8P1/Pc.
(4.76)

Si P1 < 0, c-à-d si on est en-dessous du seuil Pc (voir Eq. (4.72)), cette équation n’admet que
la solution C = 0 et la tige reste dans sa position initiale. Par contre, lorsque P1 > 0, on a deux
solutions supplémentaires pour l’amplitude qui décrivent la tige défléchie. En utilisant l’équation
(4.72), on trouve donc

θ = ε
1/2

θ0 +O(ε) =±ε
1/2
√

8P1

Pc
cos
(

π s
L

)
=±ε

1/2

√
8(P−Pc)

εPc
cos
(

π s
L

)
.

Donc finalement, l’expression de l’angle que fait la tangente à la tige avec l’axe x, c-à-d l’axe neutre
avant déformation, est donnée à l’ordre le plus bas par

θ(s) =±2

√
2(P−Pc)

Pc
cos
(

π s
L

)
, Pc =

π2B
L2 . (4.77)

La forme de la tige en coordonnées cartésiennes s’obtient à partir des équations paramétriques
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FIGURE 4.14 – a. Évolution de l’amplitude du déplacement transversal A en fonction de la force appliquée P
(4.78) ou du déplacement axial δ (4.39). b. Évolution de la force appliquée en fonction du déplacement axial.
La relation non linéaire (4.82) est comparée à la relation faiblement non linéaire (4.79) et à ses corrections
d’ordres supérieurs (4.83). Forme de la tige déformée pour diverses valeurs du déplacement axial (ou de la
force appliquée P̄ = P/Pc) obtenues avec les équations paramétriques (4.67) où θ(s) est donné par (4.80)
pour des conditions aux bords de type support simple (c.) ou par (4.85) pour des bords encastrés (d.).
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(4.67). A l’ordre le plus bas, on a

x = s, w(x) = Asin
(

πx
L

)
, A =±2L

π

√
2(P−Pc)

Pc
. (4.78)

L’amplitude du déplacement croît donc très rapidement lorsque le seuil critique de compression est
dépassé puisque dA/dP évaluée en P = Pc diverge, voir Fig. 4.14(a).

Si on compare l’expression de l’amplitude A (4.78) à l’expression (4.39) obtenue plus haut, on
trouve l’évolution de la force appliquée en fonction du déplacement axial et on peut donc calculer
l’énergie du système comme le travail de la force appliquée

P = Pc

(
1+

δ

2

)
, ⇒ U

L
=
∫

δ

0
P(δ ′) dδ

′ = Pcδ

(
1+

δ

4

)
= Pc Ā2

(
1+

Ā2

4

)
, (4.79)

où Ā = Aπ/(2L). L’amplitude A du déplacement est le paramètre d’ordre de la transformation entre
les états non déformé et déformé. Avant déformation, l’amplitude A est nulle ainsi que l’énergie car,
pour une tige inextensible, la force appliquée n’effectue pas de travail puisque δ = 0. L’énergie de
l’état déformé ainsi que sa dérivée par rapport au paramètre d’ordre A tendent vers 0 à la transition
lorsque A → 0. Par contre, la dérivée seconde de l’énergie par rapport A est différente de 0 à la
transition et est donc discontinue en ce point. Il s’agit donc d’une transition du second ordre.

Solution non linéaire
Dans cette sous-section, nous montrons brièvement sans donner aucun détail que le problème

non linéaire (4.69) se résout exactement. L’équation (4.69) est identique à celle d’un pendule simple
et peut être intégrée exactement :

θ(s) = 2arcsin[k sn(qs/L+K(k),k)], q ≡ L

√
P
B
= 2K(k), ⇒ P =

4B
L2 [K(k)]2, (4.80)

où sn(x,k) est une fonction elliptique de Jacobi qui est une fonction périodique dont l’allure
ressemble à celle d’un sinus, qui varie entre −1 et 1, qui s’annule lorsque x = 2nK(k) et est
extrémale lorsque x = (2n+ 1)K(k) avec n ∈ Z [90, p. 549]. La fonction K(k) est une intégrale
elliptique complète du premier type [90, p. 485]. Le paramètre k est relié à la force appliquée
comme indiqué ci-dessus, ou encore au déplacement axial par la relation d’inextensibilité :

∆ = L−
∫ L−∆

0
dx = L−

∫ L

0
cosθ ds ⇒ δ =

1
L

∫ L

0
(1− cosθ) ds. (4.81)

En utilisant la solution (4.80) et l’expression de Pc, on trouve

δ = 2
(

1− E(k)
K(k)

)
= k2 +

k4

8
+

k6

16
+O(k8),

P
Pc

= 1+
k2

2
+

11k4

32
+

17k6

64
+O(k8) (4.82)

où E(k) est une intégrale elliptique complète du second type [90, p. 485]. L’évolution de la
force appliquée en fonction du déplacement axial s’obtient donc comme à l’aide d’équations
paramétriques où k est le paramètre. En développant en série de puissance de k et en résolvant les
équations itérativement, on obtient donc la relation suivante entre P et δ :

P
Pc

= 1+
δ

2
+

9δ 2

32
+

21δ 3

128
+O(δ 4). (4.83)

À l’ordre δ , on retrouve bien évidemment la relation (4.79). La comparaison entre la relation
paramétrique (4.82), et les relations (4.79) et (4.83) est montrée dans la Fig. 4.14(b). L’évolution de
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la forme de la tige en coordonnée cartésienne, obtenue via les relations paramétriques (4.67), en
fonction de la force appliquée (ou du déplacement axial) est montrée dans la Fig. 4.14(c).

Notons finalement que le problème (4.69) se résout aussi exactement lorsque les bords sont
encastrés :

B
d2θ

ds2 +Psinθ = 0, θ(0) = θ(L) = 0. (4.84)

Dans ce cas, la solution est donnée par

θ(s) = 2arcsin[k sn(qs/L,k)], q ≡ L

√
P
B
= 4K(k), ⇒ P =

16B
L2 [K(k)]2, (4.85)

avec Pc = 4π2B/L2, voir Exercice 4.4. Les équations (4.82) sont inchangées. Aussi, l’évolution
montrée dans la Fig. 4.14(b) reste valable, seule la valeur de Pc est différente. L’évolution de la
forme de la tige est montrée dans la Fig. 4.14(d) pour ces conditions aux bords.

4.3 Structures plissées
4.3.1 Mécanisme de base

Dans cette Section, nous allons étudier un mécanisme de base par lequel des structures plissées
émergent spontanément lors de l’application d’une contrainte globale sur le système. Une structure
plissée est une structure comportant des ondulations ayant une taille intrinsèque plus petite et
indépendante de la taille du système. De telles ondulations peuvent apparaitre si on applique
de multiples contraintes locales pour contrôler les déplacements transverses. Par exemple, en
appliquant des forces perpendiculairement à l’axe d’une tige, on peut la faire onduler. La taille des
ondulations est alors contrôlée par la distance entre les points d’application des forces. Néanmoins,
si on veut produire des milliers d’ondulations, ce n’est pas une stratégie très intéressante. De plus,
cela ne permet pas de comprendre comment des structures plissées de tailles très variables, telles
que montrées dans la Fig. 4.15, peuvent émerger spontanément dans des systèmes naturels.

Nous avons vu aux Sections 4.1.6 et 4.2.1 qu’une tige peut être déformée en lui appliquant
une force le long de son axe. Au-delà d’un seuil critique, la tige flambe. Cependant, comme
illustré dans la Fig. 4.14(c) et (d), la tige ne présente alors qu’un ondulation car la seule énergie
à minimiser est l’énergie de courbure de la tige. En effet, si on considère une tige de forme
sinusoïdale, w(x) =Asin(nπx/L) avec n∈N≥1, son énergie de courbure pour les petites amplitudes,
UB = (B/2)

∫ L
0 [w

′′(x)]2 dx = π4BA2n4/(3L3), est minimale pour n = 1.

a

b c

d e

FIGURE 4.15 – a. Chaine de montagne. b. Coulée de lave cordée. c. Circonvolutions du cerveau. d.
Dermatoglyphes. e. Rides sur la peau.
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FIGURE 4.16 – Formes d’une plaque mince progressivement comprimée reposant sur un liquide (a-c) ou
sur un élastomère (e-g). d et h. Vues du dessus pour une faible compression.

Cependant, les exemples des Fig. 4.15 et 1.2(f) et (g) (et bien d’autres) montrent clairement
de multiples ondulations en surface. Cela provient du fait que ces systèmes sont composés d’une
plaque « mince » reposant sur un substrat épais et suffisamment déformable. L’énergie à minimiser
n’est donc plus seulement l’énergie de courbure de la plaque mais aussi l’énergie de déformation
du substrat. En effet, si une plaque mince attachée à un substrat est comprimée, elle flambera
au-delà d’un seuil critique pour la force appliquée Pc ∼ DW/L2, où D est le module de flexion de
la plaque (4.27) et W sa largeur dans la direction perpendiculaire à la direction de compression
uniaxiale. Si le substrat est un corps élastique épais, il ne flambera pas pour cette valeur Pc de
la force appliquée s’il est suffisamment épais (D ∼ h3). Il sera néanmoins déformé par la plaque
puisqu’il doit l’accompagner dans son déplacement. Si le substrat est un fluide dense, il n’a aussi
aucune raison de se déformer s’il n’accompagnait pas la plaque dans son déplacement. Dans les
deux cas, le substrat est forcé de se déformer alors que son état minimum d’énergie est atteint
lorsqu’il reste plan. La plaque devra s’accommoder de cette résistance supplémentaire et adapter
son mode de déformation afin que l’énergie totale soit minimisée. Des expériences réalisées en
laboratoire sur des systèmes modèles montrent en effet que, dans cette situation, la plaque ondule
avec une longueur bien déterminée et indépendante de la longueur de la plaque, voir Fig. 4.16.

On peut facilement obtenir des informations sur la forme qu’adoptera la plaque lorsqu’elle
flambera sous l’effet d’une compression uniaxiale quand elle doit déformer un substrat lors de son
déplacement. Pour cela, il suffit d’estimer l’ordre de grandeur des énergies en jeu et de minimiser
leur somme. Si on suppose que la plaque prend une forme sinusoïdale, w(x) = Asin(2πx/λ ),
comme semble le suggérer les expériences (Fig. 4.16), son énergie de courbure sur une période et
pour une amplitude faible (A/λ ≪ 1) est

UB =
DW

2

∫
λ

0
[w′′(x)]2 dx = 4π

4 A2 DW
λ 3 . (4.86)

Si le substrat est un corps élastique, celui-ci subira une déformation ε(x) = (dw/dx)/2 puisque
le champ de déplacement est simplement u= w(x)ez. Dans ce cas, la contrainte est σ ≃ ESε , où
ES est le module de Young du substrat, et l’énergie de déformation élastique du substrat sur une
période est alors donnée par

US =
1
2

∫
σ ε dx≃ Wλ

2

∫
λ

0
σ ε dx =

π2

4
A2 ESW, (4.87)

où nous avons supposé que la déformation du substrat s’étendait sur une profondeur λ le long de
l’axe z. Cela est dû au caractère elliptique des équations de l’élasticité : une déformation périodique
de longueur d’onde λ le long de x produira une déformation exponentiellement décroissante dans
le milieu élastique le long de z. La même propriété a été rencontrée lorsque nous avons étudié les
vagues en eau peu profonde (voir Exercice 3.4) puisque l’équation de Laplace est une équation
elliptique. La plaque étant supposée très mince, elle est inextensible et la relation (4.31) donne un
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lien entre l’amplitude et la longueur d’onde :

δ =
1

2λ

∫
λ

0
[w′(x)]2 dx = π

2 A2

λ 2 , ⇒ A =

√
δ

π
λ . (4.88)

La longueur d’onde optimale de la déformation est alors obtenue en minimisant l’énergie totale,
U =UB +US, dans laquelle l’amplitude A a été remplacée par λ :

U = δ W
[

4π2 D
λ

+
ESλ 2

4

]
⇒ ∂U

∂λ
= 0 ⇒ λ ∼ h

[
EP

ES

]1/3

, (4.89)

où EP est le module de Young de la plaque. Notons que ce calcul simple ne permet d’obtenir la
longueur d’onde qu’à une constante numérique près. Cependant, la dépendance en l’épaisseur h
de la plaque et en les modules de Young de la plaque et du substrat sont correctes. On constate
donc que l’énergie de courbure de la plaque, UB ∼ λ−1, favorise les grandes longueur d’onde
alors que l’énergie de déformation du substrat, US ∼ λ 2, favorise les petites longueur d’onde.
La minimisation de l’énergie totale sélectionne donc une longueur d’onde intermédiaire qui est
contrôlée par l’épaisseur de la couche mince et, dans une moindre mesure, par le rapport des
modules élastiques (plus la plaque est « rigide » plus la longueur d’onde est grande).

Si le substrat est un liquide, son énergie de déformation correspond au travail du poids de l’eau
déplacée par le déplacement de la plaque. Le poids d’une colonne d’eau située entre x et x+ dx vaut
P(z) = ρgzW dx, où z est son élévation. Le travail nécessaire pour déplacer cette colonne d’eau de
z = 0, sa position initiale, à z = w(x), la position locale de la plaque, est donc dUS =

∫ w(x)
0 P(z) dz.

Le travail total sur une période est donc la somme de ces travaux

US = ρgW
∫

λ

0

∫ w(x)

0
z dz dx =

ρgW
2

∫
λ

0
w(x)2 dx =

A2

4
λρgW =

δ

4π2 λ
3
ρgW, (4.90)

où on a utilisé la relation entre A et λ donnée par la condition d’inextensibilité. La longueur d’onde
optimale de la déformation est de nouveau obtenue en minimisant l’énergie totale :

U = δ W
[

4π2 D
λ

+
ρgλ 3

4π2

]
⇒ ∂U

∂λ
= 0 ⇒ λ ∼ h3/4

[
EP

ρg

]1/4

. (4.91)

Le mécanisme de base conduisant à la formation de structure plissée réside dans l’existence de
deux termes énergétiques antagonistes ; l’un favorisant les déformations de grande taille, l’autre
favorisant les déformations de petite taille. Le système doit donc trouver un compromis pour
minimiser l’énergie totale en sélectionnant une déformation de taille intermédiaire. Nous allons
étudier dans la Section suivante ce type de système en détail en nous limitant au cas d’un substrat
liquide.

4.3.2 Étude détaillée : plaque flottante comprimée
Mise en équations

Le système étudié ici est composé d’une plaque élastique mince et incompressible de longueur
L, de largeur W et de module de flexion D reposant sur un substrat liquide de densité ρ . La plaque
est comprimée uniaxialement d’une distance ∆ le long de l’axe x et se déforme dans le plan (x,z).
La forme de la plaque est décrite par les équations paramétriques (4.67) :

x(s) =
∫ s

−L/2
cosθ(s′)ds′, w(s) =

∫ s

−L/2
sinθ(s′)ds′, (4.92)
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FIGURE 4.17 – a. Vue tridimensionnelle schématique du système. b. Vue de coupe dans le plan (x,z).

où θ(s) est l’angle entre la tangente locale à la plaque au point s et l’axe x, voir Fig. 4.17. L’énergie
totale par unité de longueur le long de l’axe y, U , du système est composée de l’énergie de courbure
de la plaque, UB, et de l’énergie de déformation du substrat, US :

UB =
D
2

∫ L/2

−L/2
θ̇

2(s) ds, US =
K
2

∫ L/2

−L/2
w(s)2 cosθ(s) ds, (4.93)

où θ̇ = dθ/ds et K ≡ ρg. L’énergie US est simplement la somme, le long de la plaque, des
travaux effectués par le poids de colonnes de liquide de largeur dx déplacées par la plaque (avec
dx = ds cosθ ). Le paramètre K joue donc le rôle d’une rigidité effective du substrat et mesure la
résistance d’un matériau aux déformations en réponse à une force appliquée. Pour un liquide, il est
proportionnel à son poids par unité de volume. Le déplacement dans la direction de compression, le
long de l’axe x, est donné par

∆ =
∫ L/2

−L/2
(1− cosθ) ds, (4.94)

et est liée à la force appliquée nécessaire pour comprimer la plaque le long de l’axe x par :
P = dU/d∆. L’action caractérisant ce système s’écrit donc

S =
∫ L/2

−L/2
L(s) ds, L=

D
2

θ̇
2 +

K
2

w2 cosθ −P(1−cosθ −∆/L)−Q(s)(sinθ − ẇ), (4.95)

et où P et Q(s) sont des multiplicateurs de Lagrange introduits pour prendre en compte la contrainte
globale (4.94) et la relation locale entre w et θ respectivement. En effet, w(s) et θ(s) ne sont pas
indépendants puisque ẇ = sinθ . Néanmoins, on les considère comme indépendantes et on tient
compte de leur relation via l’introduction d’un multiplicateur de Lagrange.

L’équation régissant la morphologie de la plaque peut alors être obtenue par variation de l’éner-
gie comme nous l’avons fait à la Section 4.1.5. De manière équivalent, elle peut être obtenu à l’aide
de les équations d’Euler-Lagrange en considérant (θ ,w) comme des coordonnées généralisées :

∂L
∂qi

− d
ds

∂L
∂ q̇i

= 0, i = 1,2, avec q1 = θ et q2 = w. (4.96)

En utilisant l’expression (4.95) du lagrangien, nous obtenons les deux équations suivantes

Dθ̈ +
K
2

w2 sinθ +Psinθ +Qcosθ = 0, Kwcosθ − Q̇ = 0. (4.97)
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En dérivant la première équation de (4.97) par rapport à s et en utilisant la seconde équation
de (4.97) pour éliminer Q̇ avec ẇ = sinθ , on obtient

D
...
θ +Kw+

K
2

w2
θ̇ cosθ +Pθ̇ cosθ −Qθ̇ sinθ = 0. (4.98)

Puisque le lagrangien L ne dépend pas explicitement de la variable indépendante s, le hamilto-
nien H est une constante (dH/ds = 0). L’expression du hamiltonien est donnée par

H = ∑
i

q̇i
∂L
∂ q̇i

−L=
D
2

θ̇
2 − K

2
y2 cosθ +P(1− cosθ)+Qsinθ =C = 0. (4.99)

À ce stade, nous nous limitons à l’étude d’une plaque infiniment longue L → ∞ avec w = θ = θ̇ = 0
pour s →±∞. Comme indiqué ci-dessous, cette approximation donne une description satisfaisante
de ce système et permet d’obtenir une solution exacte explicite. Nous décrirons brièvement plus
bas comment les résultats diffèrent pour une plaque de longueur finie [16]. Cette simplification
permet de poser la constante d’intégration C égale à 0 grâce aux conditions aux bords à l’infini. Le
multiplicateur de Lagrange Q est finalement éliminé en multipliant l’expression (4.99) de H par θ̇

et en ajoutant le résultat à l’équation (4.98) :

D
...
θ +

D
2

θ̇
3 +Pθ̇ +Kw = 0. (4.100)

L’équation (4.100) est simplement celle de l’elastica d’Euler. Elle exprime l’équilibre des forces
normales sur une section infinitésimale de la plaque. Le dernier terme, qui correspond généralement
à une force normale externe, provient ici de la pression hydrostatique. En dérivant l’équation (4.100)
on obtient une équation dépendant uniquement de θ :

D
....
θ +

3D
2

θ̇
2
θ̈ +Pθ̈ +K sinθ = 0. (4.101)

Notons que cette équation est invariante par rapport à la transformation w →−w. Ce système est
donc caractérisé par une symétrie haut-bas, ce qui signifie que le pli unique qui focalise toute la
déformation pour les grandes compressions, voir Figs. 4.19(c) et 4.20(a), a lieu vers le substrat
ou vers le haut. En effet, une déformation ou sa symétrique obtenue à l’aide de la transformation
w →−w est équivalente pour la plaque si son poids est négligé. De plus, élever le liquide hors du
bain ou le pousser vers le bain de manière symétrique est aussi énergiquement équivalent.

Solutions linéaires : petits déplacements

q 2

q -2

P
/(

D
 K

)1/
2

0

1

2

3

4

5

q/(K/D)1/4
0 0.5 1 1.5 2 2.5

FIGURE 4.18 – Relation (4.103)
adimensionnée.

Avant de décrire les solutions non linéaires de ce problème,
nous considérons d’abord le cas des petits déplacements pour
lesquelles ẇ = sinθ ≃ θ . Dans ce cas, l’équation (4.100) se
simplifie

D ....w +Pẅ+Kw = 0. (4.102)

On retrouve donc l’équation (4.35) avec B = D, puisqu’il s’agit
ici d’une plaque, et P =−T puisque nous considérons une force
(par unité de longueur) compressive ; ces deux quantités étant
uniformes. Comme la plaque est infinie, on peut ne pas prendre
explicitement les conditions aux bords en considération ; l’in-
fluence de ces dernières seront faibles loin des bords. L’équation
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(4.102) admet des solutions périodiques pourvu que la force de compression soit reliée au nombre
d’onde de la manière suivante :

w(s) = Acos(qs), ⇒ P = Dq2 +K q−2. (4.103)

Cette relation entre P et q est l’équivalent de la relation entre P et k = nπ/L obtenue pour un tige
(ou plaque) sans substrat, voir Eq. (4.37). Dans ce cas, les conditions aux bords empêchaient k
de tendre vers 0 et d’obtenir une force critique nulle. Ici, la présence d’un substrat empêche P de
tendre vers 0. En effet, la relation (4.103) montre que P(q) possède un minimum, voir Fig. 4.18, qui
correspondra au minimum de l’énergie puisque l’énergie totale du système est égale au travail de la
force compressive : U =

∫
Pd∆. La valeur optimale, q∗ = 2π/λ , du nombre d’onde minimisant P

s’obtient de la relation ∂P/∂q = 0 et vaut

q∗ =
[

K
D

]1/4

, ⇒ λ = 2πℓ≡ 2π

(
D
K

)1/4

, et Pc = 2(DK)1/2, (4.104)

où Pc = P(q∗) et ℓ est l’échelle de longueur du problème. Pour une force P inférieure à Pc, la plaque
reste plane. Lorsque P = Pc, cet état est instable et toute perturbation infinitésimale conduit au
flambage de la plaque qui ondule alors avec une longueur d’onde λ . L’expression théorique de λ

est en très bon accord avec les données expérimentales [12, 98] et rassemblées dans la Fig 4.19(a).
En conséquence, l’équation (4.102) régissant la morphologie de la plaque, et obtenue à partir d’un
développement à l’ordre le plus bas du Lagrangien (4.95), rend bien compte de la physique de ce
système près du seuil de flambage.

Relation avec le pendule simple
Pour décrire l’évolution ultérieure de la morphologie de la plaque, nous devons utiliser l’équa-

tion non linéaire (4.101). À première vue, il semble peu probable que cette équation possède des
solutions exactes et explicites. Cependant, elle est caractérisée par de nombreuses symétries. De
simples manipulations algébriques permettent d’obtenir la valeur de w et toutes ses dérivées en
s = 0, ce qui laisse à penser que le problème peut être intégrable [99]. De plus, cette équation
peut être déduite de l’équation intégrable du pendule simple, ce qui est une autre indication du fait
que des solutions exactes peuvent exister. En effet, l’énergie d’un pendule simple, où le temps est
formellement remplacé par la variable d’espace s, peut s’écrire sous la forme

U = cste =C
[

θ̇ 2

2
+q2(1− cosθ)

]
, ⇒ q2 cosθ =

θ̇ 2

2
+q2 − U

C
, (4.105)

où C est une constante assurant la cohérence des unités. La dérivée première de l’énergie, dU/ds =
0, nous donne l’équation du pendule simple, θ̈ + q2 sinθ = 0, qui, dérivée deux fois, permet
d’obtenir l’équation (4.101) après quelques manipulations :

d2

ds2

[
θ̈ +q2 sinθ

]
=

....
θ −q2 sinθ︸ ︷︷ ︸

=−θ̈

θ̇
2 + q2 cosθ︸ ︷︷ ︸

= θ̇2
2 +q2−U

C

θ̈ +
[
θ̈ +q2 sinθ

]︸ ︷︷ ︸
=0

(qℓ2)−2,

=
....
θ +

3
2

θ̇
2
θ̈ + θ̈

[
q2 +(qℓ2)−2]+ sinθ

ℓ4 = 0 (4.106)

où nous avons ajouté un terme identiquement nul dans la première égalité (en veillant à la cohérence
des unités) et posé U = 0 dans la seconde pour être cohérent avec le fait que nous avons posé le
hamiltonien égale à zéro, H = 0, dans notre système. En utilisant la définition (4.104) de ℓ et en
multipliant cette dernière relation par D, on trouve

D
....
θ +

3D
2

θ̇
2
θ̈ +

[
Dq2 +Kq−2]

θ̈ +K sinθ = 0, (4.107)

qui est identique à l’équation (4.101) pourvu que P = Dq2 +Kq−2.
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FIGURE 4.19 – a. Évolution de la longueur d’onde juste au-dessus du seuil de flambage (4.104) en fonction
du rapport entre le module de flexion de la plaque et de la rigidité effective du substrat K = ρg [12, 98].
b. Évolution des amplitudes centrales du déplacement de la plaque en fonction du déplacement imposé
∆ [12, 15]. c. Comparaison entre la solution exacte, Eqs. (4.111) et (4.92), et trois profils expérimentaux
correspondant à des déplacements ∆/λ = 0.15, 0.30 et 0.80 [12, 15].

Solutions non linéaires : grands déplacements

Grâce à ce lien entre deux systèmes apparemment distincts, c-à-d une plaque flottante compri-
mée et un pendule simple, on peut construire des solutions exactes de l’équation (4.101). En effet,
nous venons de montrer qu’une solution de l’équation du pendule simple sera une solution de l’équa-
tion (4.101). L’équation du pendule simple étant du second ordre, elle est plus simple à résoudre
que l’équation de notre problème qui est du quatrième ordre. En intégrant l’expression (4.105) de
l’énergie d’un pendule avec U = 0, on trouve facilement que

θ̄(A,q;s) = 4arctan
(
Ae±iqs) , (4.108)

où nous plaçons une barre sur θ pour indiquer qu’il s’agit d’une solution du pendule et non pas
une solution pertinente de notre problème. Cette expression (4.108) est également une solution de
l’équation (4.101) pour tout A à condition que P = Dq2 +Kq−2. Il s’agit de solutions complexes
pour l’équation (4.101), avec des nombres d’onde complexes. En résolvant l’équation qui relie P et
q, on trouve les nombres d’onde possibles

q =±κ+± iκ−; où κ± =
1
2

[
K
D

]1/4[
2± P√

DK

]1/2

= ℓ−1

√
2

2

[
1± P

Pc

]1/2

. (4.109)

De solutions réelles exactes peuvent cependant être construites en utilisant ces solutions
complexes. L’équation à résoudre étant non linéaire, des combinaisons linéaires des solutions
complexes ne sont plus des solutions. Néanmoins, l’équation (4.101) est le troisième membre de la
hiérarchie « stationary-sine–Gordon-modified-Korteweg–de Vries » où l’équation de sine-Gordon
et celle du pendule simple sont les deux premiers membres [101]. Connaissant trois solutions, θ̄0,
θ̄1, θ̄2, de l’équation du pendule, on peut construire une autre solution, θ , en utilisant le principe de
superposition non linéaire suivent [102] :

tan
[

θ − θ̄0

4

]
=

q1 +q2

q1 −q2
tan
[

θ̄1 − θ̄2

4

]
. (4.110)

Ces trois solutions sont obtenues à partir de l’équation (4.108) en utilisant la relation (4.109) entre
q et P, qui relie l’équation du pendule à l’équation (4.101), et en fixant la valeur appropriée pour
l’amplitude arbitraire A. Si on choisit θ̄0 = θ̄0(A0 = 0,q0;s) = 0, θ̄1 = θ̄1(A1 = 1,q1 = κ+− iκ−;s)
et θ̄2 = θ̄2(A2 = 1,q2 =−κ+− iκ−;s) on obtient une solution symétrique θS. Si on choisit θ̄0 =
θ̄0(A0 = 0,q0;s) = 0, θ̄1 = θ̄1(A1 = 1,q1 = κ+− iκ−;s) et θ̄2 = θ̄2(A2 = 1,q2 =−κ+− iκ−;s) on
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FIGURE 4.20 – Profils exacts d’une plaque infinie comprimée sur un bain de liquide obtenus à partir des
équations (4.111) et (4.92) avec L → ∞ : a. Solution symétrique ; b. Solution antisymétrique. c. Veine de
quartz dans le l’ardoise (Trondheim, Norvège) ; barre d’échelle 20 cm [30]. d. Veine de quartz (Cap de Creus,
Espagne) [100].

obtient une solution antisymétrique θA :

θS = 4arctan
[

κ− sin(κ+s)
κ+ cosh(κ−s)

]
, θA = 4arctan

[
κ− cos(κ+s)
κ+ cosh(κ−s)

]
. (4.111)

La substitution de ces fonctions dans l’équation (4.101) confirme qu’elles sont effectivement
solutions. Les expressions (4.111) avec les relations (4.92) pour L → ∞ ainsi que la définition de
κ± (4.109) donnent l’évolution de la forme de la plaque en fonction de la force appliquée P, voir
Fig. 4.20(a) et (b). Cette force peut être liée au déplacement imposé ∆ en utilisant l’équation (4.94)
avec L → ∞ :

∆ =
2λ

π

[
2− P√

DK

]1/2

=
2
√

2λ

π

[
1− P

Pc

]1/2

, (4.112)

où nous avons utilisé l’équation (4.104) pour introduire λ . Cette relation est vraie pour les solutions
symétrique et antisymétrique. En conséquence, la force appliquée évolue avec le confinement
suivant une loi quadratique,

P√
DK

= 2− π2

4

[
∆

λ

]2

, ou
P
Pc

= 1− π2

8

[
∆

λ

]2

. (4.113)

Finalement, on peut facilement calculer l’évolution de l’amplitude au centre de la plaque en fonction
du déplacement imposé en utilisant les équations (4.92) et la solution (4.111). Pour la solution
antisymétrique, cette amplitude est évidemment nulle. Pour la solution symétrique, on obtient :

A0 =
∫ 0

−∞

sinθS ds =
λ

π

[
2− P√

DK

]1/2

=
∆

2
. (4.114)

Même si cette solution exacte a été obtenue dans le cas idéal d’une plaque infiniment longue, le pli
final est une déformation localisée qui devrait être indépendante de la taille du système. Ceci est
illustré par la Fig. 4.19(b), où l’évolution expérimentale de l’amplitude des deux rides centrales, A0



4.3 Structures plissées 141

et A1, pour les plaques finies [12] est comparée à l’évolution prédite par la solution exacte obtenue
pour une plaque infinie. Dès que le pli central commence à se former (∆/λ ≳ 0.3), l’accord est
remarquable. La Fig. 4.19(c) montre une comparaison entre les profils expérimentaux et théoriques
confirmant que l’approximation d’une plaque infinie donne une description satisfaisante de la
morphologie pour des plaques de longueur finie. Finalement, la Fig. 4.20(c) et (d) montre une
comparaison qualitative avec certains motifs géologiques (veines de quartz). Le lecteur intéressé
par l’étude des plis géologiques pourra consulter, par exemple, l’article [30].
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A. Rappels et relations utiles

La mécanique des milieux continus requière l’utilisation de quantités scalaires comme la masse
volumique ou la pression, de quantités vectorielles comme la position ou la vitesse et de quantités
tensorielles comme le tenseur de déformation ou des contraintes. Un scalaire peut être vu comme
un tenseur d’ordre 0, un vecteur comme un tenseur d’ordre 1 et un tenseur, tel qu’utilisé dans
ce cours, comme un tenseur d’ordre 2. Notons qu’un tenseur n’est pas limité à l’ordre 2. Par
exemple, la généralisation au matériaux anisotropes comme les cristaux de la loi de Hooke (qui
relie le tenseur des contraintes τ au tenseur des déformation ε) introduit un tenseur d’ordre 4, le
tenseur des constantes élastiques [elastic modulus tensor], ou tenseur des rigidités [stiffness tensor] :
τi j =Ci jklεkl . En géométrie différentielle, le tenseur de Riemann–Christoffel, qui permet d’exprimer
la courbure des variétés riemanniennes, est une tenseur d’ordre 4 qui joue un rôle important dans la
formulation mathématique de la relativité générale. Dans cette annexe, nous rappelons quelques
propriétés et relations impliquant des vecteurs et des tenseurs.

A.1 Vecteurs
La norme et la direction d’un vecteur ne dépendent pas du système de coordonnées utilisé.

Cependant, pour le calcul, il est plus pratique de décrire un vecteur par rapport à un système de
coordonnées. Pour cela, nous dotons notre système de coordonnées de vecteurs de base unitaires
(e1,e2,e3) le long des axes de coordonnées. Tout vecteur peut alors être décrit en termes de ses
composantes par rapport aux vecteurs de base : v = v1e1 + v2e2 + v3e3 où v1, v2 et v3 sont les
composantes du vecteur v par rapport à la base choisie, voir Fig. A.1(a). On utilisera parfois la
notation (ex,ey,ez) pour les vecteurs de base et (vx,vy,vz) pour les composantes d’un vecteur qui
est une notation plus explicite mais moins commode pour écrire des sommations.

A.1.1 Opération sur les vecteurs
Sommation

La sommation de deux vecteurs s’effectue géométriquement par la construction habituelle, voir
Fig. A.1(b). En termes de composantes, la sommation s’effectue composante par composante :

u+v =
3

∑
i=1

uiei +
3

∑
i=1

viei ≡ uiei + viei = (ui + vi)ei, (A.1)

où la sommation implicite sur les indices répétés à été utilisée.
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a b

c

d

e

f

FIGURE A.1 – a. Construction de Cauchy ; dSi est l’aire de la face normale à la direction ei. b. Cube infini-
tésimal construit sur les axes de coordonnées et représentation des composantes du tenseur des contraintes. c.
Élément de surface bidimensionnel.

Produit scalaire
Le produit scalaire entre deux vecteurs est un scalaire défini par la relation

u ·v = |u||v|cosθ(u,v), (A.2)

où θ est l’angle entre les deux vecteurs et |u|, |v| sont les normes des vecteurs, voir Fig. A.1(c).
En utilisant la loi des cosinus (théorème de Pythagore généralisé), on peut encore écrire que
|u|2 + |v|2 = |u−v|2 +2|u||v|cosθ(u,v) et donc que

u ·v =
1
2
(
|u|2 + |v|2 −|u−v|2

)
. (A.3)

De la définition (A.2), on déduit que le produit scalaire entre deux vecteurs est nul s’ils sont
orthogonal (θ = π/2). De plus, le produit scalaire d’un vecteur avec lui-même (θ = 0) donne
le carré de la norme du vecteur : v ·v = |v|2. On déduit également que le produit scalaire est
commutatif (u ·v = v ·u) et qu’il s’agit d’une forme bilinéaire :

w · (αu+βv) = α(w ·u)+β (w ·v), (A.4)

où α et β sont des scalaires. Grâce à la définition (A.2) et ses propriétés, on peut également calculer
un produit scalaire à l’aide des composantes des vecteurs :

u ·v = uiei · v je j = uiv j(ei ·e j)≡ uiv j gi j = uiv j δi j = uivi, (A.5)

où δi j est le symbole de Kronecker : δi j = 1 si i = j et δi j = 0 si i ̸= j. Pour obtenir la relation
(A.5), on supposé que les vecteurs de base étaient orthonormés. Dans ce cas, la métrique gi j ne
contient que des éléments diagonaux égaux à 1 (gi j = δi j). Suivant le système de coordonnées
choisis, ce n’est pas toujours le cas.

Le produit scalaire permet également de calculer la composante d’un vecteur le long d’une
direction donnée comme montré sur la Fig. A.1(c). Soit v un vecteur et n un vecteur unitaire qui
n’est pas nécessairement colinéaire avec un des vecteurs de base. Alors, v ·n donne la composante
de v le long de n. En effet, soit abc le triangle rectangle construit à l’aide des vecteurs v et n comme
montré sur la Fig. A.1(d). Soit un second vecteur unitaire m pointant dans la direction bc. Soit α

et β , les longueurs des segment ab et bc respectivement. Le vecteur joignant a et b est αn et le
vecteur joignant b et c est βm. On a de plus que v = αn+βm. Donc v ·n= (αn+βm) ·n= α

puisque n ·n= 1 et n ·m= 0. En particulier, si n est un vecteur de base, le produit scalaire donne
la composante du vecteur le long de cet axe : v ·e j = viei ·e j = v j.
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Produit vectoriel
Le produit vectoriel de deux vecteurs u et v est antisymétrique et donne un vecteur orthogonal

à ces derniers (Fig. A.1(e)) :

w = u×v =−v×u, et |w|= |u||v|sinθ(u,v). (A.6)

La norme de w est donc égale à l’aire du parallélogramme construit sur u et v. Le sens de w est tel
que la base (u,v,w) est de sens direct (règle de la main droite). Le produit vectoriel est également
une forme bilinéaire :

w× (αu+βv) = α(w×u)+β (w×v). (A.7)

De la définition (A.6), on déduit que

e1 ×e2 = e3; e2 ×e3 = e1; e3 ×e1 = e2 ⇒ ei ×e j = εi jk ek, (A.8)

où εi jk est le symbole de Levi-Civita : εi jk = 1 si {i, j,k} pour une permutation paire de {1,2,3},
εi jk =−1 si {i, j,k} pour une permutation impaire de {1,2,3} et εi jk = 0 si au moins deux indices
sont égaux. Le produit scalaire peut alors s’exprimer à partir des composantes des vecteurs comme

w = u×v = (uiei)× (v je j) = uiv j(ei ×e j) = εi jk uiv j ek. (A.9)

De ce qui précède, on en déduit que le scalaire (u×v) ·w correspond au volume du parallélé-
pipède construit à l’aide de ces trois vecteurs, voir Fig. A.1(f). En effet, ce volume vaut V = Bh où
B est l’aire de sa base et h sa hauteur. L’aire de sa base vaut simplement B = |u×v| alors que sa
hauteur est donnée par la projection de w sur une direction perpendiculaire à la base. Le vecteur
unitaire pointant dans cette direction est n= (u×v)/|u×v|. Dès lors, on a h =w ·n. On obtient
alors que V = (u×v) ·w. Notons que ce produit mixte peut encore s’écrire comme

(u×v) ·w = εi jk uiv jwk. (A.10)

A.2 Tenseurs
Nous avons déjà remarqué que les positions étaient classiquement décrites par des vecteurs

dans un espace euclidien à trois dimensions, muni du produit scalaire habituel. Il en va de même
pour les forces, les vitesses et les accélérations. Venons-en à la définition d’un tenseur (du deuxième
ordre).

Définition A.2.1 — Tenseur du 2ème ordre (A). Un tenseur du deuxième ordre est une applica-
tion linéaire qui transforme un vecteur en un autre vecteur du même espace.

On voit d’après (1.33) que le tenseur des contraintes τ répond bien à cette définition : à chaque
direction n, il associe une contrainte σ et ce, par le biais d’une transformation linéaire.

Regardons maintenant comment un tenseur se comporte lors d’un changement de base. Les
composantes d’un vecteur varient selon la base choisie. On a, par exemple, pour les vecteurs
contrainte et normale d’un élément de surface,

σ = σiei = σ
′
ke

′
k et n= niei = n′ke

′
k, (A.11)

où (e1,e2,e3) et (e′1,e
′
2,e

′
3) sont deux bases, la première étant supposée orthonormée. En effectuant

le produit scalaire des deux membres de la première équation (A.11) avec e j, on obtient le lien
entre les deux représentations d’un vecteur :

σi(ei ·e j) = σ
′
i (e

′
i ·e j) ⇒ σ j = (e′i ·e j)σ

′
i ≡ Gi jσ

′
i ⇒ e′i = Gi je j, (A.12)
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où on a utilisé ei ·e j = δi j et où la dernière relation a été obtenue en remplaçant l’expression de
σ j obtenue ci-dessus dans la première équation (A.11). Ces relations peuvent être inversées pour
obtenir

σ
′
j = Pi jσi, et ei = Pi je

′
j. (A.13)

La matrice (Gi j) = (Pi j)
−1 = (e′i ·e j) est la matrice de changement de base.

■ Exemple A.1 — Changement de base à 2D. Déterminer l’expression du vecteur v= e1+2e2
(v1 = 1, v2 = 2) dans une nouvelle base définie par

e′1 = e1 +e2, e′2 = 2e1 +3e2.

A l’aide de la définition de la matrice G, on obtient

G =

(
1 1
2 3

)
avec det(G) = 1 et

(
e′1
e′2

)
=

(
1 1
2 3

)(
e1
e2

)
où on considère les vecteurs de base comme un vecteur colonne et les composantes d’un vecteur
comme un vecteurs ligne. On a donc finalement

P = G−1 =

(
3 −1
−2 1

)
et

(
v′1 v′2

)
=
(
v1 v2

)( 3 −1
−2 1

)
=
(
−1 1

)
.

Et donc v = v′ie
′
i =−e′1 +e′2. ■

Nous pouvons maintenant nous intéresser au tenseur de contraintes, par exemple. Les nombres
τi j apparaissant dans (1.33) sont la représentation de τ dans une base donnée. Voyons comment se
transforme cette représentation lors d’un changement de base. Quelle que soit la base, on a σ = τn.
On a donc d’une part, σi = τi jn j et, d’autre part, σ ′

k = τ ′
kℓn

′
ℓ. On peut donc écrire successivement

τ
′
kℓn

′
ℓ = σ

′
k = Pikσi = Pikτi jn j = Pikτi jP−1

ℓ j n′ℓ. (A.14)

Comme cette relation doit être vraie ∀n, on en déduit

τ
′
kℓ = Pikτi jP−1

ℓ j . (A.15)

Notons que si la base e′ est également orthonormée, on a de plus que

P−1 = PT = G, (A.16)

Dans ce cas, la relation (A.15) se réduit à

τ
′
kℓ = Pikτi jPjℓ, (A.17)

où encore, en notation matricielle, τ ′ = PT τP = GτGT . Cette relation, très importante, permet de
reconnaître un tenseur du deuxième ordre. Elle peut aussi servir de définition équivalente d’un
tenseur :

Définition A.2.2 — Tenseur 2ème ordre (B). Un tenseur du deuxième ordre est un ensemble de
9 nombres qui se transforment par un changement de base selon la formule (A.17).

Cette seconde définition a l’avantage de se généraliser facilement. Un tenseur d’ordre n est un
ensemble de 3n nombres Ai jk... (n indices) qui se transforment par un changement de base selon la
formule A′

mno... = PimPjnPko . . .Ai jk.... La formule fait intervenir la matrice (Pi j) autant de fois qu’il
y a d’indices et, bien sûr, la convention de sommation sur les indices répétés est sous-entendue.
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A.3 Remarques et relations utiles
A.3.1 Remarques

— Le symbole d’un indice répété est libre : Ai jk...Bpqk... = Ai jζ ...Bpqζ ...

— Une lettre en indice ne peut apparaître plus de deux fois : AikB jkCkk est une expression
incorrecte. Une expression correcte pourrait être AikB jkCℓℓ ou AiℓB jkCℓk ou AikB jℓCℓk.

a b c

FIGURE A.2 – a. Coordonnées cartésienne b. Coordonnées cylindriques. c. Coordonnées sphériques.

A.3.2 Opérateurs différentiels
Les expressions des opérateurs différentiels usuels (gradient, divergence, rotationnel, laplacien)

peuvent s’obtenir dans n’importe quel système de coordonnées [103]. Nous donnons leurs expres-
sions ci-dessous uniquement dans les trois systèmes de coordonnées les plus couramment utilisés
où les vecteurs de base sont supposées avoir été normés.

Définition A.3.1 — Gradient. Soit φ(x) un champ scalaire différentiable. Le gradient d’un
champ scalaire donne un vecteur qui s’écrit comme :

Cartésiennes : ∇φ =
∂φ

∂x
ex +

∂φ

∂y
ey +

∂φ

∂ z
ez,

Cylindriques : ∇φ =
∂φ

∂ r
er +

1
r

∂φ

∂ϕ
eϕ +

∂φ

∂ z
ez,

Sphériques : ∇φ =
∂φ

∂ r
er +

1
r

∂φ

∂θ
eθ +

1
r sinθ

∂φ

∂ϕ
eϕ ,

où les coordonnées cylindriques sont telles que x = r cosϕ , y = r sinϕ , z = z et les coordonnées
sphériques sont telles que x = r sinθ cosϕ , y = r sinθ sinϕ , z = r cosθ , voir Fig. A.2.

Définition A.3.2 — Divergence. Soit f(x) un champ vectoriel différentiable. La divergence
d’un champ vectoriel donne un scalaire qui s’écrit comme :

Cartésiennes : ∇·f =
∂ fx

∂x
+

∂ fy

∂y
+

∂ fz

∂ z
,

Cylindriques : ∇·f =
1
r

∂ (r fr)

∂ r
+

1
r

∂ fϕ

∂ϕ
+

∂ fz

∂ z
,

Sphériques : ∇·f =
1
r2

∂ (r2 fr)

∂ r
+

1
r sinθ

∂ ( fθ sinθ)

∂θ
+

1
r sinθ

∂ fϕ

∂ϕ
.
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Définition A.3.3 — Rotationnel. Soit f(x) un champ vectoriel différentiable. Le rotationnel
d’un champ vectoriel donne un vecteur qui s’écrit comme :

Cartésiennes : ∇×f =

(
∂ fz

∂y
−

∂ fy

∂ z

)
ex +

(
∂ fx

∂ z
− ∂ fz

∂x

)
ey +

(
∂ fy

∂x
− ∂ fx

∂y

)
ez = εi jk

∂ fk

∂x j
ei,

Cylindriques : ∇×f =

(
1
r

∂ fz

∂ϕ
−

∂ fϕ

∂ z

)
er +

(
∂ fr

∂ z
− ∂ fz

∂ r

)
eϕ +

1
r

(
∂ (r fϕ)

∂ r
− ∂ fr

∂ϕ

)
ez,

Sphériques : ∇×f =
1

r sinθ

[
∂ ( fϕ sinθ)

∂θ
− ∂ fθ

∂ϕ

]
er +

1
r

[
1

sinθ

∂ fr

∂ϕ
−

∂ (r fϕ)

∂ r

]
eθ

+
1
r

[
∂ (r fθ )

∂ r
− ∂ fr

∂θ

]
eϕ

.

Définition A.3.4 — Laplacien (scalaire). Soit φ(x) un champ scalaire différentiable. Le
Laplacien d’un champ scalaire donne un scalaire qui s’écrit comme :

Cartésiennes : ∇
2
φ =

∂ 2φ

∂x2 +
∂ 2φ

∂y2 +
∂ 2φ

∂ z2 ,

Cylindriques : ∇
2
φ =

1
r

∂

∂ r

(
r

∂φ

∂ r

)
+

1
r2

∂ 2φ

∂ϕ2 +
∂ 2φ

∂ z2 ,

Sphériques : ∇
2
φ =

1
r2

∂

∂ r

(
r2 ∂φ

∂ r

)
+

1
r2 sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂φ

∂θ

)
+

1
r2 sin2

θ

∂ 2φ

∂ϕ2 .

Notons que le Laplacien s’écrit parfois comme ∆ au lieu de ∇2.

Définition A.3.5 — Laplacien (vectoriel). Soit f(x) un champ vectoriel différentiable. Le
Laplacien d’un champ vectoriel donne un vecteur qui s’écrit comme :

Cartésiennes : ∇2f = (∇2 fx)ex +(∇2 fy)ey +(∇2 fz)ez,

Cylindriques : ∇2f =

[
∇

2 fr −
fr

r2 −
2
r2

∂ fϕ

∂ϕ

]
er +

[
∇

2 fϕ −
fϕ

r2 +
2
r2

∂ fr

∂ϕ

]
eϕ +

[
∇

2 fz
]
ez,

Sphériques : ∇2f =

[
∇

2 fr −
2 fr

r2 − 2
r2 sinθ

∂ ( fθ sinθ)

∂θ
− 2

r2 sinθ

∂ fϕ

∂ϕ

]
er

+

[
∇

2 fθ −
fθ

r2 sin2
θ
+

2
r2

∂ fr

∂θ
− 2cosθ

r2 sin2
θ

∂ fϕ

∂ϕ

]
eθ

+

[
∇

2 fϕ −
fϕ

r2 sin2
θ
+

2
r2 sinθ

∂ fr

∂ϕ
+

2cosθ

r2 sin2
θ

∂ fθ

∂ϕ

]
eϕ

Ces expressions peuvent s’obtenir à partir de la relation : ∇2f =∇(∇·f)−∇×(∇×f).



A.3 Remarques et relations utiles 151

Nous donnons ci-dessous quelques propriétés générales de ces opérateurs. Soient φ(x) et ψ(x)
deux champs scalaires différentiables, soient f(x) et g(x) deux champs vectorielles différentiables :

— ∇(φ +ψ) =∇φ +∇ψ ; ∇(φψ) = φ∇ψ +ψ∇φ .

— ∇(f ·g) = (f ·∇)g+(g ·∇)f +f × (∇×g)+g× (∇×f).

— ∇·(φf) = φ ∇·f +f ·∇φ ; ∇·(f ×g) = g · (∇×f)−f · (∇×g) ; ∇·(∇×f)≡ 0.

— ∇×(φf) = φ(∇×f)+(∇φ)×f ; ∇×(∇×f) =∇(∇·f)−∇2f .

— ∇×(f ×g) = f∇·g−g∇·f +(g ·∇)f − (f ·∇)g ; ∇×(∇φ)≡ 0.

— ∇2(φψ) = φ∇2ψ +2(∇φ) · (∇ψ)+ψ∇2φ .

A.3.3 Relations entre vecteurs
— a× (b×c) = b(a ·c)−c(a ·b) ; (a×b)×c= b(a ·c)−a(b ·c).

— a · (b×c) = b · (c×a) = c · (a×b).

— a× (b×c)+b× (c×a)+c× (a×b) = 0.

A.3.4 Théorèmes intégraux

Théorème A.3.1 — Théorème de Green. Soit p et q deux fonctions continument diffé-
rentiables (C1) sur un ouvert de R2 contenant S. Soit S l’intérieur d’un chemin fermé Γ

paramétré dans le sens antihorlogique. Alors l’intégrale de contour du champ de vecteurs
f(x) = p(x,y)ex +q(x,y)ey vaut∮

Γ

f(x) · dℓ≡
∮

Γ

(p(x,y)dx+q(x,y)dy) =
∫

S

(
∂q
∂x

− ∂ p
∂y

)
dxdy. (A.18)

Ce théorème est également connu sous le nom de théorème de Green-Riemann.

Théorème A.3.2 — Théorème de Green-Ostrogradski. Soit f(x) un champ de vecteurs
continument différentiable sur un ouvert de R3 contenant V et n le vecteur normal unitaire
extérieur de la surface fermée S délimitant V , alors∫

V
∇·f(x) dx=

∫
S
f(x) ·n dS. (A.19)

Ce théorème est également connu sous le nom de théorème de Gauss ou de la divergence.

En remplaçant f (x) par certaines formes spécifiques dans (A.19), on peut obtenir d’autres variantes.
Par exemple, en replaçant f (x) par c× f (x) avec c un vecteur constant, on obtient∫

V
∇·[c×f(x)] dx=

∫
S
[c×f(x)] ·n dS.

En utilisant les relations rappelées dans les Sections A.3.2 et A.3.3, on obtient

−c ·
[∫

V
[∇×f(x)]dx

]
=

[∫
S
[f(x)×n]dS

]
·c,

où on a sorti le vecteur constant des intégrales. Comme cette relation doit être vraie pour tout c, on
obtient finalement∫

V
[∇×f(x)]dx=

∫
S
[n×f(x)]dS. (A.20)
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Théorème A.3.3 — Théorème de Stokes. Soit f(x) un champ de vecteurs continument
différentiable sur un ouvert de R3 contenant S et Γ. Soit S une surface ouverte limitée par un
chemin fermé Γ parcouru à gauche suivant la normale extérieure n de S (règle du tire-bouchon),
alors ∫

S
[∇×f(x)] ·n dS =

∮
Γ

f(x) · dℓ. (A.21)

Ce théorème est une généralisation du théorème de Green dans le cas où S est une surface
non-plane. Il est également connu sous le nom de théorème de Kelvin-Stokes.

Tout comme le théorème de Green-Ostrogradski, on peut obtenir d’autres variantes du théorème de
Stokes en remplaçant f(x) par certaines formes spécifiques dans (A.21). Par exemple, en replaçant
f (x) par c× f (x) avec c un vecteur constant, on obtient∫

S
[∇×(c×f(x))] ·n dS =

∮
Γ

(c×f(x)) · tΓ dℓ=
∮

Γ

(f(x)× tΓ) ·c dℓ,

où tΓ est le vecteur tangent unitaire le long du chemin Γ et où on a utilisé la formule de permutation
(Section A.3.3). En utilisant, la formule du rotationnel d’un produit vectoriel (Section A.3.2) et en
tenant que c est un vecteur constant, on trouve∫

S
[c∇·f − (c ·∇)f ] ·n dS = c ·

[∫
S
[n(∇·f)− (∇f) ·n] dS

]
=

[∮
Γ

(f × tΓ) dℓ
]
·c,

Comme cette relation doit être vérifiée pour tout vecteur c, on obtient∫
S
[n(∇·f(x))− (∇f(x)) ·n] dS =

∮
Γ

(f(x)× tΓ) dℓ. (A.22)

où [(∇f(x)) ·n]i ≡ (∂ f j/∂xi)n j. Choisissons maintenant f(x) = γ(x)n. On vérifie facilement
sur un petit schéma que n× tΓ =−nΓ où nΓ est le vecteur normal unitaire extérieur au chemin Γ.
On a donc

−
∮

Γ

γ nΓ dℓ=
∫

S
[n(∇·γn)− (∇γn) ·n] dS

=
∫

S
[n(γ ∇·n+n ·∇γ)−∇γ(n ·n)− γ n ·∇n] dS.

Si maintenant on restreint ∇γ à être tangent à la surface S (comme c’est le cas si γ est la tension
superficielle) alors n ·∇γ = 0. De plus, comme n ·n= 1 et n ·∇n=∇(n ·n)/2 =∇(1)/2 = 0,
on obtient finalement

∮
Γ

γ nΓ dℓ=
∫

S
[∇Sγ − γ n∇·n] dS, (A.23)

où un indice S a été ajouté au gradient de γ pour se souvenir que celui-ci doit être calculé le long de
la surface S : ∇S =∇−n(n ·∇).

A.3.5 Relations diverses
— εi jkεiℓm = δ jℓδkm −δ jmδkℓ ; εi jkεi jℓ = 2δkℓ.

— Déterminant : det(ai j) = εi jka1ia2 ja3k ; det(AB) = det(A)det(B) ; det(A−1) = [det(A)]−1 ;
det(AT ) = det(A).
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— Trace : Tr(A+B) = Tr(A)+Tr(B) ; Tr(αA) = αTr(A) ; Tr(AT ) = Tr(A) ; Tr(AB) = Tr(BA).

— Changement de base : une matrice A, se transformera comme A′ = P−1AP. Son déterminant
est donc inchangé : det(A′) = det(P−1)det(A)det(P) = det(P)−1 det(A)det(P) = det(A). Sa
trace est aussi invariante : Tr(A′) = Tr(P−1AP) = Tr(P−1PA) = Tr(A).

A.4 Équations en coordonnées curvilignes

Nous donnons dans cette Section les expressions de la conservation de la masse et de l’équation
de Navier-Stokes pour un fluide incompressible ainsi que les expressions des tenseurs des déforma-
tions infinitésimales et taux de déformation dans les systèmes de coordonnées les plus couramment
utilisés.

A.4.1 Coordonnées cartésiennes

Conservation locale de la masse en coordonnées cartésiennes

∇·v =
∂vx

∂x
+

∂vy

∂y
+

∂vz

∂ z
= 0. (A.24)

Équation de Navier-Stokes en coordonnées cartésiennes

ρ

[
∂vx

∂ t
+ vx

∂vx

∂x
+ vy

∂vx

∂y
+ vz

∂vx

∂ z

]
= ρ gx −

∂ p
∂x

+µ

[
∂ 2vx

∂x2 +
∂ 2vx

∂y2 +
∂ 2vx

∂ z2

]
,

ρ

[
∂vy

∂ t
+ vx

∂vy

∂x
+ vy

∂vy

∂y
+ vz

∂vy

∂ z

]
= ρ gy −

∂ p
∂y

+µ

[
∂ 2vy

∂x2 +
∂ 2vy

∂y2 +
∂ 2vy

∂ z2

]
,

ρ

[
∂vz

∂ t
+ vx

∂vz

∂x
+ vy

∂vz

∂y
+ vz

∂vz

∂ z

]
= ρ gz −

∂ p
∂ z

+µ

[
∂ 2vz

∂x2 +
∂ 2vz

∂y2 +
∂ 2vz

∂ z2

]
. (A.25)

Tenseur taux de déformation en coordonnées cartésiennes

υxx =
∂vx

∂x
, υyy =

∂vy

∂y
, υzz =

∂vz

∂ z
,

2υxy =
∂vx

∂y
+

∂vy

∂x
, 2υxz =

∂vx

∂ z
+

∂vz

∂x
, 2υyz =

∂vy

∂ z
+

∂vz

∂y
. (A.26)

Vu les définitions (1.20) et (1.23) du tenseur des déformations infinitésimales et du tenseur taux
de déformation, on obtient les relations pour le premier tenseur en substituant υ → ε et vi → ui

dans les relations du second tenseur. Le tenseur des contraintes s’obtient alors directement de ces
relations à l’aide des relations constitutives (2.30) pour les fluides newtonien incompressibles et
(2.45) pour les solides hookéens.

A.4.2 Coordonnées cylindriques

Conservation de la masse

On obtient l’expression locale de la conservation de la masse pour un fluide incompressible
simplement en utilisant l’expression de la divergence en coordonnée cylindrique rappelée à la
Section A.3.2.
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Conservation locale de la masse en coordonnées cylindriques

∇·v =
1
r

∂ (rvr)

∂ r
+

1
r

∂vϕ

∂ϕ
+

∂vz

∂ z
= 0. (A.27)

Équation de Navier-Stokes
Pour obtenir l’expression de l’équation de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques, on doit,

d’une part, utiliser les expressions du gradient et du laplacien vectoriel rappelées à la Section A.3.2
et, d’autre part, exprimer le terme d’advection dans ce système de coordonnées. On peut remarquer
que les opérateurs différentiels gradient, divergence, rotationnel et laplacien scalaire ne font
intervenir que des dérivées du champ scalaire ou vectoriel en coordonnées cartésiennes, cylindriques
et sphériques. Par contre, le laplacien vectoriel ainsi que le terme d’advection, comme nous le
verrons, contiennent des contributions du champ lui-même en plus de ses dérivées. Nous n’entrerons
pas dans les détails ici, lecteur intéressé pourra consulter un ouvrage consacré à ces questions [103,
104], mais nous voulons néanmoins discuter brièvement ce point en rappelant quelques idées afin
d’entrevoir la raison conduisant à l’apparition de ces termes.

Considérons un vecteur quelconque v défini par ses composantes contravariantes v̄i en un
point P dans le repère naturel ēi d’un système de coordonnées curvilignes : v = v̄iēi, où les barres
indiquent simplement qu’il ne s’agit pas des composantes physiques qui sont obtenues lorsque
les vecteurs de base sont normés et que toutes les composantes du vecteur ont donc les mêmes
unités (voir ci-après). Lorsqu’on se déplace d’une quantité infinitésimale dx dans un système de
coordonnées curvilignes, les composantes du vecteur varient en général, mais aussi le repère naturel
puisqu’il dépend de la position. On a donc dv = dv̄iēi + v̄i dēi. Le second terme, appelé parfois
terme convectif, est nul en coordonnées cartésiennes puisque les vecteurs de base ē(c)i ne dépendent
pas de l’endroit où on se trouve et où (c) est utilisé momentanément pour éviter les confusions entre
coordonnées curvilignes et cartésiennes. Cette variation des vecteurs de base peut évidemment
s’écrire comme une combinaison des vecteurs de base eux-mêmes, dē j = dwi

jēi, de sorte que
dv = (dv̄i + v̄ j dwi

j)ēi. Les quantités dw j
i dépendent du déplacement effectué : dwi

j = Γi
jk dxk où

Γi
jk sont les symboles de Christoffel (Elwin Bruno Christoffel, 1829–1900). On peut donc écrire

dv =

(
∂ v̄i

∂xk +Γ
i
jk v̄ j
)

dxk ēi ≡ (∇kv̄i) dxk ēi. (A.28)

L’expression entre parenthèse est la dérivée covariante. On constate donc que la variation des
vecteurs de bases avec la position introduit un terme « correctif » à la dérivée ordinaire qui est
proportionnel au champ de vecteurs lui-même et non à sa dérivée. Il ne sera donc pas étonnant de
voir apparaître ce type de terme dans certains opérateurs différentiels.

Connaissant le changement de coordonnées xi
(c) = xi

(c)(x
j), les vecteurs de base sont obtenus

à partir de la relation ē j = (∂xi
(c)/∂x j)e

(c)
i . Le tenseur métrique est alors obtenu en effectuant

le produit scalaire des vecteurs de base : gi j = ēi · ē j. En différenciant cette relation, on obtient
dgi j = dēi · ē j + ēi · dē j et donc

∂kgi j dxk = (Γℓ
ikēℓ · ē j +Γ

ℓ
jkēi · ēℓ)dxk ⇒ ∂kgi j = Γ

ℓ
ik gℓ j +Γ

ℓ
jk giℓ.

En permutant les indices de cette dernière relation, on peut en obtenir deux autres. En combinant
ces trois relations, on peut isoler le symbole de Christoffel et obtenir son expression en fonction du
tenseur métrique :

Γ
j
ik =

1
2

g jℓ (∂igkℓ+∂kgiℓ−∂ℓgik) , Γ
j
ik = Γ

j
ki,
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où g jℓ sont les éléments de la matrice inverse (g jℓ)
−1 avec giℓgℓ j = δ

j
i . La métrique étant constante

en coordonnées cartésiennes, les symboles Christoffel sont tous nuls et la dérivée covariante
coïncide avec la dérivée ordinaire.

Il est d’usage en physique d’utiliser les composantes physiques des vecteurs et tenseurs puis-
qu’alors toutes leurs composantes ont les mêmes unités. Les vecteurs de base sont normés de
la manière suivante : ei = ēi/|ēi| = ēi/

√
gii (sans sommation sur i). Pour qu’un vecteur ne soit

pas modifié par ce changement de norme, on doit avoir v = v̄iēi = viei = viēi/
√

gii. Si de plus
le système de coordonnées est orthogonal, comme c’est la cas pour les coordonnées curvilignes
usuelles, on a gi j = 0 pour i ̸= j et donc gii = 1/gii (sans sommation sur i). Par conséquent, les
composantes physiques d’un vecteur sont : vi = v̄i√gii = v̄i

√
gii (sans sommation sur i). Vu cette

égalité, la position des indices n’a pas d’importance pour les composantes physiques et ils sont
habituellement placés en bas. De même, pour un tenseur A d’ordre 2, les composantes physiques
sont données par Ai j = Āi j√giig j j = Āi j

√
giig j j (sans sommation sur i et j).

Nous pouvons maintenant calculer le terme d’advection en coordonnées cylindriques. C’est le
seul que nous calculerons en détail. Le lien entre les coordonnées cartésiennes et cylindriques est

x = r cosϕ; y = r sinϕ; z = z.

Les vecteurs de bases sont

ēr = cosϕ ex + sinϕ ey; ēϕ =−r sinϕ ex + r cosϕ ey; ēz = ez,

où nous n’avons plus indiqué (c) pour les vecteurs de bases cartésien puisqu’il n’y a pas de
possibilité de confusion ici. On constate donc bien que les vecteurs de bases non normés ci-dessus
(ēr et ēϕ par exemple) n’ont pas les mêmes unités. Nous passerons aux composantes physiques
ci-dessous. Le tenseur métrique est obtenu en effectuant le produit scalaire entre les vecteurs de
base et les seuls symboles de Christoffel non nuls sont :

g =

1 0 0
0 r2 0
0 0 1

 ; g−1 =

1 0 0
0 r−2 0
0 0 1

 ; Γ
r
ϕϕ =−r, Γ

ϕ

ϕr = Γ
ϕ

rϕ =
1
r
.

Le terme d’advection est donné par :

(v ·∇)v=(v̄i
∇iv̄ j)ē j = v̄i(∂iv̄ j+Γ

j
ikv̄k)ē j =

[
vi√
gii

](
∂i

[
v j√g j j

]
+Γ

j
ik

[
vk√
gkk

])
√

g j j e j, (A.29)

où il n’y a pas de sommation sur les indices répétés du tenseur métrique et où la deuxième
égalité correspond à l’expression du terme d’advection en composantes physiques. Calculons la
composante er. On a successivement en tenant compte des symboles de Christoffel non nuls

[(v ·∇)v] ·er =

[
vi√
gii

](
∂i

[
vr√
grr

]
+Γ

r
ik

[
vk√
gkk

])
√

grr =

[
vi√
gii

](
∂ivr +Γ

r
ik

[
vk√
gkk

])
,

=

[
vr√
grr

]
∂rvr +

[
vϕ√gϕϕ

]
∂ϕvr +

[
vz√
gzz

]
∂zvr +

[
vϕ√gϕϕ

]
Γ

r
ϕϕ

[
vϕ√gϕϕ

]
,

= vr∂rvr +
vϕ

r
∂ϕvr + vz∂zvr −

v2
ϕ

r
.
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Calculons encore la composante eϕ du terme d’advection :

[(v ·∇)v] ·eϕ =

[
vi√
gii

](
∂i

[
vϕ√gϕϕ

]
+Γ

ϕ

ik

[
vk√
gkk

])
√

gϕϕ ,

=

([
vr√
grr

]
∂r

[vϕ

r

]
+

[
vϕ√gϕϕ

]
∂ϕ

[vϕ

r

]
+

[
vz√
gzz

]
∂z

[vϕ

r

]
+

[
vr√
grr

]
Γ

ϕ

rϕ

[
vϕ√gϕϕ

]
+

[
vϕ√gϕϕ

]
Γ

ϕ

ϕr

[
vr√
grr

])
r,

=
(

vr∂r

[vϕ

r

]
+

vϕ

r2 ∂ϕvϕ +
vz

r
∂zvϕ +2

vϕvr

r2

)
r,

= vr∂rvϕ +
vϕ

r
∂ϕvϕ + vz∂zvϕ +

vϕvr

r
.

La dernière composante se calcule de manière similaire.
En utilisant l’expression du terme d’advection avec les expressions du gradient et du laplacien

vectoriel en coordonnées cylindriques, voir Section A.3.2, l’équation de Navier-Stokes s’écrit pour
chaque composante :

Équation de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques

ρ

[
∂vr

∂ t
+v ·∇vr −

v2
ϕ

r

]
= ρ gr −

∂ p
∂ r

+µ

[
∇

2vr −
vr

r2 −
2
r2

∂vϕ

∂ϕ

]
,

ρ

[
∂vϕ

∂ t
+v ·∇vϕ +

vϕvr

r

]
= ρ gϕ − 1

r
∂ p
∂ϕ

+µ

[
∇

2vϕ −
vϕ

r2 +
2
r2

∂vr

∂ϕ

]
,

ρ

[
∂vz

∂ t
+v ·∇vz

]
= ρ gz −

∂ p
∂ z

+µ ∇
2vz, (A.30)

où le seul symbole non explicité, ∇2, est le laplacien scalaire en coordonnées cylindriques. Nous
avons également utilisé la notation

v ·∇ f = vr
∂ f
∂ r

+
vϕ

r
∂ f
∂ϕ

+ vz
∂ f
∂ z

, (A.31)

pour éviter d’écrire plusieurs fois le même opérateur différentiel. Il s’obtient formelle en effectuant
le produit scalaire entre v et ∇vi écrit en coordonnées cylindriques avec des vecteurs de base
normés.

Tenseur taux de déformation
Si le vecteur v de la définition de la dérivée covariante (A.28) est le champ de vitesse eulérienne,

alors on voit que le tenseur des gradients de vitesse est naturellement donné par la dérivée covariante
du champ de champ de vitesse. Le tenseur taux de déformation est alors donné par

ῡi j =
1
2
(∇iv̄ j +∇ jv̄i) , où ∇iv̄ j = ∂iv̄ j −Γ

k
i jv̄k et υi j = ῡi j

√
giig j j,

où υi j est le tenseur exprimé en composantes physiques et où il n’y a pas de sommation sur les
indices répétés du tenseur métrique. Le signe négatif précédent le symbole de Christoffel dans
l’expression de la dérivée covariante provient du fait qu’elle est calculée sur les composantes
covariantes d’un vecteur.
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En effet, ēi · ē j = gikēk · ē j = gikgk j = δ i
j. Donc, dēi · ē j = −ēi · dē j = −Γℓ

jk dxkēi · ēℓ =
−Γi

jk dxk. Mais le vecteur dēi est une combinaison des vecteurs de base : dēi = Ωi
kē

k. Ces co-
efficients Ω, s’obtiennent via le produit scalaire dēi · ē j = Ωi

j = −Γi
jk dxk. Donc, dēi = Ωi

jē
j =

−Γi
jk dxkē j. Grâce à cette relation, on peut maintenant calculer la différentielle d’un vecteur exprimé

dans la base duale : dv̄ = dv̄iē
i+ v̄i dēi = dv̄iē

i− v̄iΓ
i
jk dxkē j = (∂kv̄i− v̄ jΓ

j
ik)ē

i dxk ≡ (∇kv̄i)ē
i dxk.

Le tenseur taux de déformation en composantes physiques est donc donné par

υi j =
1
2

(
∂i

[
v j√
g j j

]
+∂ j

[
vi√
gii

]
−2Γ

k
i j

[
vk√
gkk

])√
giig j j. (A.32)

Calculons par exemple υϕϕ et υrϕ :

υϕϕ =
1
2

(
∂ϕ

[
vϕ√
gϕϕ

]
+∂ϕ

[
vϕ√
gϕϕ

]
−2Γ

k
ϕϕ

[
vk√
gkk

])
gϕϕ =

1
r

∂vϕ

∂ϕ
+

vr

r
.

υrϕ =
1
2

(
∂r

[
vϕ√
gϕϕ

]
+∂ϕ

[
vr√
grr

]
−2Γ

k
rϕ

[
vk√
gkk

])√
grrgϕϕ =

1
2

(
1
r

∂vr

∂ϕ
+

∂vϕ

∂ r
−

vϕ

r

)
.

Les autres composantes se calculent de manière similaire.

Tenseur taux de déformation en coordonnées cylindriques

υrr =
∂vr

∂ r
, υϕϕ =

1
r

∂vϕ

∂ϕ
+

vr

r
, υzz =

∂vz

∂ z
,

2υrϕ =
1
r

∂vr

∂ϕ
+

∂vϕ

∂ r
−

vϕ

r
, 2υrz =

∂vr

∂ z
+

∂vz

∂ r
, 2υϕz =

1
r

∂vz

∂ϕ
+

∂vϕ

∂ z
. (A.33)

A.4.3 Coordonnées sphériques
Conservation locale de la masse en coordonnées sphériques

∇·v =
1
r2

∂ (r2vr)

∂ r
+

1
r sinθ

∂ (vθ sinθ)

∂θ
+

1
r sinθ

∂vϕ

∂ϕ
= 0. (A.34)

Équation de Navier-Stokes en coordonnées sphériques

ρ

[
∂vr

∂ t
+v ·∇vr −

v2
ϕ + v2

θ

r

]
= ρ gr −

∂ p
∂ r

+µ

[
∇

2vr −
2
r2

∂vθ

∂θ
− 2

r2 sinθ

∂vϕ

∂ϕ
− 2vr

r2 − 2cotθ

r2 vθ

]
,

ρ

[
∂vθ

∂ t
+v ·∇vθ +

vθ vr

r
−

v2
ϕ cotθ

r

]
= ρ gθ − 1

r
∂ p
∂θ

+µ

[
∇

2vθ − 2cosθ

r2 sin2
θ

∂vϕ

∂ϕ
+

2
r2

∂vr

∂ϕ
− vθ

r2 sin2
θ

]
, (A.35)

ρ

[
∂vϕ

∂ t
+v ·∇vϕ +

vrvϕ

r
+

vϕ vθ cotθ

r

]
= ρ gϕ − 1

r sinθ

∂ p
∂ϕ

+µ

[
∇

2vϕ +
2

r2 sinθ

∂vr

∂ϕ
+

2cosθ

r2 sin2
θ

∂vθ

∂ϕ
−

vϕ

r2 sin2
θ

]
,

où le seul symbole non explicité, ∇2, est le laplacien scalaire en coordonnées sphériques. Nous
avons également utilisé la notation

v ·∇ f = vr
∂ f
∂ r

+
vθ

r
∂φ

∂θ
+

vϕ

r sinθ

∂φ

∂ϕ
, (A.36)
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pour éviter d’écrire plusieurs fois le même opérateur différentiel. Il s’obtient formelle en effectuant
le produit scalaire entre v et ∇vi écrit en coordonnées sphériques avec des vecteurs de base normés.

Tenseur taux de déformation en coordonnées sphériques

υrr =
∂vr

∂ r
, υϕϕ =

1
r sinθ

∂vϕ

∂ϕ
+

vθ cotθ

r
+

vr

r
, υθθ =

1
r

∂vθ

∂θ
+

∂vr

∂ r
,

2υrϕ =
1

r sinθ

∂vr

∂ϕ
+

∂vϕ

∂ r
−

vϕ

r
, 2υrθ =

∂vθ

∂ r
− vθ

r
+

1
r

∂vr

∂θ
,

2υϕθ =
1
r

∂vϕ

∂θ
−

vϕ cotθ

r
+

1
r sinθ

∂vθ

∂ϕ
. (A.37)



B. Étude multi-échelle des paquets d’onde

Nous présentons ici une étude faiblement non linéaire des vagues en eau profonde pour obtenir
les équations (3.36a) et (3.37) par la méthode des échelles multiples.

Nous reprenons l’étude de vagues modélisées par

∇
2
φ = 0, pour z ≤ h(x, t) (B.1)

∂φ

∂ t
+gh− γκ

ρ
+

1
2
|∇φ |2 = 0,

∂φ

∂ z
=

∂h
∂ t

+
∂φ

∂x
∂h
∂x

, pour z = h(x, t). (B.2)

Avant de résoudre ces équations, exprimons-les sans dimension. Comme nous voulons décrire des
ondes, il est naturel d’utiliser la pulsation ω et le nombre d’onde k comme base de renormalisation
des variables. Posons

kx = x′, kz = z′, ωt = t ′ ⇒
(

∂

∂x
,

∂

∂ z

)
= k
(

∂

∂x′
,

∂

∂ z′

)
,

∂

∂ t
= ω

∂

∂ t ′
. (B.3)

De la sorte, un profil typique de vague, cos(kx−ωt) s’écrit simplement cos(x′− t ′). Disposant des
unités de longueur et de temps, nous déduisons l’unité de vitesse ω/k. Écrivons donc

φ(x,z, t) =
ω

k2 φ
′(x′,z′, t ′), h(x, t) =

1
k

h′(x′, t ′) (B.4)

À l’intérieur du fluide, nous gardons, en variables réduites,

∂ 2φ ′

∂x′2
+

∂ 2φ ′

∂ z′2
= 0, z′ ≤ h′. (B.5)

et, en surface, nous obtenons :

ω2

k2
∂φ ′

∂ t ′
+

g
k

h′− γ

ρ

k ∂ 2h′
∂x′2[

1+( ∂h′
∂x′ )

2
]3/2 +

ω2

k2
1
2
|∇φ

′|2 = 0,
ω

k
∂φ ′

∂ z′
=

ω

k
∂h′

∂ t ′
+

ω

k
∂φ ′

∂x′
∂h′

∂x′
,

c-à-d

∂φ ′

∂ t ′
+Gh′−

T ∂ 2h′
∂x′2[

1+( ∂h′
∂x′ )

2
]3/2 +

1
2
|∇φ

′|2 = 0,
∂φ ′

∂ z′
=

∂h′

∂ t ′
+

∂φ ′

∂x′
∂h′

∂x′
, (B.6)
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où n’apparaissent plus que les nombres sans dimension (à vérifier, sachant qu’une tension est une
force par unité de longueur)

G =
gk
ω2 , T =

γk3

ρω2 . (B.7)

Clairement, le premier est associé à la gravité et le second à la tension de surface. Sans calcul,
on peut directement s’attendre à ce que les effets de tension de surface soient négligeables par
rapport à l’action de la gravité, si T ≪ G et inversement, si T ≫ G. La grandeur relative de ces
deux nombres est donnée par T /G = γk2/(ρg), c-à-d

T
G

= (kλc)
2 , (B.8)

où λc =
√

γ/ρg est la longueur capillaire.
Le problème posé par (B.5) et (B.6) est hautement non linéaire, non seulement à cause des

termes apparaissant en (B.6) mais aussi du fait que ces conditions aux limites s’appliquent en
z = h(x, t), dont nous ne connaissons pas a priori la valeur. Pour progresser, nous supposerons que
les vagues sont de faible amplitude, ce que nous formalisons par

φ
′ = εϕ, h′ = εη , ε ≪ 1. (B.9)

Le petit paramètre ε donne donc le rapport entre la hauteur des vagues et leur longueur d’onde.
Pour alléger les notations dans ce qui suit, nous omettons les primes et notons les dérivées par un
indice. Les équations deviennent

∇
2
ϕ = 0, z < εη

ϕt +Gη − T ηxx

(1+ ε2η2
x )

3/2 +
ε

2
|∇ϕ|2 = 0, ϕz = ηt + εϕxηx, z = εη ,

(B.10)

et si nous posons purement et simplement ε = 0, nous obtenons

∇
2
ϕ = 0, z < 0

ϕt +Gη −T ηxx = 0, ϕz = ηt , z = 0, (B.11)

La première équation se résout aisément 1. Étudiant des ondes progressives dans la direction x, soit

ϕ = Re
{

Aei(x−iz−t)
}
. (B.12)

Par substitution dans (B.11), on obtient immédiatement η = Re
{

iAei(x−iz−t)
}

et

G+T = 1, → ω
2 = gk+ γk3/ρ (B.13)

Supposons à présent que l’amplitude A dans (B.12) varie lentement en x. Pour simplifier le
calcul, nous négligerons la tension de surface, c-à-d que nous supposerons

G = 1, T = 0. (B.14)

Nous formalisons la lente variation de A par l’introduction des variables lentes

X = δx, Z = δ z, T = δ t, δ ≪ 1. (B.15)

1. Rappel du cours d’analyse complexe : Re f (x− iz) est harmonique pour toute fonction analytique f .



161

Ainsi, X ,Z,T ne varient significativement que lorsque x,z, t sont d’ordre δ−1 ≫ 1. L’amplitude
A est donc supposée avoir la dépendance spatio-temporelle A = A(X ,Z,T ). Mais comme ϕ est
harmonique, on peut directement écrire

A(X ,Z,T ) = A(X − iZ,T ), (B.16)

ce qui rend ∇2ϕ = 0 automatique dans z < 0. En z = 0, on a

ϕt +η = 0, ϕz = ηt , (B.17)

ou encore,

η =−ϕt , ϕz +ϕtt = 0, (B.18)

Vu l’introduction de δ , nous cherchons une solution sous la forme d’un développement asymptotique

ϕ ∼ A(X − iZ,T )ei(x−t)+z +A∗(X + iZ,T )e−i(x−t)+z

+δϕ1(x− t,z,X ,Z,T )+δ
2
ϕ2(x− t,z,X ,Z,T )+ . . . (B.19)

Dans l’expression de ϕ1 et ϕ2, X ,Z,T sont traitées comme si elles étaient indépendantes de x,z, t,
car elles sont censées être attachées à des phénomènes dissociés -la lente variation de l’amplitude
des oscillations. Bien sûr, par (B.15) nous savons que ces variables ne sont pas indépendantes
mais l’esprit de la méthode des échelles multiples est de le supposer. Par ailleurs, pour exploiter
le développement (B.19), on suppose que le premier terme domine et que δϕ1 est une petite
correction. Une fois δϕ1 calculé, δ 2ϕ2 raffine notre approximation et ainsi de suite. On suppose
donc implicitement que ϕ1,ϕ2, . . . sont tous d’ordre 1. En substituant (B.19) dans la deuxième
équation de (B.18) et en réunissant tous les termes ordre par ordre, on voit qu’à l’ordre 0 en δ ,
(B.18) est vérifié et qu’à l’ordre suivant, δ , on a

ϕ1,z +ϕ1,tt = i
(

∂A
∂X

+2
∂A
∂T

)
ei(x−t)+ c.c. (B.20)

C’est une équation différentielle inhomogène pour ϕ1. Comme les variables X et T sont supposées
indépentantes de x,z et t, ∂A

∂X +2 ∂A
∂T est vu comme constant sur les échelles x,z et t. Donc le membre

de droite est équivalent à une amplitude constante multipliant un facteur oscillant de la forme ei(x−t).
Pour trouver une solution particulière, on pourrait essayer

ϕ1 = B(X ,T )ei(x−t)+ c.c.,

mais on s’aperçoit immédiatement que dans ce cas ϕ1,z +ϕ1,tt = 0. Par contre, avec ϕ1 = tB(X ,T )
ei(x−t)+ c.c., on a ϕ1,z +ϕ1,tt =−2iBei(x−t)+ c.c. et on trouve donc la solution particulière

ϕ1 =− t
2

(
∂A
∂X

+2
∂A
∂T

)
ei(x−t)+ c.c. (B.21)

Notre solution approchée s’écrit ainsi

ϕ = A(X − iZ,T )ei(x−t)+z −δ
t
2

(
∂A
∂X

+2
∂A
∂T

)
ei(x−t)+z + c.c.+ . . . (B.22)

Cependant, en regardant attentivement cette expression, on s’aperçoit que les termes d’ordre δ

deviennent du même ordre que les premiers pour les temps longs, c-à-d pour t = O(1/δ ). Mais
dans ce cas, l’argument qui a présidé à la dérivation de (B.21) s’écroule ! La seule manière de
maintenir la validité de notre développement pour les temps longs, c’est donc d’imposer que

∂A
∂X

+2
∂A
∂T

= 0. (B.23)

On appelle cela la condition de solvabilité et c’est la pierre angulaire des méthodes asymptotiques.
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R Des termes divergeant de la sorte dans des développements asymptotiques sont qualifiés de
séculaires, en référence à des calculs de trajectoires astronomiques qui devenaient imprécis sur
des durées de l’ordre du siècle. Les calculs perturbatifs à l’époque d’Henri Poincaré (1854–1912)
contenaient souvent de tels termes, à la grande consternation des savants de l’époque.

La résolution de (B.23) est immédiate :

A(X ,T ) = A
(

X − T
2

)
. (B.24)

Le paquet d’ondes se propage donc à la vitesse 1/2, c-à-d en dimensions, vg = c/2.
Ce résultat nous amène à revoir notre expression pour l’amplitude A en introduisant une

coordonnée mouvante à la vitesse de groupe :

ξ = X − T
2
= δ (x− t

2
). (B.25)

Pour étudier l’évolution de A sur les temps très longs, nous introduisons l’échelle de temps lente

τ = δ
2t (B.26)

et écrivons cette fois :

ϕ =
(

A(ξ − iZ,τ)ei(x−t)+z + c.c.
)
+δ

2
ϕ2(x− t,z,ξ ,Z,τ)+ . . . , (B.27)

On a omis le terme ϕ1 : il est en toute généralité donné par C(ξ ,τ)ei(x−t)+ c.c., où C est une
amplitude encore indéterminée, mais ce terme ne jouera aucun rôle dans la suite du présent calcul.
Calculons :

0 = ϕz +ϕtt = δ
2
{

ϕ2,z +ϕ2,tt +

[(
1
4

Aξ ξ −2iAτ

)
ei(x−t)+ c.c.

]}
(B.28)

Comme à l’ordre précédent, pour éviter la présence de termes séculaires dans ϕ2, il nous faut
supposer le terme entre crochets égal à zéro. Cela donne

iAτ −
1
8

Aξ ξ = 0, (B.29)

ou, en posant ψ = A∗ et en renormalisant légèrement ξ ,

iψτ +
1
2

ψξ ξ = 0. (B.30)

On reconnaît là, l’équation de Schrödinger de la mécanique quantique associée à un potentiel nul,
ou encore l’équation d’onde en électromagnétisme dans l’approximation paraxiale. Si on réécrit
l’équation pour A en dimensions, on trouve

−1
ωδ 2 iAt +

1
8δ 2k2 Axx = 0 → −iAt +

β

2
Axx = 0. (B.31)

où β = ω

4k2 =
∂ 2ω

∂k2 est le coefficient de dispersion chromatique.
On vérifiera (Exercice 3.3.5) que la solution de (B.30) avec la condition initiale ψ(x,0) = e−ξ 2

est donnée par

ψ =
e−ξ 2/(1+2iτ)
√

1+2iτ
, (B.32)
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et, comme illustré en Fig. 3.5(c), ce profil s’étale dans le temps, de manière tout à fait analogue à la
diffraction de rayons gaussiens en optique.

Passons à présent à l’analyse des effets non linéaires. Les effets de déplacement à la vitesse
de groupe et de dispersion chromatique seront couplés aux effets non linéaires, si l’amplitude du
paquet d’ondes est d’ordre ε . Nous allons donc reprendre le développement asymptotique précédent,
en choisissant le petit paramètre δ = ε

ϕ =
(

A(ξ − iZ,τ)ei(x−t)+z + c.c.
)
+ εϕ1(x− t,z,ξ ,Z,τ)+ . . . ,

η =
(

iA(ξ ,τ)ei(x−t)+ c.c.
)
+ εη1(x− t,ξ ,τ)+ . . . ,

ξ = ε(x− t/2),Z = εz,τ = ε
2t. (B.33)

D’autre part, les conditions aux bords doivent être revues pour tenir compte des termes non linéaires
et du fait qu’elles ne sont pas évaluées exactement en z = 0. On a, pour la première,

ϕt(εη)+η +
ε

2
(
ϕx(εη)2 +ϕz(εη)2)= 0,

⇒ ϕt(0)+ εηϕzt(0)+
ε2η2

2
ϕtzz(0)+η +

ε

2
(
ϕ

2
x (0)+ϕ

2
z (0)

)
+ε

2
η (ϕx(0)ϕxz(0)+ϕz(0)ϕzz(0))+ . . .= 0,

⇒ ϕt(0)+η =−ε

(
ηϕzt(0)+

1
2
(
ϕ

2
x (0)+ϕ

2
z (0)

))
−ε

2
(

η2

2
ϕtzz(0)+η (ϕx(0)ϕxz(0)+ϕz(0)ϕzz(0))

)
+ . . . (B.34)

et, pour la seconde,

ϕz(εη)−ηt = εϕx(εη)ηx,

⇒ ϕz(0)+ εηϕzz(0)+
ε2η2

2
ϕzzz(0)−ηt = εϕx(0)ηx + ε

2
ηϕxz(0)ηx + . . . ,

⇒ ϕz(0)−ηt = ε (ϕx(0)ηx −ηϕzz(0))+ ε
2
(

ηϕxz(0)ηx −
η2

2
ϕzzz(0)

)
+ . . . ,

(B.35)

Nous devons résoudre (B.34)-(B.35) en nous rappelant que, par les multiples échelles introduites
dans les arguments des fonctions,

∂x → ∂z + ε∂ξ , ∂z → ∂z + ε∂Z, ∂t → ∂t −
ε

2
∂ξ + ε

2
∂τ . (B.36)

À l’ordre ε , nous trouvons

ϕ1,t +η1 =
1
2

ϕ0,ξ −η0ϕ0,zt −
1
2
(
ϕ

2
0,x +ϕ

2
0,z
)
=

1
2

Aξ ei(x−t)−A2e2i(x−t)+ c.c. (B.37)

ϕ1,z −η1,t = iϕ0,ξ −
1
2

η0,ξ +ϕ0,xη0,x −η0ϕ0,zz =
i
2

Aξ ei(x−t)−2iA2e2i(x−t)+ c.c. (B.38)

On résout cela tranquillement : de la première équation, on tire

η1 =−ϕ1,t +
1
2

Aξ ei(x−t)−A2e2i(x−t)+ c.c., (B.39)

ce qui, dans la seconde, donne

ϕ1,z +ϕ1,tt =− i
2

Aξ ei(x−t)+2iA2e2i(x−t)+
i
2

Aξ ei(x−t)−2iA2e2i(x−t)+ c.c.= 0 (B.40)
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On a donc

ϕ1 = 0, η1 =
1
2

Aξ ei(x−t)−A2e2i(x−t)+ c.c. (B.41)

Sans connaître encore l’évolution de A, on peut déjà remarquer quelque chose d’intéressant :
supposons A = cste = a/2. Dans ce cas, on a η ∼−asin(x− t)− ε(a2/2)cos(2(x− t)). Pour une
amplitude a et un petit ε donnés, le profil de vague est modifié : plus plat dans les creux et pointu
aux crêtes.

Enfin à l’ordre ε3, la première équation devient, après calcul :

ϕ2,t +η2 =−
(

3i
2
|A|2A+Aτ

)
ei(x−t)+2iAAξ e2i(x−t)− 3i

2
A3e3i(x−t)+ c.c.

La seconde condition aux bords donne

ϕ2,z −η2,t = 2A∗Aξ +

(
−5
2
|A|2A+ iAτ −

1
4

Aξ ξ

)
ei(x−t)−4AAξ e2i(x−t)+

9
2

A3e3i(x−t)+ c.c.

En dérivant la première équation par rapport à t et en l’additionnant à la seconde, nous trouvons

ϕ2,z +ϕ2,tt = 2A∗Aξ +

(
−4|A|2A+2iAτ −

1
4

Aξ ξ

)
ei(x−t)+ c.c. (B.42)

La condition de solvabilité est donc, finalement,

2iAτ −
1
4

Aξ ξ −4|A|2A = 0. (B.43)

En posant ψ = A∗, et après une simple remise à l’échelle de ξ et τ , nous pouvons la réécrire sous
la forme standard

iψτ +
1
2

ψξ ξ + |ψ|2ψ = 0. (B.44)

Il s’agit de la fameuse équation de Schrödinger nonlinéaire (NLS -nonlinear Schrödinger equation),
qui apparaît dans un grand nombre de contextes : plasma, optique, méca. Gardons bien à l’esprit
qu’elle décrit l’évolution d’un paquet d’ondes (ici : de vagues), car ψ est une amplitude lentement
variable qui multiplie des oscillations spatio-temporelles.
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