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PR3FACE

Partons de la situation classiciue de vectoriel normé
sur un champ value non-archimédien réel
Il : A, + est un vectoriel sur le champ K et deux fonctions
w et V sont définiesj w de K dans R+ (réels positifs),
V de A dans R+ avec les conditions

A) wk) =0 <=k =0; v(@ =20 a=2~0
(2) w(ki-k2)4a™ max(w(ki)s5vv(k22));v(ax-a2) + max(v(ax),v(a2))r
3) w(kx, k2 = v/(ki;,w((k2) ; v(ka) = v/(k).v(a)

Trois points de cette définition doivent étre mis en évidence

a. La nature algébrique de K, A, + s ici module
(sans torsion évidemment) sur un champ,

bl L'axiome 1 (3)

Co La structure de R+ : groupe totalement ordonné Rj
augmenté d'vin absorbant minimumc

I" J Une généralisation qui n'apporte pas de grandes
difficultés supplémentaires consiste a remplacer RN par un

groupe abélien totalei.ient ordonné I, N (valuations de-Kroll)
ou méme K par corps et c par
o' : VI et V prennent leurs valeurs dans un groupe I

totalement ordonné»

Il T En étudiant ces cas classiques (I, 1'), on est "gji"ené a
introduire les boules-imités (comme le fait Lazard (21 ) |
et b, g sont encore vérifiés et a est remplacé par ;

a' : R est un domaine d'intégrité et A un R-module

sans torsion»

Oe systéme d'axiomes convient aussi avix modules sans torsion
et sans éléments completement divisibles sur-un anneau
principal muni d'une filtration p-adique»

Dés que nous considérons la situation pourtant tres
voisine d'un p-groupe muni de la filtration p-adi®me ou des
algebres de fonctions comme celles étudiées dans (14] dans le
cas complexe, nous constatons que le cadre des axiomes
a', b, c' craque» En fait, il en est ainsi du moment que
a' est remplacé par ;

ao : R est un anneau unital avec éventuellement des

diviseurs de zéro et A un R-module qui Nn’est pas
nécessairement sans torsion.



Aussi les reoherohes prennent-elles deux directions
différentes ;
1111 ; La plus courante -celle des exemples cités plus haut
celle aussi des "modules filtrées'™ étudiés par Bourbaki [5] -
consiste a garder c¢' et a remplacer h par un axiome plus faible

b' s w(ri,,r2)™ w(rx)ow(r2) ; v(ria)™ w(ri).v(a}
Pour limiter les dégats, on peut introduire une h”-pothé”se
supplémentaire du genre de celle introduite par Benz [iJ
pour une classe d'anneaux particuliers ;

di VréeRf 3Br’tPu tel que w(r) = w(r')

et Vr'é R, w(r*r") = w(r),w((@"),

1112 s Une autre possibilité est de conserver b et d'affaiblir
c' en le remplacant par t

c' I I, e N est unjuopoide totalement ordonnéo
C'est ce qu'on fait Hion [I8J et divers éléves de M,Krasner
(communications personnelles et [91 )o

Si nous rassemblons les deux points de vue, nous
obtenons la situation s
111 5 Al + est un module unital sur I'anneau unital R (ao)
I, c, » est un monoi'de totalement ordonné (c")
VI et v" sont deux fonctions de R et A respectivement dans |1
avec les propriétés 1(1)5 1(2), b* et
dgsA est S-valué 7+ Sc R,etVstS, Va”A v(sa)= w(s),v(@)
En jouant sur lés structures algébriques de R et de 1 sui' 3,
on obtient les situations précédentes coirmae cas particuliex-So

IV s Puchs (il] et Yakabe “§] ont introduit des structures
dans lesquelles c" est encore affaibli en ;

co s I est un monoide partiellement ordonné.
Un exemple que nous utiliserons est la filtration d'ordre s
si A est un groupe abélien, v est la fonction de A dans
CO, , ¢ 3, 0/ {1, -1" qui a a associe son ordre.
Si R n'est pas principal, on ne peut deéfinir v conone
fonction de A dans le quotient de R par le groupe des unités.
Pour tenir compte de ce cas, et de plusieurs autres ou
apparait une difficulté de méme nature, nous allons renverser
le point de vue comiue dans ”5]

V T Gardant bg et Ooy nous appelons filtration de R une
fonction croissante de I, ,, é dans 1"ensemble T(R”cdes
sous-groupes additifs de R, notée par indices et
satisfaisant aux conditions i

Ho = 0, RIi.Rj c RI,j.



De méme, lone filtration de A, celle de R étant fixée,
est ;me fonction croissante de 1, ., dans T(A)“cavec
Ao = O, RIi.Aj C AIi,J

IV est un cas particulier de V ; on pose

Ai ={aé¢Ajv@ i , etc...
Réciproquement dans la situation V, on peut construire
la fonction v : v(a) = |Ji e I la ¢ Ai™ et de méme pour Wo
filais ce sont en général des fonctions dans J™I) qui ne
peuvent étre ramenées a des fonctions dans | (v(a; est un
idéal de 1, c'est-a-dire une partie K de | telle que
i K et j i entraine j 6 k).

Dans 1V, v{a) = jiE 11iyy IO0™; A est un module proprement
filtre.

5In fait, V est beaucoup plus général que IV ; on peut

lui ramener les situations suivantes s

1. Les filtrations généralisant les filtrations
p-adiques, comme la fonction de a; dans T(0O), G groupe
abélien, qui a n associe nG-, utilisée notamment dans la théorie
des quasi-isomorphismes.

2. Les modules munis d'une TfTilti’ation d'ordre,

3. Les Diodules ultrametriques décrits par Krasner |2Qi

4. Si fil est un module donné, la structure formée d'un
module A et du systeme des sous-modiiles de A, noyaux des
homomorphismes de A dans fil (utilisés pas Charles IBi ).

5. Les modules linéairement topologisés et d'autres
situations topologiques (chapitre 7).

6. D'une fa™on générale, "beaucoup de cas ou lI'on doit
considérer une famille de sous-groupes de A, + (ensemble
des sous-groupes d'indice fini par exemple).

A lI'exception de la premiére, ces situations seront
décrites par la notion de Gatét--;orie simple (1.2.9.) ou I
comprend 1 et O, ij = 0 pour i 1, j 1, Ri =0

pour i ™ 1, Ri = R.

Les cas les plus intéressants pour notre théorie sont
précisément ce cas simple et la situation 111 (surtout avec
I unital et w() = 1).

La généralisation V présente lI'interét d'étre transmissible
sans difficulté a la somme directe et au complété (ce qui est
aussi vrai pour 11l mais non pour IV) et surtout aux
quotients (ce qui n'est vrai ni pour Il ni pour V)

11 faut noter qu'elle n'augiaente pas sensiblement les
difficultés des recherches.



Fixons maintenant 1, ,,4 et R et prenons snr R
une filtration fixe.
Les modiiles filtrés peuvent étre pris comme objets d*une
catégorie “"(Rtl) dont les morphismes de A dans B sont
les R-homomorpnismes h tels que h(Ai) C Bj_ poiar tout 1i.
Un module filtr& A possede une topologie naturelle de
groupe ahélien : oelle engendrée par les Ai
La catégorie ~M(R,!) est introduite et brlevement étudiée
dans le chapitre 1,
C*est un exemple de catégorie quasi-abélle”ine au sens de

Yoneda {293 (3.2.1.)

Notre but est I'étude des extensions dans
Dans les quatre chapitres du début, nous travaillons sur
la notion d'extension B de A par 0 ; suite exacte de
R-modules filtrés

0—>A-Ab—"0—" 0, h(A) = h(A) O Bi ; g(Bi) = Ci

Ensuite nous considérons des extensions données par

im 30us~modxile A et un procédé de construction, le quotient
ne jouant ici gu'un réle aiixiliaire.

C'est la maniére de voir des chapitres 5 et 6.

Si A et C sont donnés, nous pouvons prolonger la méthode
traditionnelle de Schreier Q.2} et décrire toute extension
par un triple ((f, u, t), f systeme de facteurs de C

dans A, u fonction de R x G dans A, t = [t~ , ti fonction
de Ci dans A = Al/ai réalisant les conditions détaillées
en o3

Naturellement, nous devons classer ces extensions suivant
une relation d'équivalence adéquate et noua pouvons munir
I'ensemble Ext(C, A) des classes d'une loi de groupe abélieuc

Au chapitre 2, nous examinons des types particuliers
d'extensions qui s'imposent a nous, soit par la simplicitée
relative de leur description en triples (f, u, t), soit
par leurs liens avec les situations 111 et IV.

A ce sujet, nous démontrons aisément que dans les cas les
plus intéressants, on obtient le méme groupe Ext si on
suppose A et 0 proprement filtres (IVV) ou 3-valués (do)

et que lI'on exige des extensions qqu'elles réalisent ces
mémes conditions (2.3 2<5).



D'autre part, nous étudions les extensions D-linéaires
(D sous-anneau de R), c'est-a-dire qui possédent un systéme
de représentants D-linéaire, Leinrs classes fori-ent un
sous-groupe Ext8 (C, A) de Ext(C, A).
Touté extension D-linéaire peut étre cai'actérisée par
un triple (0, u, t) ou u et t sont simplifiéso
Si D = R, on peut choisir u = 0 et les t™~ additifs (2.10)

En face des extensions D-lin€éaires, nous définissons
les extensions régulieéres 1 ce sont les extensions pour
lesquelles i1l existe un systeme de représentants h(c) de C
dans B avec vCb(c)) = v(o),

La régularité n'est pas xme notion nouvelle s elle a été
utilisée comme telle par Lyapin [243 Haimo [15} dans
des cas particxiLiers, Dans des situations plus générales,
elle apparait iiQplicitement comme conséquence de propriéetées

de compacité oja comme opposé de la notion
dimmediaticité™ jlOi »
Pour nous, lI'intérét initial est que toute extension

réguliére peut étre exprimée par un triple de la forme

(f, u, 0)o VL’ensemble Extr(C, A) des extensions régulieres
forme donc un sous-groupe de Ext(C, A).

Si G est proprement filtr&, toute extension par C est
réginiere ; la réciproque est vraie dans des cas assez
généraux (2.3.). De meme, nous avons étudié \an critére
pour que toute extension de A soit régui™tife (2.4.)

Par exemple, si A est linéairement compact et v(c)
filtrant a gauche pour tout c dans C, alors toute extension
de A par 0 est réguliere.

Ext(C, A) et Extr(C, A) sont des foncty-irs -covariaats

en C, contravariant3 en A- de.-"R, 1) xR, ) dans x47(2).
Ills possédent les bonnes propriétés habituelles des

foncteurs d'extensions ; nous n'avons démontré que leur
comportement vis-ar*vis des suites exactes que nous utilisons
constamment dans la suite | la démonstration quoique routiniere
est assez longue (3.2.)



Le chapitre 4 est réaervé au foncteur EXtS,
simplement noté Ext©» dont nous démontrons qu'il est le
quotient d'un groupe de morphismes dans une catégorie
abélienne associee ax™(R,D,,

A lI'intérét propre de lI'étude de ExtQ, notamment
dans des situations algébriques particuliéres
(A Injectif ou C projectif par exemple) s'ajoute un

intérét plus général lorsqu'on se limite, soit, si | est
filtrant a droite, a la sous-catégorie des modules
exhaustifs , soit, si | est filtrant a gauche, a la

sous-catégorie des modules séparés et completSo

On peut prouver d'abord que ces deux sous-catégories
peuvent étre identifiées a des sous-catégories de j
de plus, dans les deux oas, im procédé élémentaire*™(3.4.)
permet de ramener lI'étude de Ext ou Ext™ a celle des
groupes Exto ; enfin, chaque groupe EXxto apparait
comme conoyau d“lne application de groupes de morphismes
de "UR,I) &4.1)
Nous donnons en 4,2. quelques exemples de calcul explicite
de Exto.

Les chapitres 5 et 6 sont consacrés respectivement aux
extensions filtrées construites sur un complété de A

et a des extensions introduites sur des modules de
fractions et qui apparaissent souvent comme la réciproque
du passage d'un module a sa botile unitée.

On découvre facilement quand on peut affirmer que la
topologie d'une filtration est une topologie de R-module,
Lorsque c'eat le cas et gue la topologie est séparée,

on peut faire du compléte A de A une extension filtrée de A,
Nous étendons cette construction au cas ou il y a deux
filtrations ((a I-filtration initiale et une auxXiliaire
par rapport a laquelle nous formons le complété) et méme
a luie limite projective filtréee quelconque (lolo6.)

N¢>us avons étudié en détail les cas ou les modifies

AN = Al/a™ sont certaines sommes interdirectes -prolongeant
ainsi une note a I'Académie(sans démonstration) [23J



A gl nTr~ mo a ies_/-InT Q qvi rie» artTnifra *im»+*a 4 A NS

Cea résultats ont diverses applications parmi lesquelles
nous retrouvons une part de la théorie de p-groupes
de hase et de la structure des groupes localement

compacts (5.3.)

Lorsque R est comLiutatif, 1 commutatif \mital, w({) =1
et S une partie multiplicative contenant 1 et formée
d'éléments f-simplifiables (c'est-a-dire si K et K' sont
des idéaux de 1, w(s)K™Mw(s)K' Kr, K, on peut
étendre la filtration d'un module S-valué A au module

de fractions S”1Ao

Si v(a) ~ w(l) pour tout a, cette extension est une sorte
de réciproque du passage a la boiHe-unité, bien qu'en
général (3-1A)g A,

Ces (S71a)i généralisent la notion de divisé de A
utilisée par Lazard I2ly

Nous avons démontré ime condition nécessaire et suffisante
poyr que A soit dense dans (S“MA)q, étudié le complété
(B™M)]_ et les rapports entre Sxttx, A) et Ext(X, (S“MA)i)

Une part des chapitres 3> 4, 5 et 6 est consacrée
a différents aspects de la question "quand 3xt(C, A) = 0 ?"
qui mérite une attention particuliére en tant qu'élément

> -"bléeme des décompositions en somme directe
|

Une premiére) étape est lI'étude des modules
projectifs et injectifs au sens de D (3.3.)
Poirr ce qui regarde les modules projectifs, nous
démontrons facilement que dans les cas intéressants, il
existe suffisamment de modules libres au sens de D
(modules filtros-libres) pour que tout modiile filtré soit le
quotient d'vm CiOdxile projectif. Le résultat est neéegatif
pour les modxiles injectifs.



Si on s'attaque au probleme général, on constate
qu’il se décompose en un probléme pratiqueme”.t algébrique i
"quand toute extension est-elle construite sur la somme
directe ? " et la recherche des cas d'annulation de
Exto qui est I'Objet de 4.3. (les résultats déja cités
le 3.4. ) permettent des passages).

Notons pairmi les résultats de 4.3. les deux suivants,
ou 3 est une partie de R s

Sxto(G, A) =0 Si

1. A est S-valué, G a S-torsion, et si S est formé
d'éléments f-simplifiables.

ou si

2, deux éléments de S ontun multiple commun a droite et
les Ai sont fermés pour la topologie S-adique,

L'extension S“"A ~u chapitre 6, et, si IT est
principal, le complété A pour une filtration 3-adique
auxiliaire sont injectifs au sens algébricMue pour certaines
classes importantes de H-modules et ils réalisent les
conditions pour A des résviltats 1 et 2 respectivement.

En combinant ces remarques, on obtient une propriété
d'injectivité partielle, qui compense dans une certaine
mesure le résultat négatif dans le cas général.

Ghacune des ces propriétés -comme aussi la
présentation d'un module filtr& comme quotient d'un
module filtrée-libre- permettent de décrire Ext(G, A)
comme quotient d'im groupe de morphismes ce qui revient
en fait a décrire les extensions de A pfir G a partir
d'une extension donnée et de morphismes (3.3.8., 5.4.9.»

6.2.5.)

A la fin de 4,3.» nous obtenons un résultat de
décomposition de vectoriels qui généralise Monna [267
En utilisant I'étude du complété, nous obtenons un résultat
comparable a celui de Serre ]27] ; par passage a la
boxile unité, on en déduit la structure de l'extension
(S~1a)x du chapitre 6.



Au début du chapitre 3, nous avons esquissé quelques
applications algébriques de notre tuéorie.
L'instrument de base est l'application qui, a une classe
d'extensions filtréees, fait correspondre la classe des
extensions algébriques sous-jacentes.
Cette application est un homokEiorphisiue de ~roupes
abéliens, en général quelconque. En choisissant
convenablement les filtrations, on peut s'arranger pour
qu’'elle soit bijective et en méme temps pour que les
foncteurs "groupes de morphismes" et "groupes d'extensions
soient les mémes ; ceci permet d'affirmer que la théorie
classique des anneaux-modules, avec ces foncteurs, est
im cas particulier de la noétre.

Si A et G sont munis d'une filtration S-adique,
les extensions algébriques sous-jacentes sont
précisément les extensions S-pures, ce qui donne une
caractérisation du groupe des extensions 3-plires a
partir de la théorie. L'emploi de la filtration d'oi’dre
fournit aussi des indications. En utilisant la régularité
on obtient des critéres de décomposition en somme directe.

Le chapitre 7 est tout entier consacré aux
apjlications topologiques.
Il faut d'abord se demander quand un module topologique
est filtrahie, c'est-a-dire quand sa topologie est la
topologie d'une filtration.
Une condition nécessaire est évidemment qu'il existe un
systeme fondamental de voisinages de 0 formé de
sous-groupes et on peut prendre ce systéme, ordonné par
inclusion, pour |. La difficulté est d'y introduire
une mMmultiplication convenable et de concilier les
systéemes de H et A (c'est possible notamment si R est
discret).
Ceci fait, il est facile de décrire le groupe Bxtt(C,A)
pour des filtrations compatibles de R, A, C et
1 *équivctlence topologique.



0

En réxinissant toutes les possibilités de représentation,
nous obtenons un gx-oupe, limite inductive des groupes
Ext-t(C, a) qui est constitué par toutes les extensions
filtrabies possibles de A par Go

Le reste du chapitre donne des renseignements
sur ce groupe et la notion de réegularité que lI'on
peut encore introduire dans ce cas.

Notons que le procédé que nous décrivons au chapitre 7
est de portée plus générale» 1l peut, si cela se réveéele
utile, etre appliqué a lI'ensemble des sous-groupes
additifs satisfaisant xine x~ropriété donnée du moment
que cet ensemble est un treillis et qu'une filtration

de R n'est pas imposée par le probléeme»

Nous avons rassemblé dans un chapitre 0 notre
terminologie et quelques définitions et résultats connus
que nous utiliserons par la suite» Les lecteurs a qui
ce chapitre serait tout-a-fait inutile sont priés de
Nnous en excuser.



Je voudrais g.ue Monsieur Papy trouve icCi
I'expression de ma reconnaissance pour l'appui précieux
et les conseils éclairés qu'il a "bien voulu m'accorder

lors de la rédaction de cette thésex»

Ce travail n'aurait pu voir le jour sans le
soutien du Ponds National de la Recherche Scientifique
auquel j'adresse mes remerciements sinceres.



CHAPITRE O ; PRELQHNAIRES

0000 Notations - Conventions

Dans ce travail, anneau est mis pour anneau unital
module pour module unital a tgauciie
groupe pour groupe abélien

‘4{,ZvQ,Zn. désignent respectivement les entiers naturels”®

Les entiers rationnels, les rationnels, les groupes

cycliques d'ordre n»

Si Ai est un sous-groupe additif du R-module A, nous
noterons AM le quotient k/k+ o

Les résultats élémentaires de Bourbaki 03 ©t de
Puchs ji2Q sur les groupes, les modules, les modules
topologiques, sont supposés connus?o

Oolo. Ordre
O. 17Mo. Un ensemble ordonné 1, 4 , est filtrant a gauche
(,a droite) si poiur tout i,J é1, il existe un k. dans T

avec kii, k4 (,14k, j4k)o. Tout ensemble totalement
ordonné est filtrant a gauche et a droiteo

Un sup-treillis est ordonné 1, 4 , tel que pour tout

1, j éT, 1T existe un k=sup (i,)), INj:k,j4k et si K™ i»
k’y j, alors K'ij~k* Deéfinition symétrique pour inf-treillis
Un treillis est un sup-et un iNnf-treillis>»> |1l est complet
si tout sous-ensemble a un Inf et un supt>

Une fonction croisante de l'ordonné 1, , dans l'ordonné

J, , est une fonction h de I"dans Jtelle que

iIHBi"™ hDHah3>»).

Q0X0.2» Un. monolde ordonné 1,4 » est un monolde muni d'une
relation d'ordre telle que 143 N ik4d jk et ki4d Kj

pour tout ko.
Dans ce travail | a tou.jours \m élément minimum absorbant Q

et nous notons Ig 1'ensemble T\ J Oj » ~

Polo3. Un idéal de 1"ordonné 7T est une partie K de | telle
que ké K, 1™k entraine i$ K» )

Un idéal K est principal si K=~ou K={i 6 1{1» Iq) «

Nous notons ~ClI) l'ensemble des idéaux de |I. C'est xm.
treillis compléta

DansO'(l), nous i*emplagcons pour plus de commodité, D par™
A par sup, Upar inf<.



0,3.

3

Si KI, K2 i ULD i noua définissons Kio.K2="iferl i;™ ki“kol

ou kife Kl et k2 é K2°-

Cette définition fait den(), . monoide ordonné et
étre identifieé a une partie dej(l), » s™Qn

identifiant i. a idL-N™N »

Limites

Qo2clo Limite jjiductive CLefschetz ) Soit K, si, un
ensemble ordonné, filirant a droite \ "poirr tout k donnons__
nous un R-iaodule Al*.et pour k~Mk*, un R-homomorphisme
pk,.k' "k aana ™

— N\N'EAN\ S —
On SuPPOSC ISP, BTGB I pen
Nous dirons que PCnt identifiés si pour
un k"1 k,k T (saM)=p" Cak'} ¢
So”ent a,b deux collections d'éléments identifies
(@a™);Cb”™ o On définit a + b comme étant la collection

des éléments identifiés a p™»" (@n™)+p”™ Cb» ) pour

k"MK, k". De méme pour la loi externe. L'ensemble des*’
collections d'éléments identifiés est un R-module appelé
limite inductive des pour les p~=>2'; Iim ),

Si les pk,k' sont injectifs, liJ» A" esf'une réunion»

0.2.2. La limite inductive respecte 1'exactitude

si A™Ngh est exacte pour tout k et g'ue les
schémanformés par les g»,, les et les p™»" sont
commutatifs,, alors la suite IIm A " lim AMim
est exacte (Bourbaki )» n N A

0.2030 Limite projective "Cit K,* un ordonné, pour tout

k un A, pour k k' un p™M™n avec les mémes conditions
qu'en 0,2.1, Dans le R-modine/Ji A, distinguons le
sous-module des cléments,(a”™) tels que

pour KiK', (a™M=a, o Ce sous-no(®ule est appelé la
limite projective des A" pour les p™»"™ ; lim A" (p™»" )NA.
Une limite projective est minimale si et sfeuiement si la
projection de A dans A" est siirjective.

Topologie

0.3.1, Soit A \m groupe abélien, AjNifel, une famille de
sous-groupes de A. Les A" définissent sur A une topologie
de groupe -dite engen”ée par les Ai - la moins fine des
topologies pour laquelle les Ai sont ouverts» Un systeme
fondamental de 0 est formé pai' les intersections finies
des Ai et si les A forment lone famille filtrante a gauche
pour C , on peut prendre les Ai eux-mémes comme systéme.
Dans ce cas, Si B est un sous-groupe, l'adhérence de

B =0(@B + A



0.3.2 Si R est im anneau topologiq.ue discret, A xm
E-mo'dule, Ai, ic I, une famille de sous-R~modules de A,

la topologie engendrée par les Ai est compatible avec la
loi externe, c'est-a-dire que A est un R-module topologique
On dit alors que A est linéairement topologisé et que

sa topologie est linéaire,

0.3.3. Exemples - La topologie discrete, la topologie la
moins fine sont des topologies linéaires.

-Tout groupe (abélien) localement compact® et totalement
discontinu est linéairement topologisé P.58.

-Si B est un module linéairement topologi'sé (discret, par
exemple), alors la topologie la moins fine de A telle que
des homomorphismes donnés de A dans B soient continus

est linéaire.

0.3.4» Complété Soit A un groupe muni de la topologie
engendrée par une famille Ai de sous-groupes, filtrante a
gauche pour C, Alors le complété-séparé A de A est la
limite projective des groupes AM La topologie naturelle
de complété de A est.la topologie induite par la topologie
de Tychonoff de (jl A* dont A est un sous-ggoupe fermé
cette topologie est ici engendrée pjir les A, noyaux des
applications canoniques de A sur A* et si A est séparé,
Ai est la fermeture de Ai dans A.

0.3.3. Soit A un module topologique séparé. A est
linéairement compact si toute famille de a™ +

sous-modules fermés de A - dont les sous-familles finies
ont une intersection non vide, a ime intersection non vide.
Un module complet, linéairement topologisé pour une famille
Ajj, avec les A" artiniens, est linéairement compact ; on
dit plus précisément qu’'il est strictement linéairement
compacte ~ est compact si et seilLement si les AM -~
sont finis)

La compacité linéaire et la compacité linéaire stricte

SG transmettent aux images par un homomorphisme continug
aux sous-modules fermés, aux extensions, aux produits

et aux limites projectives,

Un module séparé linéairement compact est complet pour
toute topologie moins fine Do] -



0.4.

La catégorie (R)

0.4,1. Rappelons qu'une catégorie est constituée par \me
collection d'objets (dont un particulier noté O) et de
morphismes (dont les identités ou isomorphismes de la
catégorie).

Dans toutes les catégories que nous considérerons, les
morphismes de A dans S. constituent un groupe Hom (A,B’)

et si AB,G sont des objets, hq, h2 sont des morphismes

de A dans B, gi,, gp des morphismes de B' dans O,

(sl + s2)0(h}, + hp) = gl hi + O bp+tgp 0 hj + gp O h2
Un f-oncteur covariant d'une catégoriedans une catégorie
vhassooie a tout objet A de”~.l™un objet T(a) de ./’et a tout
morphisme h de A dans B \m morphisme T(h) de T(A) dans
T(BJ, les isomorphismes de”«é”étant envoyés sur des
isomorphismes de

gi T est oontrevariant, T(h) est un morphisme de T(B)

dans T(A)»

0.4.2. La catégorie .~MNR), ou R est anneau, a pour
objets les R-modules et pour morphismes les R-hom.omorphisme
Pour pouvoir réserver les notations les plus habituelles
aux cas les plus fréquents dans mon texte, nous utilisons

+ , ?2om (A,b';, xt (A,B) pour désigner la somme directe
dans,~(R),. le groupe des morphismes, le groupe des
extensions (= Ext3* (A,B))i.

0.4.3. Il est bien connu que. om (A,.B) = 0

-si A est a S-torsion et B' sans S-torsion (S c R).

-si, pour R principal, A est un p-module et B un g-mcdule,
P et g premiers non associés.

-si A est divisible et B'réduit..

0.4.4. Le fonoteur xt j “Xt est tin foncteur de

“~R) vy dans “~(Z), contrevariant en la premiere
variable, covariant en la seconde défini comme suit

Une extension de A par G est une suite exacte

0O —A —- » B'---NG - » 0 parfois désignée simplement
par B. Les extensions sont classées suivant la relation s
B équivalent a Bf ©~ il existe un schéma commutatif

0 —- »A < 1 h™MC —-- N0 ou h est un R-isomorphisme.

Toute extension B peut étre décrite a partir de
I'ensemble-produit C X A. On définit alors B + B* son
prend B+B', on considére le sous-module des couples ayant
méme c, on fait le quotient par la relation d'équivalence
"avoir méme somme des a',

lifuni de la lIpi induite, l'ensemble des classes est

un groupe s xt (G,A).



0.4.5. Si 0— A———>0—*>0 est tine extension”™ alors les suites

CW ;tom(X,A)—* Xin(X,B)—» 37om{X,0 )—" £xt(X,A)—* t xt(X,B)
_MEXU(X G)

et 0—>-"0i0(C,X)— «om(B,X)—i Moaii(AsX)—p "xt(CyX)—" £.xt(BjX)
—»6xt(A,X) sont exactes.

0.4.6. Un U-module P est pro,lectlif s'il réalise les trois
conditions équivalentes suivantes

1) txt(P,X) = 0 pour tout X

2) Si B— 6—»0O est exacte, “om(P,B)—"om(P,G)—> 0 est exacte,
3) Tout hoiaonorphisiTie de P dans iin quotient de B peut étre j-el;vé
en un homomorphisii.e de B.

Tout module libre est projectif ; si 3 = Z, la réciproque est
vraie. Tout module est le quotie it d'im module libre, donc

d'un module projectif.

(0.4.7. Pour que les derniers homoEiorphismes des suites exactes
de 0.4.5. soient surjectifs pour tous X, A, B, G, il faut et

il suffit que 3 soit héréditaire gauche c'est-a-dire que ses
idéaux a gaucho soient projectifs (anneaux principaux par exemple)

0.4.8. Un H-module D est dit injectif s'il réalise les trois
conditions eéquivalentes suivantes

1) éxt(X,D) = O pour tout X.

2) Si 0— A—» B est exacte, o?om(B,D)—*om(A,D)-— 0 est exacte.
3) Tout liomomorphisiue d'un sous-module de B dans D peut étre
étendu en un homomorphisme de B dans D.

Tout module A peut étre introduit dans un module injectif.
(N.B. Tous les résultat™ de ce paragraphe jusqu'ici sont tirés
de Gartan et Eilenberg [?] ).

0.4.9. Les notions de modules projectifs et injectifs peuvent
étrs généralisées en se limitcint a une classe P d'extensions.
Si 0 A B G—> 0 est un élément de P, nous écrivons

AC B et B—E-G.

Nous disons que L est P-projoctif si tout homomorphisme de L
dans G est redevable en un homomorphisme de L dans B des que

Deéfinition duale pour les modules P-Injectifs

O. 4.10. Exemples

1) Soit H principal, S un sous-monolde de R\ {O] engendré par
une famille de premiers.

On dit que A est un sous-m.odule S-pvir de B si pour tout s e S,
sB A = SA

. laranda [25] a déterminé les modules P-injectifs et



P“proJeotifs poxir la classe P des suites exactes

O0—» A"B——>0 ou A est S~pur dans Bo- Les modules
P-injectifs qu'il appelle S~algé'briguement compacts sont ceux
de la forme D + Ct Dps B divisiole, Dp séparé-complet pour la
topologie p-adique, p premier apparteioant a So

2) Les groupes abéliens P-injectifs pour P=clas3e des suites
exactes —"A—"B—C(—> 0 ou C est sans torsion sont les groupes
de cotorsion . Les groupes S-algébriqguement compacts sont
cotorsion,,

3) R = Zj S comme ci-dessus. Hilton et Yahya OL'O é'thuieé
la P-injectivité pour P = classe des suites exactes
0—"A—»B—* G—"0 ou G est un S-groupe (I'ordre de tout c jkO

appartenant a G est dans S).. Ills ont démontré que P-injectif =
S-divisible,

4) Dans JISj , sont étudiés les groupes P-injectifs pour les
suites A—"B—G——0 ou A est "large“ dans B" (maximal pour

la propriéeté A C nG) = 0o
Tout groupe sans torsion réduit est P-injectif,

Oc 5» Anneaux et modules de fractions (Bourbaki [4] )

Oc5.10 Si R est un anneau commutatif, S un sous-monoide de R,,
contenant 1 et formé d'éléments simplifiables, R peut étre
plongé dans l'anneau S~"R des fractions de R par rapport a 3.
De méme, si A est un R-module sans S-torsion, A peut étre
plongé dans un module dé fractions S™A construit de la méme
facon et qui est un S*“%-moduleo

Oc 3c2. (1) S"A est 3-divisible et sans 3-torsion
(2) S“"A = A S“"R
(3 S“"R est plat dans(R) i si 0—A—"B—"6—>0
est exacte, alors,
CH"- A®PS~IR—» B ® pS~"R--* G ® uS-Lr- 0 est exactOo
(4) S*“1r OThS-Ir = S“11



CHAPITRE L LE GROUPE EXT.

DaTxS ce chapitre, noue définissons la categorie(R, 1) des
R-modulee I-filtrés et nous établissons la liste des propriétés
particuliéres dont nous aurons besoin» Ensuite, nous décrivons
les extensions danSv”™(R,l), nous les classons suivant une
relation d'équivalence et nous démontrons que l'ensemble des
classes peut étre muni d'une loi de groupe,

1,1. La catégorie -~(R,I)
Iplolc anneau filtré& : Soient un monoide ordonné, R

un anneau. Si A est un R-module, T(A) est I'ensemble des
sous-groupes additifs de A,

Nous disons qu'une fonction croissante de I, « ,fdans

T(R), N Ri> est une filtration de R si elle réalise les
conditions suivantes s

1) Ro = H

2) \/i,]j I, Ri.RJjC Rij

1.1.2. module filtr& : La filtration de R étant fixée, nous

dirons qu'une fonction croissante de I, dans T(A) :@ L— A,
est une filtration du R-module A si ;

1) An = 0

2 V ifj] 4 IT R_A]
Les R-modules I-filtrés (ou simplement modules filtrés) sont les

couples formés d'un R-module A et d'une filtration de A ; ce
sont les ob.iets dex4»(R,l),

1.1- ,3. Les fonctions w Qt 'y ; A la filtration de R, on peut
associer la fonction w de R dans J(I) (0.1,3.)
w(x) =1i el \X éRIiV.
De méme, toute filtration de A détermine une fonction v associée
a cette filtration.
Les conditions 1, 1', 2, 2' ci-dessus se traduisent
respectivoment par ; w(X) = vCa) = 0«d™> a = 0
w(xy) ¢ w(x)ow(y) , v(xa) # wCx).v(a).
L'exigence que les Rj® ou les Ai soient des sous-groupes additifs
se traduit par s w(x-y) ™ sup (W(x), w(y))

v(a-b) 1 siip (v(a), v(b)).

1.1- .4. Somme directe dans >™R,1) Si A et B sont des objets de
TFnrriTT nous définissons A ® B- comme étant le R-modxile A ~ B'
avec (a + B)g = A + BN |



I.103. Morphismes de™~(R,I)
Un morphisme h de A dans B est un R-homomorphisme A dans B
tel que h(AI) < Bj* pour tout i«
Un isomorphisme est un isomorphisme de modtiles qui est un
morphisme et dont la réciproque est un morphisme «
a) L’ensemble des morphismes de A dans B. constitue un groupe
abélien Hom (A,B)
b) Le composé d'un morphisme de A dans B et d’un morphisme
de B dans G est im morphisme de A dans G et si
N» N2 A »BN gi,g2 1T B—>Gt
(hi+h2) O + g27 = hiOgi + hi0Og2 + h20gi + h20g?
(Une catégorie avec somme directe et dont les morphismes
possedent les propriétés a et b. est appelée additive

par Yoneda {59J ).

I.>1.6. Limites dans-~(R.l) .

Si A esi la limite inductive de modules filtrées A" pour des
morphismes, nous cpnstruisons sur A une filtration en posant
Ai = CN) k, an Af

Si A est limite projective des A” pour des morphismes, on
introduit dans A une Siltration en posant

Ai = i a® t Ay pour tout . (0,2)

1.1.7. Propriétés de Hom (A,B)

Eom (a,B") posséde les bomies propriétés habituelles des
foncteurs "groupe de morphismes”. Nous n‘en donnons pas la
démonstration, qui est exactement semblable au cas de.."{R) (TJ
Si h est un morphisme de X dans Y, on définit un homomorphisme
de Hom (A,X) dans Hom (A,Y) en posant h**(m) = ho m et un
homomorphisme h” de Hom (Y,B) dans Hom (X,B) en posant

h™ (m) = m O h, pour tous AB'

Proposition ,
(1) Ssi A= 9 A" alors Hom(A,B) = fl Hom (A®, B)

(2) Si E = BN et Bi = , alors Hom(A,B)= il Hom(A"*,B)

(3) ™ A = Uffl. aJ, B = lim
alors Hom (X

1.1.8. Topologie

Si R (A) est filtr&e, alors les Ri (Ai) définissent une
topologie sur R (a) t la topologie engendrée par les

Ri (A, 1 0 (0.3.1.). Lorsque nous parlerons d'une topologie
sur R (a), c'est de celle—la qu'il s'agira, sauf mention
expresse du contraire.



2q

1.2) Gaa partlcioliera

Nous généralisons ici lea principales propriéetés utilisées dans
les cas classiques et nous introduisons quelques autres cas
particuliers,

1.2.1. A sera dit exhaustif si .\/t Al = A;
séparé si Ai = 0

1.2.2. A est dit propre:.ent filtrée si v(a) est principal pour
tout a (0.1.3.) et filtrant si v(a7 est filtrant a gauche

pour tout a.

Les filtrations qui sont définies par une fonction de A dans |
satisfaisant aux conditions de i.1.3, sont propres (exemplo
vectoriels normés sur un champ valué non archimédien),

1.203. Si I, M~ est (P, , hous p.rlerons de modules bien filtrées
le cas ou I, » est totalement ordonné”sera qualifié iié
totalement filtr&. Les modules séparés, exhaustifs, proprement
filtrés pour N - Rg, sont les modimles ultramétriques

décrits pru* Krasner (20]

1.2.4. Soit S une partie de R. Nous disons qu'un R-module
filtrée A est 3~valué si v(sa) = w(s).v(a) pour tout s dans S,
a dans A, Si S = R* -joi , nous disons simplement que A est
valué.

1.2.5. Un élément s de R est f-simpliflabié si pour

K, K f ,7(1), w(s).K ™n(),K' entraine ICéK"',

Si w(s) eslJ inversible, s est f-simpliflable. Tout élément

f-simplifiable s est sii.plifiable a gauche dans R si R est
s-valué,

1,2,5. Pour retrouver les bonnes propriétés du cas classique
ou I, ,, < est un griLipe totalemoxit ordonné, nous avons encore
besoa-ii dos ensembles su-ivants ;

"R)=13 e R VK,K'é 7(1), w(s). sup(K,K")=sup(w{s) .K, w(s)K")j
MDD =kéeyMDl Vr,re R,sup(w(), w(')) .K=sup(w(r) .K,w(r'; .K)}
Si | est totalement ordonné, M(R)=R et )Y™I) =37,

Si w(s) est inversible, s appartient a If(R) ; tout inversible
de é7?'(l) appartient a

Sil, ,, est un groupe, 1 C ¢€il) et si w(s) ¢ I, s appartient
a r(R).

1.2.7. Soit P une propriété. Si tous les Aq, i o,

possédent la propriété P, nous disons que A est de filtration P,
Si tous les Ai - i N 0, possedent la propriété P, nous
disons que A est résiduellement P.



1.208. Filtration S-adique Soit S une partie du centre de R.
Considérons siir S la relation da préordre "multipLe de" et

notons S B’enseilble ordonné des classes d'équivalence de S po\ar
la relation d'équivalence "s équivalent a t si s est multiple

de t et t multiple de s"» Prenons S 909 multiple de, pour

199 ~ 0 Si. A est un R-module, la fonction s-—---" sA est ime
filtration i la filtration S-adique de Ao Si L 4 S, la filtration
est exhaustive. Si S = |s™] nt ouV , cette filtration est

propre si et seulement si elle est séparée ( cas de la

filtration p-adique des groupes).

1.2.9c CatéAorie simple Soit 1 un ensemble ordonné auquel
nous ajoutons éven-tuellement un maximum 1 et un minimum O.
Nous faisons de | un monoide ordonné en posant

ij =0si i1l jJj—Ipiol=1loi =19 1.0. = 0.1 =0

Nous construisons sur R une filtration en posant

Ri = RY Ri = 0 jcour 1y 1.

Les modules filtrés sont les modules munis d'un systeme
croissant de sous-modules indexés par I. Une categorie (R,D
ou R es a la filtration et | la structin’e algébrique que I'on

vient de décrire est dite simple.

1,2.10. L'anneau R dans une catégorie simple est S-valuée
pour 1'ensemble S des éléments simplifiables a gauche.

Pour TCR, un modifie est T-valué si et seulement si i1l est
résiduallement sans T-torsion.

1.2.12. Filtration d'ordre Soit S comme dans 1.2.8. et S
défini de mOme9 mais avec la relation "divise". Dans la
catégorie (R,3) construite par le procédé de [,209= nous
appellerons filtration d'ordre pour S du R-module A la
fonction i As = TatA(sa = oj-.

1.3c Extensions

1,3.1. Morphismes propres Un morphisme h de X dans Y est

propre si pour tout i, h@i) = h(X) f\ Yi. L'injection canonique
a’unsous-module A dans B (Ai = Bi HA) et la surjaction
canonique 3 de B sur un quotient O(Gi = s(Bi)) sont des

morphismes propres ; réciproqguement, si h est un morphisme
propre de X dans Y, injectif, X est iso™~rphe a un sous-module
de Y ; s'il est surjectif, Y est isomorphe a un quotient de X.
Un morphisme quelconque est propre si et seulement si i1l est
factorisable suivant le théoréme d'homomorphisme.

Comme 1l eXxiste toujours des morphismes non propres,

Nn'‘est pas abélienne au sens de Yoneda £293



1c3.2. Définition d'une extension ;| une extension du module
T-iiltré A par le module |I—filtré G est vine suite

O----- @ A----- - >C--—-—--» O, exacte dans ~(R) ou B est I-filtr&
et dont les applications sont des morphismes propres»

1..3.3. Description des extensions

Soit On -» A-—--> C----- » 0 une extension» Nous identifions

A a son image dans B et nous considérons un systeme de
représentants normalisé de C dans B t -
c———-"h(c) s h(b(c)) = C¢ h(O) = 0» La méthode de Schreier il™
permet de décrire B, comme groupe, par un systéme de facteurs
f de C X G dans A, f(c,c")=b(c)+b(c")-h(c+c")-¢é A avec

(1) vec t C, f(O,c) = f(c,0) =0

(2) Vc, c'6 G, f(cgcC') =fU'so)

3;Vv'e,c', ¢’? G, f(c,c' + ¢7) +f(c',c”)=f(cjC"')+£(o--c' ,C”)
De méme, on peut deéfinir la loi externe par

u(r,c) = rb(c) ~ b(rc) « A |,

en considérant rb=rb(c) + ra = b(rc)+u(r,c) +ra»

Les eixiornes de distributivité et d'associativité mixte
deviennent s

(4) VVr,rt R, VCEC, u(r+r' ,0)=u(r,c)+u{r ,c) 4 f(rc»rc)
(5) VrfcR, Vo,c'4 C,u(r,c)+u(r,c' )+f(rc,rc' )=rf (c,c* )+u(r,c4c')
(6) V t R»w Vc€ C, u(rr' ,o)=ru(r,c) + u(r,r'c)

L'axiome I, b = b correspond a ; Vc€G,u(l,c) =0 g.ui est

une conséquence de (6) et de (L) en faisant r=r'=l dans (6)»
la multiplication induite sur A correspond a la multiplication
initiale ce qui entraine : Vr€R, u(r,0) =0 qui est une

conséquence de (5) et da (1) en faisant ¢ = ¢c* =0 dans (5)c
Toute extension définit donc, avec le choix des b(c)
un couple (f,u) satisfaisant a (1) -(6)

1»>3.4. Réciproquement, un tel couple définit sur G X A une
extension dont les lois sont *

@ (c,a) 4 (c',a’) = (c + c*, a+ a + f(c,c¥*))

an r(c,a) = (rc, u(r,c) + ra)

(Si R = Z, toutes les valeurs de u(n,c) peuvent étre obtenues
en fonction de f a partir de (4) et de u(l.,c) = O)»

1.3.3. Etudions la filtration de B. Quand b(c) 4 a
appartient-il a Bi ?

Si c Ci, 1l nNn'y a pas de a tel que b(c) + a 4 Bi | si ceCi»
il existe un tel que b(o) + a 4 Bj* et si

b(o) 4 02 * Bi, al - a2 4 Aj ; réciproquement, sSi

B2 € 3-1+ AIi, b(c) 4+ a2 fe Bix La filtration associe donc a
tout ¢ 6 Ci une classe latérale de A module Ai t nous la
notons ti(c).
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1.3.6. Pour que i Ci dans définisse \me filtration en.
posant

Il b(o) + a6 Biob c™Cietat ti(c)

il faut et il suffit que *

(7.) Bi soit un sous-groupe additif de B i
Vc,c' 6 Ci,. ti(c + c*) = ti(a) + ti(c’) + f(c,c’) + A
(ce qui entraine ti(0O) = 0 et BT H A = Ai.)

(8) RiIoBjCBi.: 5 VrfRi, ciOi, rtgj(c) + u(r.,0) c tj (rc),
(On peut considérer que r deE’'inix par nultiplication une
application de A" dans AN et écrire alors (8) sous la
forme : rti(o) + u(r,c) + = tij(ro)

9 i 3 entraine BIiC Bi : polir ¢ £ Oit m=mfcj(*) doit étre
I'image de ti(Jt) par I'épimorphisme canonique de A" sur AJ.
Nous avons démontré le

1.3.7. THBORELIS

Toute extension B de A par C peut étre caractérisée un
triple (f, =" j-j T satisfaisant a (1 - (g) eF“un
tel triple définit "me exxension par I, 11, 111,

1.3.8. Classification des extensions Deux extensions Bi et E2
de A par C sont dites équivalentes sNil existe un schéma
commutatif

ou h est un isomorphisme de "M(Rsl)

1.309. Proposition : Deux triples (fi, ut, tT) et (tp. uo, t¢>)
définissent des extensions équivalentes si et“sei“emenx si
il existe une fonction x de C dans At z(6) = O, telle qui™

£1(0,0") - f.-;))(c.c) = 2(0) + z(c*) - z(c+c)
uo(r.c) = rz(@i) - z(@roc)
z(c) * A

ui (r,c)
ti (0) =

Démonstration t Toute équivalence algébrique i1 définit une
fonction z de C dans A avec

h(c,a) = h(c, 0 + h(0,a) = (cjz(c)) + (0O,a).

Si Z réalise les propriétés ci-dessus» h est un isomorphisme
poJT .4MNR, D 0 .Réciproquement, si h est un isomorphisme, reéali-
-sons le changement de représentants

bp (¢) - hg (c¢) + z(,c) = h-3(c) dans Bp« (£3»ti3»t3)=(fi,U]L,ti)
ex F3(c,c") = £2(0,0*) + z(c; + z(©0") - z(c+0"),..,, dou

le resviltat.



1.3.10. L'en3emble des triples qui satisfont a (1) - (9)

est un groupe abélien™ soit T(G,A).

L'ensemble des triples z obtenus a partir de z comme les
deuxiemes membres de 1.3.9. est un sous-groupe de T(C, A).
L'ensemble des classes d'extensionipeut ainsi &étre muni de la
loi quotient. Nous l'appellerons le groupe des extensions

de A par G et nous le noterons Ext (g7 A).

1.3.11. Deéfinition intrinseque de la loi de Ext (G, A)

Soient Bi» B2 deux extensions de A par G. Considérons
successivementf avec leurs filtrations naturelles,

le sous-module de B* ~ B2 formé des couples dont les
composantes ont méme projection sur 0 (produit fuatre), le
quotient de ce sous-module par le sous-module des couples dont
la somme des composantes de A est nulle. Ce quotient est une
extension de A par G et on vérifie facilement qu'elle peut étre
caractérisée par la somme des triples associés a et B2.
Cette lOi est la loi de Baer des groupes, étendue aux modules

filtrés.



CHAPITRE 2 s TYPES PARTICULIERS D'EXTENSIONS

Dans ce cliapitrej nous étudions quelques typas particuliers
d'extensions qui correspondent aiox cas classiques ou dont la
représentation suivant le théoreme 1,3.7. est simplifiée»

2.1. Extensions linéaires

2.1.1. Soit D vn sous-anneau de R (méme neutre). Tout R-modu3™e
est en méme temps un D-moTule. Parmi les extensions du
R-moduleApar le R-module C, on peut distinguer celles construites
sxir la somme directe A 4-) C dans-<~(D). Ce sont les extensions
pour lesquelles i1l existe un systeme de représentants D-linéaire
et nous les appellerons D-lINn""Nires. L'ensemble de leurs
classes d'équivalence sera noté Ext* (C, A).

2.1.2. Lemme Pour qu'une extension soit D-linéaire, il faut et
il suffit qu'elle puisse étre représentée un triple 5jé

T (UV A) de la forme (O, u, t) ou u(d,c) = 07

Alors U est Tpiadditive, les t1T additives, et si D est central;
U est D-hilinéaire.

Démonstration :

Si hic) est D-linéaire. f(c,c’) = mb(c)+ h(c')-h(c+c*) = 0 |
u(d,c) = d hCc) - h(de) = 0. Si (f, u, t) satisfait a ces
conditions, hCo) = (c, 0) est D-linéaire. La delixieme partie
du lemme résulte immédiatement de 1,3.

2.1.3. L'ensemble des triples de T(C. A) qui satisfont aux
conditions du lemme sera noté T~ (C, A)

THEOREME s Ext (C, A) est un sous-grgupe de Bxt(G, A) et la
suite 6" " HoS5rvCj a Siomp(C>- AT N (C, AEXIOQ (C. AO
édt exacxe. -

Démonstration s L"application z z @St deéfinie en X.j, 10,

Tqg (C, A) est un sous-groupe de T(C, A) donc Ext™ (C, a) est un
sous-groupe de Ext (O, A). Homjj (C, A) est exactement
I'ensemble des fonctions de C dans A dont le triple
corsespondant a la forme 2.172,

L'exactitude de la suite est de veérification routiniéere,



2,1.4, Ext Q,Z X(Cy a) comprend toutes les extensions
construites sur la somme directe des groupes abéliens G et A,
Ext™-N (Gy a) D Ext 8 (Gy A) pour tout D.

Si A est D-inJdectif ou G D-proJdectif, Extg8(G, A)=Ext(CyA),

Si D est semi-simpley notamment si R est xme algébre sur 3ue
champ Dy Ext(GyA) = Ext™ (G,A) pour tous G, Ae

2,1,5. Pour P = R, nous écrirons Exto(G,A) au lieu de ExXt*"CGyA),
Exto,(Gya) cExt™(Cy A) pour tout D.

Toute extension de Ext"CO, A) peut étre représentée par un

irip!”™ de Tn, (GyA) = o1 ou les tj sont (les fonctions
additiyes de Cj dm-as A~ satisfaisant a 1,3.~. C9) e¥
Vr t 0 fc 01 > rtj () = i~ (rej llemme N I.~M et 1,3.6, L8)

2.2, Extensions réguliiéres

2.2.1, Dans le cas général, les fonctions tj_ dépendent de

f et de Uy plus précisément de leurs classes latérales.

Nous allons introduire un sous-ensemhle d'extensions qui
peuvent étre caractérisées par un couple (f, u) et un systeme
de tj~ indépendants.

Définition Le couple (f,u) satisfaisant a 1.3.3. (1-6) est
appelé eéquilibré s'il satisfait aux deux conditions

(1) V o, c' fe Gi, f(c,c') 6 Ai
2 Vr £ Ri, ¢ ft Gj, u(r,c) é

2.2.2. Pour qu'un systeme de ti satisfasse aux conditions
1,3.6. (7 - 9l relativement a un couple équilibré, il faut
et i1l sijiffit que (0O, 0, t) appartienne a Tqg(GtA) (2.1.5.)
L'ensemble des extensions qui peuvent étre définies par un
triple ou, (f, u) est équilibré est un sous-groupe Ext™ (0,A)
de Ext (C,A), comprenant Ext® (G,A).

2.2,3. Proposition ; Pour une extension B de A par G, les

conditions suivantes sont équivalentes ;

a) B peut étre définie par un triple (fAu.O) (ou (fyu) est
donc équiilibré)

hj) un triple (f*V u’, t') qui caractérise B est tel que
Iné'~Mv(c) ~ti. (D) [

c) tout élément c possede un antécédent b avec v(b) = v(c)

d; il exisle un systeme de représent™ts de G dans B poplt
lequel v(b) = v((Cyaj) = sup (vCcjy vCa)).



Démonatration 1 a b ; Si (F, u', t') est équivalent a
(ff U, DT» 1T existe tine fonction z de C dans A qui définit

I "isomorplisme et t’i(c)= ti(o)+ z(c) + z(c) + Ai donc

z(c/:lé iICV(@O)*i(on™ ™ o

b cC : car si x fe ve)ti(i)fc v(c,X¢g) = v(o)

c d. : prenons te» Xqg) comme nouveau systeme de représentants |
dans ce nouveau systeme, (c,a) i. entraine

c 6 Ci ™ (c,0 4 BIi CO,a) 6 A®, La réciproque est évidente,

d ™ a i si (c,a)6 Bi (c,0) 6 Ot t*"Cc) et ti(c) = 0. (1..3.5.)
2,2,4. Définition des extensions régulieres § c'est une extension

qui réalise les quatre conditions équivalen?Fes de la proposttion
2,2.3. On dit alors que A est un aous-module régulier, C un
quotient réegiHier.

Un représentant qui satisfait a 2.2.3. c. est appelé régulier,

2.2,~, L'ensemble des extensions réguliéres est un sous-groupe
de Bxt (C,A), inclus dans Ext©(Oc A) et noté Ext,>(G, A).
Exte(C,A) = Ext,.,(C,A) r Bxto(C,A)

2.2.6c Extensions préréguliéres 5 Une extension est préréguliere
€éi pour ix....1i,, -t““13 1"image de" est
Cix ™~ .~Ci 7 “

Toute extension totalement filtréee est préréguliére. Toute
extension reégiiliere est préréguliere, La réciproque est vraie
si tout idéal de v(C) est engendré par un nombre fini
d'éléments, a fortiori si | est fini.

2.2.70 Extensions totalement régi®ieéres Le 0 de B est le seul
antécédent régulier du 0 de G, Si, dans toute autre classe
latérale, tous les éléments sont réguliers, nous dirons que
I'extension est totalement régNiere.

Pour que B soit une extension totalement réguliere de A, il
faut et i1l suffit que ou bien Bi 3 A ou bien Bx C A. (si cette
condition est réalisée, soit b/A 5 v(a)i v(b) pour tout b

et v(b + a) = v(b).

Réciproquement, si A est totalement régulier et s'il existait
un Bx» BX>x<A A et B, il existerait un b dans B™MN\A et un
a dans AXBi et v(b + b.)"™ v(b), contradiction).

En partioulxer, si | est totalement ordonné, tout Bi est
totalement régulier dans B.

2.2.8. Dans un module filtré séparé, tout sous-module réegulier
est fermé, tout sous-module totalement régulier est ouvert,

2.2.9, La La régularité a été utilisée dans le cas particulier
des filtrations S-adiques par Lyapin (24] (pour la premiere
fois semble-t-il) et par Haimo 1151 . Kaplansky I'a utiliseé
implicitement dans [I9]1 , Nous parlerons plus loin (3.1.) des
résultats obtenus par ces auteiors.
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2.3. Reéfflilarité et filtrations propres

2c3.3lo0 THEOREME § Ua quotient d*un module proprement filtre
esT propremetiinTilti® si et seulement si il eax régulier”

Eémonstration ¢ ON : Si Is quotient C est proprement filtre>

alors pour iout crt O, v(c) = (i) oun™(lo2202,).
Si v(c| = v(b) pour tout antécédent tu de c.
Si v(c) = (i)T alors un des antécédents de c, soit b,

appartient a Bj* et b est un représentant régulier de c.
CS | Si 0 est un quotient régulier, pour tout ¢ ™ O, il existe
\m b tel que v(b) = v(c). Or v(b) = (i) ou ~ , d*ou le résultato

2.3.2. Proposition Si | est un sup-treillis. toute extension
d'un modifie proprement filtr& est proprement filtree.

Démonstration s Pour systéeme de représentants réguliers
V)(c)¢ v(b(c)) = v(c) = 1q ; _

v((bXc) + a)) = sup(v(b(c)), vCa)) = supUg,. ia) < I.

(en fait, une condition nécessaire et suiffisante est que le supo
de tout couple I, ig» Nv(C), iat v(A) existe).

2.3.3. Lg proposition montre que si I'bypthéese est réalisé€ée,
la sous-catégorie des modules proprement filtres de><f(Ril)

a le méme fonctey :~t que NCR, I;.

Tin revanche, si | n'est pas un sup-treillis, il existe pour tout
anneau R une catégorie (R, 1) au moins -la catégorie simple-
dans laquelle le foncteur Ext réduit aux modules proprement
filtrés peut étre vide. (Si sup(i, j) nNn‘appartient pas a I,
construisons sur un R-module A la filtration Alc=A, kK™i, AM =0
ailleurs, sur un R-module 0 la filtration

ailleurs 5 ce sont des modules proprement filtrés et dans toute
extension, v(c,a) ~/ , v(c,a) ™~ | dés que c™-0O, anlO).

2.3.4. Proposition Si K£ t™() (1.2.6.L. alors la fonction
y 'de it dans c/ (1) \ w(r) .K dérini'fc Tine I-filtration de K

Démonstration § Nous notons R™”" le R-module R auquel est

associée la faction v.

Si rT, rp€ERMNT v(ri-rp) = w(T - rp).K C, , , v
~sup(wtri.)5 w(rz/) K = supwW(r)K, w(r=),K) = supv(]?™), v@az2n

Si r~“t Rivyr2é RNV, v(rir?2)=w(rir2) ,K™ w((ri) .w(r2) .K=w(r3_) .v(i'2)

Remarquons que si w(l) est,neutre a gauche,

alors v(I) = K pour 1 é R™MN,

2.3.% Il est évident, aprés 2.3.1-., que si G est proprement
filtre, toute extension par C est réguliére. Voici xme réciproque
partielle s



THEOREME : Si R est proprement filtreld w(l) neutre a gauolie darta |
T \m sup—treillis, J e alors ioute extension par G est
réguliere ai et seulement ai 0 est proprement filtree

Démonstration s En vertu de 2<,3.1.i il suffit de trouver, si G
n'‘es4: pas proprement filtrés -une extension proprement filtréee
de C § oette extension ne sera pas réguliere.

A tout ¢ et a tout it v(c) associons un module R* = R(i) (2.3.40)
(si v(c) s ™~ f, on prend vm Rj», avec un Rc”Ni = 0 pour tout 1).
Prenons L = © rJ. Par lI'application h 47 envoie i1j sur c,
C est une image Homomorphe de L et h est un morphisme propre,
donc L est une extension par G.

Enfin, chaque R™ est proprement filtr& puisque R l'est, la @
est proprement filtréee puisque | est un sup-treillis, ce qui
termine la démonstration.

2,3.6”~.  Si la catégorie est simple, R est toujoiirs proprement
filtre, w(h' = 1 pour ri*O et le ~(I). Si | est totalement
ordonné, c'est un sup-treillis et le ™).

2.4¢ Reégularité et 5" -compacité

2.4.1. Nous venons de démontrer un critére pour que toute
extension par un module G soit réguliére. On peut se demander
quand toute extension de A est réeguliére.

Par exemple, toute extension B d'un module fini et totalement
filtré& est réguliere car v(o) = min vCbj®"), les étant les
antécédents, en nombre fini, de c. Nous allons démontrer

une condition moins restrictive,

2.4c2. Dans un module I1-flltrée A soit K un idéal de | et pour

ioO\At k dans K ime classe latérale Nous dirons que la
famille des + Alf est centrée si toute intersection finie de
classes latérales de la famille' est non vide ; qu'elle a ime
lite si l'intersection de toutes les classes latérales est non

vide. K est appelé le support de la famille,

A est dit K-compant si et seulement si toute famille centrée a
une limitel Si est une partie de C/ (1), on dit que A est

™ -compact s'il est K-compact pour K é 5"

2.4.3c Si A est compact -ou plus généralement linéairement
compact (0.3.5.) pour une topologie de A dans laquelle les
Al» i 0, sont fermés- alors A est C/(I)-compact. Si

et si A est -oompact, alors A est complet.

2.4.40 THEORIMNE s Toute extension préréguliere (2.2.6.) par G
drun module vCUT-oompact est réguliéere.

Démonstration 1T Soit c 0 dans G, b un antécédent de c dans ime
extension de A par G. Alors b definit une famille de classes
latérales, de support v(c),x™ + AjjN% é A) : ™ étant tel que
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t + Xk N Ek. Il est olair que les classes latérales ne
dépendent que de b et que le fait d'étre centrée ou d'avoir une
limite ne dépend que de c.

Les familles j sont centrées puisque B est une extension
'I'réréguliére (si k_ .. appartiennent a vCc)* i1l existe un b+x
el que b + x 6 Bki donc x fe ski AKj™).( La réciproque

est vraie),

lilaintenant, pour que c ait im antécédent réegulier b + a, il faut
et il suffit que b + a appartienne a Ek pour tout k donc que

a ~ ajj, ¢ Ak ou encore que a soit limite de + AK.V o

Donc si B est prérégulier et A v(6)-compact, B est re/lier,

2,4,5 Si G est filtrant. (1,2.2.), toutes les extensions par
G sont préregulieres. Notons J™N() l'ensemble des idéaux
filtrants a gauche de 1,

2.4.6'. THBOREINIB ! Si lc <f(l). R filtrant et w(l) neutre a
gauche: pour que toube extension de A par un mod”e TfTiltrat soit
réguliere, il faut (et il suffit) que A soit «i™(l)--coiirpaoi.

Démonstration s Si A n'est pas (D-compact, il existe un
idéal K filtrant et une famille centrée » Xk + Av ™ *
d'intersection vide. Construisons A' = A 4 R et

Al = ja +rla-rx feAi et w() ,k4ij

Les A'i définissent une filtration de A' qui étend la filtration
JeTTf e e e e oo
X| est TUi sous-groupe s

si a-rxv € Ai et w(r),k<ji. a+r = a-rxk* + r{l + Xk

et si 4 k, v(r(xk - ™)) ~»w(),k < i.

Donc si aL + rq = ag - ™™ + r{ + a™q) est un autre élément de

A'l, 1l existe un k'4 k, kq puisque K est filtrant et

a + r-ag-rq = a-aq-(r-rq) 26' + (r-rq) Ch + Xk*)E A'Q,

vra’) <w(),v(a'7 et i 4 j entraine A'qC A'j (évident)

Si a' A ™A', alors son r est nul et a'e Al,

Le quotient est filtrant s en effet, si r représente un élément
du quotient, v(r) = w(r)oK qui est filtrant, wv({ + A) = K,
S'il existait un antécédent a + 1. régulier,

(a - Xk) + 1 + Xk) & A'Ki a - Xk 4 Av et a serait limite de la
famille xk + Ak oe qui est exclu par Hypothése. Donc A' n’est
pas \me extension réguliére,

2,4,7. Proposition s D2.,3 ime catégorie simple, pour que toute
extension de A soit réguliere, il faui que A sdix Yy (.I3-compact

Démonstration i Elle est la méme que ci-dessus mais icCi

Al = Ag +R (1 + Xi). R est filtrant, w(l) neutre et la
filtration de K n'intervient plus dans la démonstration que A'qg
est un sous-groupe, ce qui est évident ici.



2.4.8. Remarguons que mbéme dans le oas de la proposition
?04.7., A" est préregulierj en effet,, soient i13_,..ijjJ*€ |I.

Si I'un des i1 ™ Kj = (0O) , si tous les i1 e K, alors
pour tout r ~ 0 la famille finie de classes latérales rx™ + A_
posséde une intersection i d'ou la prérégularité.

2.4.9. Une oonséguence de 2.4.7. et de 2.4.4. est gue !

Corollaire s Dans ime catégorie simple, toute extension est
prér6gMl™Mere si et seliLement si A est u ()—oompact

(Si |1 est totalement ordonné, toute extension de A est réguliere
si et seulement si A est 7 (I)-compact).

2.4.10. La -compacité a été utilisée par Kaplansky jils} et
'implicitement, par Haimo [151 -gui en tire une condition
nécessaire de compacité d'un groupe atélien- I'un et I'autr dane
des cas particuliers du'type "filtration S-adigue” (1.2.8.)
D'autre part, Pleischer |I™a étudiée dans le oas des modules
proprement et totalement filtrés en liaison avec la notion
d'immeédiaticité. Cette notion, issue de la théorie des champs
valués, peut étre décrite comme signifiant gu'aucun élément de
C non n\al n'a de représentant régxilier. Les propositions
2.4.6'c et 2.4.7. n'ont pas d'équivalent dans la théorie de
Pleischer, car la notion d'immédiaticité ne s'y préte pas.i)®i

2.9. Extensions S-valuées

2.9.1., Si B est S-valué (1.2.4.)*, tous les sous-mod\iLes de B
sont S-valués. Il N'en est pas de méme des guotients t ainsi
xm groupe ahélien sans torsion est -valué pour la
filtration p-adigue. Ses guotients p-groupes ne sont pas

j piij -valués.

2.9.2. THEOREME s Si B est S-valué. pour que B/a soit S-valué
il faut et il iGffiT"gue A soit résiduellement S-pur.

Démonstration CS 1l faut démontrer gue v(ao) ™ w(s),v(c)
pour c 4 G = B/

v(sc) = ' (é-1) wv(c) = -Ai.oM>)c Si b est un antécédent
de c, (sc), il existeun a avec sb + a é Bj_ donc a est

s-divisible module Bj*, de sorte gu'il existe muin a avec

a - sa 6 Bi , donc

s(tb + a') ft Bi et i 6 w(s). U vy = w(s) v(o).

CN : Si A n'est pas résidue iment S—pur, il existe xan a, xm s.
im b, xani tels gue a - sb t B et gu'il n'existe pas de a"* avec

sa' +,a.,fe Alors si c est I'image de b, v(sc) N 1, mais_si
i £ w(s) i w(s),,v v(b) Il existe un'b’ = b + a*
tel gue sb = sb 4 sa' e aonc a + sa* 6 B contrairement

~

a I'hypothese



2.3.3. Notons xi (a) le sous-ensemble - af Al w(s),v{a) 4 il
Pour que A soit S-valué, il faut et i1l suffit que X| (a)
soit précisément 1'ensemble des éléments a dont l'ordre
modulo Aj® comprend s,

2.3.4. Lemme ; Si S¢ g(R) (1.2,6.), Xg (A) est un sous-groupe
de A pour tout module A.

Démonstration Soient al, ¢ Xg (A) »
alors w(s).viai) 4 i1, wts)oV(a2) 4 1 entrainent
w(s) ,v(a]_-aZz; .sup(vUD ivU2) )=s""P(w(e) .v(ai) ,w(s) oV(a2) V i

(le second passage par I'hypothése, comparer avec 2=3.40)
Remarquons que dans un module S-valué, Xs (A) est toujours
un sous-groupe

2.3.3. TKEQREIUB Si S cjg'(R)» toute extension B. d'un module
~N-valué A pair un module S-valué est g-valué'e

Démonstration t 11 faut démontrer que ab « entraine
FT-Xibj "(2.5.3.).
sb€ Bi i"so tCi ~c é xi(C) (puisque G est 3-valué it w(s) v(c)

donc 1 N jk¢ j 4 w(s;, kft v(c) et k é v(b'). b* = b + Uc
Alors, v/(s).v(b + a)<jk ™1 et b.+ a € X|] (b) ce qui entraine
sb + sa e Bj, donc sa 6. Ai. a 4 xi (a) et comme

X|] (A)C xi (B) et que Xi(B) est xm groupe (lemme),
b—b+a-ae X|(B). CQPD.

2.3.6. Le théoreme 2.5.5. montre donc que dans tous les cas
intéressants, le foncteur Ext pria dans la catégorie ™ (R, )

est le méme que celui pris dans la sous-catégorie des

modules S-values ; si | est totalement ordonné If(R) = R (1c206,)5
si la catégorie est simple, w(r) = 1 pour r™ 0

donc ~M(R) = R également.

2.3.7. Remarque générée Dans 2.3. et ci-desaus, noua avons
étudié les propriétés de transfert aux sous-modules, quotients
et extensions, des proprietés "proprement filtre™ et "3-valué'.
Les autres propriétés de 1,2. qui ne sont pas générales dans
"M(R,D, n'offrent aucune difficulté a cet égard. On sait
que tout 30U3-module d'un module séparé est séparé, et qu'un
quotient est séparé si et seulement si le noyau est fermé ;

on veérifie immédiatement que si A et G sont séparés, leurs
extensions le sont aussi. Les sous-modules et les quotients
d'iui module exliaustif sont extiaustifs.

D'autre part, supposons | filtrant a droite ; si A et G sont
exhaustifs, soit b é¢ B ; l'image c de b appartient a un Gi

et b- = b(c) mema avec b(c) k B”; a appartient a un certain Aj
donc b appartient a Bj* pour k ™ iy j.
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Oes remargques élémentaires permettent de déméler lee cas le
plus simple, ou R est un champ et | totalement ordonné, 0 la
classe des modules filtrés qui sont proprement filtrés -valués-»
exhaustifs - séparés”

Si A et C 6 0, toute extension appartient a 0 (I totalement
ordonné). Si B € 0, un 80us-mod”lle appartient a 0 et

un quotient est value et exhaustif. Pour qu’il appartienne
a 0, il faut et i1l suffit que le noyau soit régulier (2.3.1,
et 2.2,8,)

Notons enfin que les transferts des propriété de filtration
et résiduelles (1,2.7.) se déduisent immédiatement des
suites exactes O—>» A+—» Bi— ~ 0

et 0-—---" - * BA------ > N0,




CHAPITRE 3

PROPRIETES PONGTORIELLES DES GROUPES D'EXTENSIONS

Dana ce chapitre, noua étudiona quelquea propriétéa dea
foncteura Ext et Extp, aucceaaivement t rapports avec les
extensions algébriques, suites exactes, injectivitée et
projectivité, procédés de réduction,

3cl; Rapports avec les extensions algébriques

3»IMLo  Si D est un sous-anneau de R (néme neutre), il existe
un homomorphisme de Ext(G, A) dans BxtpCCjA) (groupe des
extensions algébriques de A par G, considérés comme D-modulea)
qui a un élément de Ext(G,A) associe la classe des extensions
sous-jacentes de D-modules,

Le noyau de cette application est Ext* (G,A), L'image est un
sous-groupe de Sxtp(C,A) @ ExtJd (G,A)

3.1.2. On peut évidemment procéder de méme pour les seules
extensions réguliéres (ou équilibrées). Les images de
Extp(C,A) et Exte(C,A) sont égales (2.2.5.) ¢+ nous noterons

cetl;e image j~°t 8 (G, A)

3.1.3. En général, Ext§ (G,A), Sxt]* (G, A), Extp(G,A) sont des
groupes distincts comme le prouvent les exemples suivants t

R=D=Z, C=Z22=|S, T, A=Z. Toute extension algébrique
peut étre décrite par un systeme de facteurs ou f(X, 1) = n,

n entier quelconque. Les deux classes d'équivalence sont
formées respectivement des f avec n pair (extension niille) et
des T avec n impair,

SI A =27 a la filtration 2-adique et Zo Z2 pour un k ™ 1,
f(1,X) definit un élément de Sxt® si et’seulement si 1l est
inclus a 27Z, donc pair et Sxt®(Z2»Z) = O/ Bxt (Z22fz) ~ Z2

SxtNZz2f z) = 0 car T(,1) <fAtjp(D-t]j;(U) = 272Z, est impossible
pour f(l,1) impair. Donc Ext™NZ2» Z)™N Sxt (Z2i 2)

Si noua prenons Z2 v = 0 pour tout k, tout f é Bxt®(C,A)

et Sxt®(Z2sz) = (Z2sz2) = Ext(Z2s Z),

Prenons maintenant la filtration 3-adique sur A = Z et
2R,k = Z2 pour tout ko



gxt®(C,A) = 0 car f(l,7) i 3*Z pour tout k et £ = 0» Si f(l,T)=l,
1. + gj.(D+ gj(T)- Hc(O) = L + 2 tk() = pour tout k est
toujoxors possible,

de sorte que EXtNMNG,A) = 8xt(C, A) ™ £xt®(C, A)

3.1.40 THBOaEMB ; La catégorie(R) peut étre identifieée a

avec Hoffi = &om, Ext - LXxt.

Démonstration i A tout objet A de “M{R) nous associons le
module filtre T = CA, Ai = 0 pour tout i).

Evidemment, tout morphisme do A dans B est un morphisme de J.
dans S, donc Hom(Ss,l) ="“tom (A,B). D'autre part, ExtQ(T1,1)= 0
car Tgab,S)= 0 (Ci = 0 pour tout i).

Ext® (C,A)=: Lxt (GjA) car tout couple (f,u) est équilibré donc
ixt (C,A) 2r Ext(G,AN

Ce résultat montre que la théorie des catégories '“(R), avec
les fonoteiirs *om et Ext est un cas particixlier de I'étude
réalisée dans ce travail,

3cl-.3. Une autre facon d'en appliquer la théorie a l'algebre
est d'étudier les filtrations S-adiques et les filtrations
d'ordre (172,8., lo20llo)o Prenons S comme dans ces sections
et supposons que S contient 1,

Notons ExXt®(CsA) le groupe des extensions filtréees de A par C
avec la filtration 3-adique sur A et S ; par ExXt®(G, A) le groupe
des eitensions de A par G avec la filtration d'ordre poiir S
sur A et 0, par ExXt®®(G,A) le sous-ensemble de Ext®(0,A) des
extensions dont la filtration est la filtration d'ordre sur S$
enfin par>%oxt(G,A) le sous-groupe des extensions algébriques
S-pures de A par G,

3.1.6. THEORSIIE 1

(1) ExXt®(C.A
(2) wfggTfk) est vin sous-groupe de EXt®(C,A)
IS'/aT (flI?A G ;A~)M15xING. A)
(3) Si A est sans S-torsioni J™"xbiO, A" a EXt®@®?C,A)=Bxt®(G,a)

Démonstration 8§ 11 est évident qu'une extension B est S-pure si
et seulement si sa filtration S-adique en fait une extension

de A par G avec la filtration S-adique sur A et C ou si et
seulement si la filtration d'ordre pour S de B en fait une
extension de A par G, chacun muni de sa filtration d'ordre pour
S, Dans le premier cas, pour gu'xm triple (f, u, t) désigne xme
extension avec la filtration S-adique, 1l faut et il sxiffit

que tg (sc) = u(s, c) + sA : or cette relation n'est autre que
la relation 1.3.6. (8) : ta(sc) = u(s, c) + sti (©)

donc toute filtration est du type S-adique et

Ext(x(G,A) = 0. (1.) en résulte.
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Dana le 2éme caa, pour qu'un triple (f,u,t) désigne un
élément de Exto°(C,A) il faut et il suffit que pour
30 Oj t™(c) soit la classe latérale des solutions de
sa - u(s,c)o Extoo(C,A) est donc un sous-groupe
et -"xt(0O,A) est son image. (2)

Si A est sans S-torsion, Ag = 0, tg(c) est identifiable a un
élément de A et par 1.3060 (8)

a ta(c) + u(s,c) = t6(so) = 0, tout triple désigne un élément
de ExXt®0(C,A), d'ou (3).

3.1.Jo0 L'introduction de la régularité fournit d'autres
conséquences algébriques ; par exemple, on peut généraliser

la propriété bien connue des groupes abéliens t si A est un
sous-groupe pur de B et B/a somme directe de groupes cycliques,
alors B = A ~ B/™»

iroposition Si A et G sont deux R-modules munis de la
filTration d'ordre pour S et que U est somme directe de
R-modules cycliques dont I*ordre est engendré par—"
alors ExtOb”0,AT ™ Ext*COIA) C Extft(U,AT

Démonstration 7 1l suffit de le démontrer pour 0 modxile
cyclique dont lI'ordre 0 est engendré par des éléments de S

CL9T , lemme 2, p.329)
Soit Cp un générateur de C, b un représentant réegulier de Cqg-

Naturellement, A R b(™ = B;

Soit a = rbo é A.

Alors, rcp = 0, r € 0, r =1IriSj™, si 4 0 S,

Par hypotneso, SiCo = 0 si b =0

donc a = rbo = 0 et A Rbo = 0O de sorte que B = A + C,

3. De méme, Kaplansky p-9] et Lyapin ont utilisé La
mfcration S-adique ou une filtration dérivée pour montrer que
tel sous-module est sommante directeo Par exemple, le
théoréme 5~1 P 19 de Lyapin montre que ai A est somme directe
de sous-groupes de Q ou Q/z, C somme directe de sous-groupes
de Q et ai on munit A et C de leur filtration
\V 1 0Ir -adique , alors Extr(O,A) C Exto(C,A)



3.20 Suites exactes

3.2¢,3l. Si g est un morphisme de A dans A'" h un morphisme de

C* aans 0, a l'extension (1) t 0--» A—> C—"N09 de triple
(fjUujt); on peut associer l'extension O--* A'—» —»C—? 0
de triple ¢<? (A£EsUjt) et l'extension 0—# A—BM—> 0 de
triple (f,u,t)c h = F(h(c’i) ,h(0"3))Je-.+ Ot les diagrammes s
O— A—*B—4C—¢ 0 et O-*A—4B"—40 *0

U | ilo [ im
00— AJ-> C— 0 0-4 A—4 Sr—" 0-----4 0
Une catégorie additive qui possede cette double propriété est
appelée quasl-abélleane par Yoneda [29" » p.522

3.2.2e Le procédé ci-dessus associe a g un homomorphisme g'
de EX-tCCjA) dons 3xt(C,A') et a h un homomorphisme h' de Ext(G,A)
dans Ext(G*",A).

3.2.3. L'extension (I) étant fixée, on peut construire un homomor-
-phisme G de Hom(X,G) dans EXxtvXjA) en associant au morphisme

m la classe du triple ((fjU,!) a m et un homomorphisme H de

Hom(AjX) dans Ext(CiX) en associant au morphisme m' le triple
m'o(£,u,t)e

3.204¢ Les deux théoremes qui suivent peuvent étre démontrée
a partir des résultats de P293 +« Toutefois, comme cette
démonstration est trés lon™e et batie sur des arguments
homologiques, nous avons préféré une démonstration directe.
Nous noterons parfois t le triple (f,u,t) j, x sera le couple
(f,u) du triple x (1.3.1G.)

3.2.9. THEQZ2EIELE : Si 0—» b G*N 0 est une extension
alors la suite O0-"Hom(X.A)-SHom(X.B)8--2.Haffi(X.C)-i»E}ct(X.A)
= = - Ext(X B) Ext(X,G) est exacte pour tout X

Démonstration Noua caractérisons l'extension par \m systeme
de représentants bo(c) et un triple (fosUQ,IQ),

tci(c) = afti(c) + Ai avec bo(c) + ag¢”Cc) t Bq,

L"exactitude en HomtX>A) et Hom(X,B) est évidente (pour g i et

g9 voir 1.1.7.) ~
En Hom(XtG) s im g o C kei* G s

si m = g2om', m€ Hom(X,B)9 a(x)=bQ(g2om’'(x)) - m'(x)

Gm) = t = to 0 (g2® m* )= bQ(g20 Mm)=m'+a = a et ti(x) =-a(X)+A*
car X € Xj[ et bQ(g2 0o m'(X) )=m'(X)+a(x) entraine
m (xX) + a(xX) + aQjMg2 o m™)) é BN et a(x) C -aQi(g2 m' (X)) + A",
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ker Gcim g*o ; prenons meHom(XsC) et tcO m = & ,

Posons m* (xX) = bo(mx) - a(xX)o (g? om'(x; = Mm(x)),

m' est un morphisme car m'(x+y) = h-QCinx) + hoCmy) - fo(2ix,my)
-a(x) - a(y) + fe(mx,my)=m=* (x) + ii/(y) ]j

idem pour u et si xé Xj,, mbQ(mx) - a(x) appartient a Bj*

Bn ~M(CX,A) ; im Gc ker g o« ™

Soit t = tQ 0 ffijj (tajiro) ®@ N nN mtoi(“‘xX) + \>gfiics.) c
ker g*j C im 6 s Soit (f,u,t) = Bt A. Posons m(x) = h(X)+A j
0*eal un morpiiinte, ~n

fQUQ)©O M = HYac m = (f,u) + a (bo(mx)=hi(x)+a(x))
et toi(m(x)) + bo(iix) € B+ entraine tg”™ (mx) + b(X) + a(x) € Bi
donc tgM(mx) - ti(x) =-atx) + A" et Gtm) est bien la classe de t,

Bn Ext(X,B) ! im ¢g;]* C ker g*9__est évident

ker ~*2 g'l + si g2(t) = c, poiir b(x), go(b(f)=c(x)
le triple t - d équivaut a t, son image est (OjOjO] donc
il définit un élément de im g'~.

3.2.6. THBOREIffi TSi 0----- » a---“\NDb"~"» G—>»>0 est une extension

alors la suite O™ Hom(C,X)-» Hom(B,X)-"Hom(A,X)-" Ext (C ,X)
-WBXt(S,1)"-"5xtCAyX) est exacte pour tout xl

Démonstration ; Nous cai'actérisons l'extension comme ci-dessusl
L’exactitude en Hom(CjX) et Hom(B,X) est évidente (pour h]_* et
s voir 1.1,7.)

En Hom(AX) s im h--®» ¢ ker H s Soit m un morphisme de A dans X"
restriction d'un morpETsIm' de B dans X. H(m) est la classe

de moto, moCtojuo) = m'0 bo et toi(c) + boCc) C Bj_ entraine
2i'toj_(cy + m'(bQ(c;) C X~ de sorte g*e H(m) = O,
ker H ¢ im ? soit m dans Hom(X,A), tel que m ot™ = X,

L"application ae B dans X
m'(b; = m*(bo(h2 (b) » a) = x(h2(b)) ™~ m(a) est un morphisme
prolongeant m.

en Bxt (Q«X) i im H c ker h'i j si m € Hom(A¢gX) et t = m «tg,
posons x(bj = m(bo(h2 h) - bj ™ n

(fcu) = m pto,Uo) ihp. U = mo(boTho)) = x

et b 4 Bi = "bo(li2™) C Bi

ainsi que tQi(h2b) + bQ(h2b) - b, donc mtoi(h2b)+m(bQ(h2b)-b)} C Xi

et t.(b) + x(b)c Xi de sorte que ((fjUjt) appartient a la
classe nulle
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ker ht N ¢ sgoit t un triple dont lI'image t* = x (X?B—» X)
m(a) = - x™a) est un morphisme de A dans X,
Puisque x(bQ(h2'b) - h) = x(ho("™"27)) “ x(h),

NCcTjCo) - m £9(01,02) = f' (bo(ci),ho(,02)) - mCbo(oi) +,.»
= xtb9toi))+ x(botc2) - x(bo(oi) + b9(02) +x(bo(oi)+b9(02)
-x(bo(ci + 02);
et xCb”Co)) ne dépend que de 0 De méme pour u.
&Gi 0 €0NY
ti(0)-mtQi (0)=—x(b)+ Xi+ x(aoi(o))+ X = —x(bQ(c) + X~
(b = bote) + aoi(o) t B»)

En Ext(B,X) 8 im h'i ¢ ker h'o est évident

ker h*i C im h*i ; si t est un triple de Ext(B,X) dont la
restriction a A est x, posons x(b) = x(a).

sib=aéAetO ailleurs, t. =t ~ x équivaut a t et est nul

sur A, de sorte que I'oOn peut prendre A pour son propre s/steme
de représentants. Pour im nouveau systeme

S2(b) = e2(bt)y™M2(™M)+N) = ei(bQ(h2(b)) 4 a
ou e™ correspond a tj_,

f2(bi,b~lI(bo(hbi) jpo(hb2) )"  ~A”(rb) = U (r,bQ(h2b>)),

t2i ne dépend que de la classe de b, car si bj* ~ b2 f A

bi = bQ(h2bi) + aq, bp = bo,(h2h2) + ao,

alors de 02 (bqgq) + xqtbqgq) » Eq (e extension de B considérée)
et 02 (b2) + xqCbp) f Eq résulte que

ag - a2 + xq(bq) - Xqg((b2) € Eg ce qui entraine (par I'hypthése
faite sur les représentants de A) que xq(bq)-xq(b2) 6 Xq,
Maintenant, la classe de t* = t2 (boO a pour image la classe
de t, GQPD.

3.2,7° Gorpilaire du théoréeme 3.2,5.

(L) si o A—»B —*C--»0 est une extension régxilieres
al

(2) si O—»A—»B—»G—»Q est une extension sur A 4-C
alors la' suite O—»Hfim(ISC, A)—j>Hom(!s,B)—»Hom(X,G j>Bxtj( (X,A)
—» Extn (X,B)—»ExX"N(X,C) est exacte"

Démonstration (1) On part d'un triple initial (ftQ,Uo0,0),
D'image de (r est incluse dans ExXt*(X,A) tandis que g'q et g'2
font correspondre a une extension réguliére une extension

réegiilieére, I'exactitude partout sauf en Extp(X,B) en résulte,
ainsi que im g'q™c ker g'2°
Pour démontrer que ker g*2 ~ im g~ , on recommence le

raisonnement du théoréme en prenant b(x) tel que b(Xqg) C Bq
ce qQqui est possible puisque B est régulier.
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(2) Méme raisonnement en prenant un triple initial (0O,Udgito)
(2,102,) i c(x) est D-linéaire et peut étre relevé en une
fonction D-linéaire G{pON

3.2.8. Oorollaire au théoreme 3.2.6. Avec les mémes hypothéses
qu'en 3.2.7.» les sui'bes 0 .Hom(O,X)—eHomIBsX!;—*"Hom(A7"
» ExtrCO,ir—»-Ext.r.tIB,X) — »Ext-pCAX; ei 0_---»Hom(0,7)--»Hom(B,X)
;HomU, X)-->»EXt™ (6.X) —»Bxt YEXtS (A'X?) 3ont
respectivement exactes

Démonstration : 11 suffit encore de démontrer I'exactitude en
Exir(B,X) ;Ext8(B,X))

(1) Ssi (f,UfO) é ker hS» N aussi sa troisieme
composante nulle et les™hoCcl étant réguliers, t2i=0i donc t'j»
(2) X est une fonction D-iinéaire ; en prenant les éléments de
C comme leurs propres représentants t™ et tp ont la forme
prescrite et donc aussi t',

3.2.9. Remarques 1 7 Méme si R est héréditaire gauche (0,4.7.)
I'application de Ext(X,B) dans Ext(X,C) ou celle de Ext(B,X)
dans EXxt(A,X) ne sont pas nécessairement subjectives.

~

Placons-nous par exemple dans la catégorie simple ou
I = {0,i,],1 Ffavec Oci,j<I, 1 et j incomparables.
Prenons X = Xj. = Xj* = Xi = 2Zns B = Q, G = Q/z, B_ = Bj = 0O,

Ci =/Cl = €< 2> j= i Cl = Q/z> Exto(Zn = 0 : en revanche,
Extp(Z®, Q/z) ’JO ?deux ho%omorphisr%es}%istincts de z~ dans Q/

définissent une extension non réguliere donc ™ 0).

Dans lI'autre cas, prenons A = 2Z Ai Aj = At, B = Z,

Bl = Bi =B] =27, X=2=Xi, Xi Xj on

On obtient une extension, non réguliére donc non nulle, de X
par A par t° injection canonique de 2Z dans Z, et t©™ injection
envoyant 2 iur 3 dans Z, S'il existait une extension*'dans
Ext(Z,Z2) = ExtQ(Z,Z) dont l'image soit I'extension donnée, elle
serait caractérisée par deux homomorphismes de Z dans Z

t'ln 1T 1—- >N, €1 s 1 ASm. Leurs restrictions a 2Z ne poiirraient;
différer de ti et ti que par une fonction z, donc

z(2) = ti(2) -t'i(2)] = 2 - 2n, z(2) = ti(R)-t'i(2) = 3-2m

ce qQqui est 1mpossible. ¥ *

3.2.10. Remarque 2 s A cOté de celles qui viennent d'étre établies
le foncteur Ext posséde d'autres propriétés que nous n'utiliserons
pas plus loin et qui correspondent aux propriétés classiques,
notamment quant aux sommes et produits directs.



3.3» In.lectivité et projectivité

3»3»le  Propoaltlon (1) Tout module injectif au sens de>-"~(R?l)

est injeciir au sens de (R).
) "Jout mod~e projectif au sens de™(R,l) est pro.iectif

au sens de 0

Démonstration i Si A n'eot pas injectif au sens de=>"R), il
existe 0 -"X'-"Y exacte et un homomorplisme m de X dans A

non prolont®*eable. Posons Yj = X» = 0 pour tout i, alorsm est
un morphisme non prolongeahle de X dans A et A n'‘est pas
injectif au sens de™(R,Do Démonstration symeétrique pour (2)

3.3.2° Lemme i Dans la catégorie M = Z,D) simple ou
In = Sy groupe A est injectif si eft seulemeni si A et
Xt sont Aivisipies.

Démonstration s A doit étre divisible (3.3.1.(1))° 11 faut de
glus que As soit sommante directe,de A, Autrement prenons

= On = T L*application .'de <&om(C9a) = "m(A-*-,A) dans
~“om(AN9 A”N) = TqJCjA) n'est pas surjectlve puisque
I'application identique n'est pas relevable,
Si A et Aqg sont divisibles, tout homomorphlsme de Xg dans A"‘
est redevable en un homomorphlsme de X dans A, donc

Ext(X,A) = Ext*(X,A) = 00

3.3.3. Proposition ; 1l existe des catégories(R,l) dans
lesquelles certains modtiles filtrés ne peuvent étre plongés
dans un module injectif.

Démonstration s Dans M prenons X.=.Zs,Xi = 22° ,

et Ag™ X = ® Xq de sorte que A n'‘est pas une extension de X,
La solution du probleme classique est donc négative en générale

3.3°4. En revanche, nous obtenons des résultats plus positifs
pour les modules projectifs.

A cb6té des modules projectifs au sens de™"CR,!), nous
définissons les modules r-projectifs (Extp(P,X) = 0)o

Cela revient a dire que tout morphisme de P dans im quotient
régvilier de B peut étre relevé en un morphisme de P dans B.



3.3.5» Proposition (1) Si It si
a) w(l). est neutre ) gauche d”™s™I1) ou Mw((D)est neutre a
droite dans Vv/(R) et appartieni a I, alors rCi)(".3.4) est projectii

(2) si K£ ~(1) et si a) w(l) est neutre a gauQhe dans C/(1) ou
D) w(l) est neutre a droite dans w(R), alors R(i") est r-pro.lectif

Démonstration s (1) Aveo it (D), est un module filtre
(2,3.4.)= sT h est un morphisme dans un quotient G de B,
v(h{@) ) n vw(l).i qui appartient de toute facon a I. Donc h(l)
possede un antécédent h avec v(h)4 w(l).i

L'homomorphisne g qui envoie 1 sur b est un morphisme relevant
h car 5

v(g(r) )=v(rb) » w(r) ,v(b).$ w((r).w(l),i - w(r).i = v(r)

(2) De méme, R(K)e3t un module filtré&. Si G est un quotient
réeégulier, h({l) a un antécédent b régulier, v(b)= v(hCHh) w((hK
et l'application g : 1— b est un morphisme qui reléeéve h.

Si R est valué, w(l) est neutre dans w(R)

3.3.6, Gomme dans "(R), on démontre que ™ Pjj- est projectif
(r-projectif chaque Pv c¢st projectif (r-projectif)
Deéfinition * Un modvile £ R™M)( O RvK)) est appelé filtrée-libre
(filtre-libre régulier ).

3.3.7. THBQREIE Si w(l) est neutre a gauche

(1) Tout module filir&e G dont -il (-v(c) ,c”~ OjiIC ~1) est le
quotient d'un module projectif.

(2) Tout modxale filtre d don*y(G)c: ™{l) est le quotient
régulier d'un module r-pro.le‘ciif.

Démonstration 17 Dans le premier cas nous construisons un L par la
métiiode de 2,3.5. G'est une extension de G, projective par le
lemme et 3»3*6.. Dans le cas régulier, construisons

0'03'fc une extension.de G et elle possede un
systemd ae représentants réguliers I(™(e)). Elle est projective
par le lemme 3.3.5.(2) et 3.3,6.

3.3.8= Nous gardons les hypothéses du théoréme -respectivement
dans les cas 1 et 2- et nous notons N(G)(Nr(C)) le noyau de
I'application de L sur G (Lr sur G)

Gorollaire 17 Ext (G, X) cv Hom(N (G ) X)/+m .Yinmd.tn),
Q wr- HIM{NY(G ), X) ™ «——m "

st une conséquence immeédiate du théoréme et du théoréme

G'e
3+2.0,
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3.3¢9. Corollaire
fexi-MNOTS) Hoin(N(C).X)/Im(a:om(L(C).X) A Hom(N(0)cX)

"Xt®(0,X) & Hom(N77(0),X)/Im(3gom(Lr*(0),X)n Hom(N(C),X)

Démonstrallon Il existe \m épiniorphisme de Ho.m(N(C)sX)

sur t xt™ (.C,x) composé de I'épimorphisme du corollaire

3.3080 et de I'épimorphisme de Ext(C,X) sur £ xt™(G,X)

Il peut étre considéré comme la restriction de l'application
de *om(N(C),X) sur 6xt(C,X) (L(C) litre) ce g*ui fournit le
noyauo Mdéme chose dans le cas réguliére

3.3.10° Si | est totalement ordonné et w(l) neutre a gauche,
les hypothéses du théoreme 3.3.7. sont satisfaites. Notons
qu'alors un module est projectif si et setilement si il est
sommante directe d'un module filtrée-litre.

3°4. Procédés de réduction

Par ces procédés élémentaires, nous obtenons des simplifications
notables dans la recherche de Ext et spécialement, deux

Y

procédés pour ramener I'étude de Ext a celle de ExtQ.

3.4.1° Si A est filtr&, et B un sous-module de A, on fait
de B un module filtr& en posant Bj* = A" pour tout 1.

B est une extension totalement réguliére de A et si

G = B/as Gi = Oc Un exemple natifel est, si | est filtrant
a droite, le cas ou B = X, © JXN.

3.4c2c Si G est filtrée et B un module dont G est le quotient
par 1 "homomorphisme h de noyau A, B est filtr& en posant

Bi = h*“lI(Ci)o B est une extension totalement réguliére par
G et A = A, po\ir tout 1.
Exemple : B = X, modtile filtr& quelconque et X/"H - C

(Cséparé-associé de B). A

Les propositions qui suivent permetten'C, dans une certaine
mesure de se limiter aux modiues sépares et exiiaustifs

quant a lI'étude de Ext.

3.4.3° Proposition ? Si | est filtrat a droite, X exhaustif
B luie extension de A par le procédé 3.4.1.9 alors
Bxi™N(t.B) Bx-b;.'(TaT

Démonstration s En vertu du théoréme 3.2,5.» i1l suffit de
démontrer que Hom(X,G) = Ext(X,G) = 0.

Gi = 0 pour tout i et tout x appartient a un Xi donc Hom(X,G)=0
Puisque Gi = 0, les ti sont des fonctions de X" dans G.

Comme 1 est filtrant a droite, pour

X éeXin X?, ti(x) = 'tj(x) = t(xK t est défini pour tout x
par lI'exhaustivitée.



Alors les forcnHes de 1.3««montrent que tout triple de T(X,C)
est de la forme (fjU,t) = t donc équivalent a (0,0,0) et
Ext(X,C) = O.

A fortiori, Extp(X,0) = 0, Comme B est ime extension
totalement réguliere de A, on peut appliquer le corollaire
3«2, 7«(1) et Extr(X,B) Or Bxtr(’>X,A)o

3.4.4« Proposition s Si | est filtrant a gauche,
X3eéparé~complet, 5 une extension par 0 par le procédé 3«4.2

alors Ex-fc(B,ij Ext(0,Xj et ax'CrCB.X) :5xt,«(0,X),

Démonstration; Nous utilisons cette fois le théoreme 3.2,6l0
Hom(A,X) = 0 car si h est un morphisme h(a)€ X_ =20
puisque A = A" pour tout i.

De méme les t™ forment un systéme projectif d'applications de
A dans X~ Le$ tj_ définissent ainsi une fonction t de A
dans X = lim X* ; t(x) projeté modtilo Xj* sin? tj™(Xx).

Les formules de 1,3. montrent que toute extension est
finalement caractérisée par (f,u,t) = équivalent a 0
donc Ext(A,X) = O,

Extr(A,X) = 0 et puisque B est totalement reguliere, le
corollaire 3.2.8.(1) montre que Extp(X,Bj csr Extr(X,A)

3«4.3« Corollaire ;

(1) Si | est filtrant a droite, et X exhaustif, alors il
existe une extension S de tout A telle que
Exilée A) Bxt' "Tx:",'BT: -
(2) Si | est filtrant a gauche, et X séparé et complet, il
existe une extension B par tout d telle que
ljIxt(G,X) EMtyCg.'iT—" -

Il suffit d'appliquer 3.4.3. et 3.4.4. a un surmodule
injectif B de A (respectivement, a \m module projectif dont
C est le quotient),

3.4,~. Proposition Si R est héréditaire gauche (0,4,7.)
et si B est une extension de A du t;pe 3.471,, alors la'suite
ext(CtX)—» ExtT.(B,X)—» Extr.(A,X)—r 0 est exacte

Démonstration L'exactitude en Extp(B,X) résulte du
corollaire 3.2,8, et de Extp(C,X) =éxt(C,X)

(puisque Ci = 0, tout couple est équilibré,et
cxt®(C,X) =fxt(C,X) tandis que “om2(Ci,xt) = 0 donc
Exto(C,X) = 0),



L application de Extr(B,X) dans Extr(A,X) est surjective cais
si E est une extension réguliere de X par A, de triple
(f,u,0), l'extension algébrique sous-jacente a un antécédent
E' dansiExt(B,X) puisque R est héréditaire gauche,

Si(fi,ui) caractérise E', la restriction de ~N K/

est équivalente algébriquement a (f,u): (f,u)-(ri,U3) =Xo
Posons X(b) = x(b) aj. b e A, 0 ailleurs,

(f',u’) =(fi.ju2) - A est équivalent a et son image
est (f,u),(x",Uu’) est équilibré puisque 1™»") lI'est et que
Bi = A_ donc (fju'jO) definit une extension dont E est l'imageo

3.4.7. Proposition Si R est héréditaire gauche et si B est
une extension par O du t'/pe 3.4.2. alors la sui™
fext(X,Aj— Ext-rCXjB)—» Ext-rc!Xtd)—»O est exacte.

Démonstration On utilise cette fois le corollaire 3.2,7.
ExtIXjA) = txt(X,A) car puisque Agq = A, tout couple (f»u)
est eéquilibré et ext®(X,A) = E xttx,A) ; de plus A~ = 0

et ToCX,A) =0, A A A A

L'application de Extj.(X,B) dans Extr(X,C) est s™Jective,
En effet; pour une extension E de triple (fyU,0), on peut
construire un antécédent algébrique de couple (f',u’) dont
I'image est ~f.u). (f'eU") est equilibré t"si f(x,y), par
exemple est 0» son antécedent f Mx,y) a ijieme” filtration
(B totalement regulier; donc i1l est aussi equilibré pour ce

qui regarde (x;y)o Si f(x,y) = 0, '(X,y¥y) « A donc a tout
Bj* et f' est aussi équilibré en (X,y). Il en résulte que E
a un antécédent réegulier de triple (f',u”,0)o



CHAPITRE 4 LE GROUPE Exto(G,A)

Nous ramonons d'abord dans “lne certaine mesure |'étude de
Ext™ a celle de Ext™» Nous étudions ExtQ par rapport a une
categorie abélienne auxiliaire 3f(R.l).

Nous calculons a titre d'exemplLe quelques groupes Ext?j, Enfin
nous nous attachons au probléme importsint "quand Exto est-il
nul 2"

4.1> La catégorie

4.1.1.

Si D est un sous-anneau de R (2.1), les groupes Ext8 et T
sont liés par la suite exacte

1=Com33(G,A)/Hom r(G,A)~" T8(G,A)-N Extg(G,A)-* O (2.1.3).)
On en tire immédiatement des conditions nécessaires et
sxiffisantes potu* que ExXtQ(C,A) = 0 ou = TNC,A)
4.1.2.

Si 0—A——*Gtj-* 0 est Ne extension,
les suites O-™ Tg(X,A)—+TgCX.B)—" Tg(X,C)

0—> Tg_(G,X)—4 Tg(B,X)— Tg(A,X) sont exactes,

4.1.3c

Si Tg")™MG,A) est le groupe Tg™NC,A) dans="N(D,i;, on a la suite
exacte 0—"™N00O(0O,A)—i>To(C,A)—» To(d)(G>A) ou ug(G,A) est le
groupe des triples de la forme (O,u,0) ap_.artenant a

T8(C,A) tels que v(u(r,c)) < w(r).v(c).

En passant aux classes d'équivalence, on obtient encore la suite

exacte
0~> DS§.(G,A)—4 Extg(G,A)-" Exto(D)(G»A)

ug (G,a) est formé d'extensions réguliéres. On peut noter que
Ug(C, a) C "om™(R, 2bomj)(G,A)) et
C <om”™(0, "mp)(R,A)



Plongements dans une catégorie abélienne

N1A

A la categorie(Rj 1), nous associons la catégorie ~N(R,I)
dont les objets sont les familles de groupes abéliens

Xj*, 14 1 avec pour i j un homomorphisme h”"J de Xj® dans X*,
deg lois externes de R* x X* dans X% qui commutent avec les
h"J, satisfont a la double aistributivitéy a l'associativité
mixte et telle que si L€ Rg" avec ni = 1, 1.X™ = XN

Les morphismes de cette categorie sont les familles

tis i.£ If dhomomorphismes de X" dans Yj* qui commutent avec
les h"3 et les lois externes,

4.1.5.

La catégorie ™ (Rfl) est abélienne (1,3<.1".)9 c'est-a-dire qué
tous les morphismes sont propres.

Si ti, 1 € 1, est un morphisme de (Xi) dans (Yi)>

~"MV/Kker ti) est isomorphes au sens de la catégorie , ™ (ti(Xi)),

4.1.6.
v™MR) peut étre identifiée a une sous-catégorie de ™ (RM)
N

S

en identifiant ,\é R-module A a
(a);(A)i=Af h~J = et si r€Rjf af (A)i, alors roa= ra 6(A)ji

3, om(A,B) Hom( (A) f (B) ),
4.1-.7. Le foncteur _

Si A est filtre, A—> A = (Ai = Ai, h"3 = injections canoniques,
les lois externes étant inTiuites par la loi scalaire) est

un foncteur covariant de”™~(R,l) dans ~(R,I),

Si | est filtrant a droite, ce foncteur est injectif
relativement aux modules exhaustifs ce qui permet de plonger

la sous-catégorie des modules exhaustifs de->~(R,l) dans “"(R,D
et de plus Hom(A,B)arHom(A,B) (B peut ne pas étre exhaustif)

4.1,8. Le foncteur

A— 'K = JA = A®, les h"3 = surjections canoniques, les lois
externes étant induites par la loi scalaire) est foncteur
covariant de "M(R,!) dans "(R,D.

Si | est filtrant a gauche, ce foncteiir est injectif

relativement aux modules séparés-compiets, ce qui permet de
plonger la sous-catégorie des modules séparés-complets de™(R,I)
dans ~(R,1), et de plus Hom(A,B) s Hom(i,B) (A peut ne pas étre
sépare-complet),



4.1.9.

Dans la mesure ou. I'Oon peut se permettre de remplacer un
module filtr&e par sa partie filtree ( ™ si | est filtrant
a droite) ou par son séparé-complété (lorsqg.u'il appartient
ax™N(R,D) (cfr 5.1*3.)T les foncteurs _ et * permettent de
considérer >~(R,l1) comme une sous-catégorie de la catégorie
abélienne ™~(R,I1). (pour les rapports entre un module filtre
et le module qu'on lui substitue, voir 3.4. et 5.4.1,)

4.1.10, THEQRSj"S;
(1) Tn(O,A) ar Hom(fl.S)

(2) Si 1 est filtrant a droite et G exhaustif, la suite
0—-» Hom(Q., A)—» Eom(G, (A) j—» EamjCltt}—» ExXt*COiA)-—» 0
est exacfe.

(3) Si | est filtrant a gauche et A séparé et complet, la suite
0— Hom(C,yj—=Hom( (O), )—» Hom(fl.S)--» Extn(CyA)-->» 0
est exacte.

Démonstration
la définition d'un morphisme (4.1.4.) et de celle

(2) résulte du théoreme”2.1,3, (repris en _  des
identifications de 4.1,6. et 4.1.T. et du lait"aw'avec

I'hypothese Hom((0),(A)) = Hom(G,(A)).

(3) résulte du théoreme 2.L.3.s des identifiaations de 4.1.6,
et 4.1.8, et du fait gqu'avec |'hypotheéese
Hom((G).(A)) = Hom((G).S)

4.2, Calculs explicites

4,2.1, Limites projectives

Dans la catégorie ~(R,l) associée a une catégorie xX/~(A,l) simple,

les Xi sont des R-modules, les lois externes se réduisent a 3"

loi scalaire et im morphisme est une famille de R-homomorphismes

commutant avec les h™,

Hom(G,i) ressemble a \ine limite projective des ongj(C 1, AN)

(ou Tes applications seraient remplacées par des relations)

et cela de.deux fagcons difféx’entes ; avec « et les relations de
~om(Gi, AM) vers  *om(Gi,AN) (a ™ j), avec et les

relations de ~om(Gj,AJd; vers ~“om(Ci,AM).



402.2, Dans le premier cas noua avons

Propoaition @31) Si%om(C_mm ) = O((™.1); Tr>(0>A) est limite

de plus.
Démonstration ; Avec la premiere condition, \me fonction de
Gi dans posséde au plus un relevement de Cj dans AJ.

Les relations définissant T¢(0,A) sont des fonctions de
»om(Ci,A™) vers ™ om(Ci,AJ; et on obtient le résultat en se
limitant au sous-groupe'*de 360m(CxcA”) des ti qui sont
effectivement composante d'un élément de Tq(C,A).

Les conditions de la deixxitme partie sont nécessaires et
suffisantes pour que les relations soient des fonctions de
~om(Oi,A”™) dans '3éom(Cj ,AJ).

4.2,30 Dana le deuxieme cas, nous obtenons de facon
tout-a-fait symétrique la

Proposition (1) Si '3om(Ci,A]) = O(A™ = ker(AM—» Aj ),

Tr>(CsA) est limite projective de sous-groupes de '3£>o0m(Qi,AN)
(2) Trt(0,A) lija *3Gom(0i,A") si et seulement si, de plus,
I'application de ~om(Ci,A") dans '3éom(Cs,A") est s\3r,lective.

4.2.40 Polir ce qui regarde les premiéres conditions, on peut se

réeférer a (0.4,3.); pour 4.2.2,, la deuxiéeme condition est
réalisée si pour une classe d'extensions P, C-i ™ Oi et Aj est
P-injectif, N

Dons le cas de 4.2,3.} il suffit que A~-X Aj
soit P-projectif. (0.4.9)

4.2.3. Jusqu'a la fin de cette section, nous prenons eu,>
pour T, < . La loi peut étre différente de + ou , Dans le
cas simple, on ajoute +« k cJet on pose O.n: = n* nNn,m =+.>3a,
n”™0, m*"™O,

4.2.6. Nous supposons la catégorie simple et que pour n 0}
AVM:-n-1 = ker(AN™M~N—i) est sommante directe de A"

Alors To(C,A)6 "n> o™M™Mn.»"™n-I* + "om(CQ,AO) 0
(si to s Go—>A®, tp induit une application tp de O™ dans AF
et ti doit étre égal a la somme d'une application linéaire
sur le noyau AN et de tp, ¢ méme pour tout n)



4.2.7<. Conrmnie exemple, étudions Ext(C,A) = Exto(Cs,A) dans la
catégorie simple (R,)ou R est un oh™p, C et A peuvent é&tr
munis de bases adaptées, e et u respectivement telles que QgX*'
forment une "base d’un supplémentaire de dans Cqg» ©ll» s«

une base supplémentaire de C2 dans Cto etc,.,(pour simplifier
nous supposons C et A exiiausTifs), %om(CsA) est isomorphe au
groupe des matrices#e x # u a lignes finies, tandis que
Hom(C,A) est isomorphe au sous-groupe des matrices nulles aux
intersections des lignes n,, et des colonnes m,., m ™ n.

4.,2.8, Dans une catégorie simple(R,) ou R est coimutatifi
supposons que les 0™ sont cycliques. Soient Cn un générateur
de Gns kn l'ordre iie Cntiidal ade R), On+i = Cjn.

Si B est un module et k un idéal de R, nous notons B(ic)
1»ensemble des éléments de B d'ordre au moins égal a Kk,

"om(GjTjJAN) » « Si désigne le sous-mod\ile formé des
éléments de A’\ image de c”™ pour une application tji compatible
justrue n(tnN---- i™ n), Xn+l est le sous-module des

Y

antécédents de x™ XA qqui appartiennent a "Mkn-+l)*

4.2,9. Si Xn Xn est divisible univoquement par Xn pour tout n,
To(ir,A-) or lim (avec les applications allant de n vers n - 1)
Exemple : R principal, calculons TgCRjR) avec le premier R muni
de la filtration g-adique, le second de la filtration p-adique,
q, P premiers (g.p) = 1. To(R»R) or lim R/p““.R

Si tout élément de possede un unique antécédent dans
A™kn+l)» dlors Tqg(G,a) ctf im X (les applications allant de n-1
n.

4.2,10, Si pour tout n, x™ XN est un singleton y , Xn+l
1'ensemble des antécédents de y qui appartiennent a

AN 3) et To(G,A) O U X~

Exemple t R principal, Tqg(R,R) avec la "me filtration p-adique
pour les deux R, Xv, est formé de 0 et p™M" et

To(R,R) qg H/pR.

4.2.11, Iviunissons maintenant lI'anneau R de la méme filtration
p-adique ; le modlile R est alors projectif (3.3.5.) donc
™MQ(R,R) = O, Directement ; Tq(R,R) est un sous-groupe de

n dans lequel toute composante est déterminée pai’ une

quelconque des precedentes par Ia regle tn+k(PN*N)=P/MNO*Mk(p”) «
En pai'tulier, ti(p) = p-to(l) = 0 et ToU,R) =0.

4.2.12, Hom(R.R) =~om(R,R) dans les cas de 4.2.10, et 4.2,11,
= (T-3Sis e ;as de 4.2.9. Dées lors
Exto(R,R) = ~/R (Rp = lim R/,nR) dans le cas 4.2,9.

“NIM/pR aans le cas 4.2.10.

O dans le cas 4.2.11.



4.3. Cas d'annulation

4.3.1. L'étude des cas ou Extq(G,A) est nul est impartante
d'abord parce qu'elle fournit la structure des extensions
construite sur A + C ; ensuite, parce que si 8xt(G,A) = 0, la
structure de toute extension est bien déterminée | enfin, parce
qu'appliqués aux vectoriels, ces résultats, combinés avec un résu-
-lItat du chapitre 5} permettent de retrouver dans un contexte
plus général les résultats de Serre (273 Monna (263

4.3.2. Tr>(0,A) = Hom = 0. C'est notamment le cas si
““*om” (C 1, AM)= 0 poTor tout 1'(O0.4.3.).

On peut considérer des domaines d'opérateurs plus vastes (pris
notamment parmi les éléments de R tels que w(r).K”™ K pour tout
K ou les éléments de laforme =z.lI, z é Z, pour Ilesquelsles
ti sont linéaires en vertu de 1.3.6.(8). Si la catégorie est
simple, R est un tel domaine.

4.3.3. Proposition ; Supposons que deux éléments de S CR ont

toujours multiple commm a (Moite™ par exemple, S est tm~
monalde central ; si G est S-divisible et S—~yalué™et al les
Aj sont fermés pour la topologie S-adique, alors Tn(Q,A) = O.

Démonstration s soit ¢ € Cq, ¢ = s Cg pour s 6 S, Puisque 0 est
S-valué, il existe un j é w(s), un k ft v(cg) et jk ™ 1.

Posons ti(c) = a® + Aitj(cg) = aj ™~ Al, tv(c) = g™ +

Il faut que ajjj h Aji* = s. (ai + Aj? = san *"*Aiic

donc ai + Ai = sa® + Ai mais'alora ai € 373 + A = Al

puisque A est fermé (0.3.1.). Les s A sont filtrants a gauche
donc ti(c) = O.

En particulier la derniere condition est réalisée si A est
s-borné pour un s de S.

4.3.40 Proposition Supposons que SCR est formé d'éléments
f-simpliflabiés (1.2.3.; ; si C est a S-torsion et A S-valué,
alors TnCCcA) = 0"

Démonstration ; Si ¢ € Ci, 1l existe -un s avec sc = O. Pour tout
J € Vvi(s) (w(s)ik ™), tii(sc) = 0 = sti(c) ou ti(c) = ai + AI.
Donc, pour tout j € w(s), w(s).v(a) ]Ji, c'est-a-dire

w(s).v(a)< w(s),i et v(a)™i (s est f-simplifiable). Mais alors
a é Ai, ti(c) = 0, To(C,A) = 0,

4.3.3. Tr>(G,A) ™~ 0 mais Extg(GoA) = 0. Si | est filtrant a
droite eT C exhaustif, Exto(c,A) = 0 si et seulement si tout
morphisme de 0 dans S peut étre relevé en -un morphisme de C
dans (a). Si | est filtrant a gauche et A séparé-complet,
Exto(C,A) = 0 si et seulement si tout morphisme de G dans A
peut étre étendu en un morphisme de (C) dans A(4.1.9.)

Nous désignons par Z' une partie du centre de R telle que les
ti soient Z'-linéaires (4.3.2.)



49%3.6;j. Proposition : Si | est filtrant a droite; Q exhaustif
ei de filtration P-projec”™ve pour une certaine classe P

(0.4.9. ai A£» A et 3irom7,V(Oi,Ai) = 0 pour 1 ~ j ou !l = ki,
alors Bxin(CiA) =0O.

Démonstration ; Soit tit "“cmgi (Oj_,A”). Les hypothéses assurent
que 1'on peud: relever ti en un Z'**homomorphisme t? de Ci dans Ao

Soit (ti), 1 6 1, Hom(C,A), Sic é Ci et i » tS5(c)=t~(c)
car ce sont deux relévements du méme Z *-homomorphisme de
Ci dans AM, Si r € Rks ~ N Z“-homomorphisme

(puisque Z* est central) qui releve le Z'-homomorphisme
0 = rti(.) - ™™ (r,) de Ci dans AN donc

"g(C.) - tg.(r.) = 0,
Donc () t Hom(C,(A)) et Exto(C,A) = O.

4.3.7. Proposition Si | est filtrait a gauche, ai A est
separé-compiett résiduellement P-injectif" si Ci C G et il
~omzl (CMNal) = 0 pour i ou j = ki, alors ExtiMIGMA) =~Q.

Démonstration s Si tit *(Ci, AN " les hypotheses assurent
qu’il existe un prolongement unique ti™ de 0 dans A-* ’
Soit (ti) £ 'cEom(C,A). Si I3, "M(g)— aussi

le prolongement "de la proiection de ti sxir AJ,

Si r eRv, rti(.) - ti(r.) est un™Z'-hoDiomorphisme qui prolonge
0 = rtiX, ) - tvi(r.) de Ci dans A, donc rt~(C )-tni(r.; = 0
et (ti)e Hom(Tc),A) de sorte que ExtQ(C,A) = O,

4.3.8. Si la catégorie est simple, on reprend le raisonnement
‘en remplacant Z' par R. les tj et les sont des
H-homomorphismes par construction, ce qui suffit ici pour
verifier la commutation avec les lois externes (=1.3.6.(8))

et la dernjere partie du raisonnement, donc la centralité

de Z* est inutile.

4.3.9. Exemples (catégories simples)

-Ai = 0 poua? tout i s on peut appliquer 4.3.6. sans autre
restriction (P ; O—A—"A—"0)

-R = Z ; A est sép.iré-complet, résiduellement divisible sans
torsion, G résiduellement a torsion (4.3.7. ! avec P s toutes
les extensions)

-R = Z, S ¢ Z engendré par un ensemble non vide de premiers,
C résiduellement a torsion, Ci S-pur dans C, A séparé-complet
résiduellement S-algébriauemept compact sans torsion

(P ; extensions S-pures Co0.4.10;(l))



4.3.10. Jusqua la fin du paragraphes R est un corps value.

Lernine ; Sl A est soua-veotoriel ré/guier de codinenaion 1
du véotoriel valué B, alors 3 = A S rX*

Démonstration : Soit Cqg xm élément 0 de 0 = BA.

Tout ¢ dans G est de la forme rcQ. Puisque G est valué

(car A est divisible donc résiduellement pur, 2.5.2),

v(rco) = w(r),v(co).

En reprenant le raisonnement de 3.3.5(2), on voit que

G Rvv(co}est r-projectif (w(l) est neutre a droite de w(R))
sans qu’il soit besoin de supposerVCO)C (1) puisque lI'on

sait que C est filtr&e, A est régulier donc B = A © G

4 Si | est unital, notons U (I) le sous-groupe des
éléments inversibles de i)t

Lemme Si | est totalement ordonné et si R est 17(1)-compact
cocjae R-module, alors IM") est ¢r (D-compact d”s que

K gw®R) U U.()

Bémonstration est filtr& puisque a 2.3.4)
La démonstration est évidente powr K = | (r(®) = R pour tout i)
Si K 6 w(R), soit X e R avec,w(x) = K, RiKIx = Hi.

A la fammike centrée € + «|") \ associons la famille

(rix + rCK) = JriX + Rj* . Elle est centrée donc posséde
the--Hmite ¥y et yx* estliimite de la famille initiale.
Si Kf "U() ,Rj”*K)= ORj pour " AiK“I(w(r)K " w(r) i' iIK~=1)

A la famille centrée ‘jri_ + r|’K)j associons la famille
[r™ + ~s k-l RIle est BEMMTAE donc poagERde One

limite x qui est aussi limite de la famille initiale.

4.3.12. THEORELIE Si I est totalement ordonné, R ,y(l)-oompact
A sous-vectoriel de eodimension au plus dénombrable du
vectoriel value B et si v(Bj c w(R)Q Kc¢T;, alors

B = A OClL G filtre-libre régulier (3.3.6.?

Démonstration : Si B A, soit b ~ 0, b 4 A.

A est régulier dans B (2.4.4.) donc dans A' = vct |a, bV

Donc A' = A ® r(K) (lemme 4.3.10.) avec K é v(G),

Mais v(G) C v(B) (régularite!) et v(B)c 'U() v w(R), donc

R(K) est C~()-compaot (4.3.11.)

A' est 17()-compact comme somme directe des modules
C7()-compacts et le résultat vient par récurrence.



|4-§:L3. Corollaire : Si | est totalement ordonné et
[ «M-compact| alors tout vectoriel B de dimension au

plus denoiii'brable avec v(]™) C vi(R) U est filtre-limTire
régulielF!
Démonstration ; on prend 0, vot est ~(I)-compact

(iemme 4.3.11.) et réalise les conditions du A du
théoreme 4.3.12.

4.3.14. Le théoreme constitue une généralisation par une
autre méthode d'un théoréeme de Monna (261 ou R est un
champ, Iqg le groupe des réels positifs, les modules étant
proprement filti-és.

Serre {271 obtient un résultat compai’able, mais sans
restriction sur la dimension, dans le cas des valuations
discrétes reéelles.



CHAPITRE 5 : LS COIPLETE

A toute filtration de nodule est associée une topologie de

groupe abélien (1«1,8) ; on découvre facilenent g.uand cette
topologie est \me topologie de module (5.1.1. a 5.1.4)).
Dans ce cas, on peut introduire une extension filtréee : le

complété, qui est une limite projective de groupes (0.3.4).
C'est donc un cas particulier de la limite projective filtree
(loi.6.) et nous nous placons dans ce cadre, ce qui nous permet
d'étudier le complété pour me filtration auxiliaire (5.1.8.)
Lorsque cette filtration auxiliaire est me filtration S-adique,
on obtient me extension qui a me propriété intéressante
d'injectivité partielle (5.4.) En 5=2 et 5.3» nous étudions
spécialement la possibilité de transférer certaines décomposi-
-tions en sommes interdirectes de modules a leur limite
projective.

Dans ce chapitre, toutes les catégories ont la propriété i

~

Pi ; lo est filtrant a gauche.
5.1. Topologie et complété

5.1.1. La topologie de la filtration de R (1.1.8.) n'est pas
nécessairement me topologie d'anneau de R ; la topologie d'm
R-module filtr& n'est pas nécessairement me topologie de
R-module. Par exemple, si R' est m sous-groupe de R et r tel
que rR' ™ R’', la multiplication par r n'est pas continue

dans la topologie engendrée par R*

51.2. Proposition Si la filtration de R est exhaustive et
si | réalise la condition L

P2 ivi» j(la,3kiVkpeln. ikigj Epi’j

alors R est m anneau topologique.

Démonstration ; Pi et P2 entrainent ;

sVi'h Iq, 3kt Ip avec A P
(il existe m j tel que ji4:i(P2) et pour k™ i, j (Pp).k*< 1j i
Par lI'exhaustivité tout x appartient a m RJj. Maintenant pour
tout X et tout Ri, i1l existe m k tel que m~™ 1 (P2)
et xRj*cRjRv C Ri. De méme dans l'autre sens. Il existe m
~kerk MM (P3)* La muultiplication est donc continue et R
est m anneau topologique.

3.1.3. On démontre de méme que, si R est exhaustif et que I
réalise P2, tout module exhaustif est mm R-module topologique.

3.1.4. P2 est notamment réalisé si | est m groupe ou si

I = (I + ~ 0

P2 est équivalent a Uqgq C Ig Ipi C 1. ((I'égalité a lieu si
i N‘ost pas m diviseur de zéro).



Le 1 d'ime catégorie simple réalise P2
Dans ce chapitre, nous supposons désormais (“ue toutes les

catégories satisfont a 5.1.2c P2 et Que les filtrations
sont exhaustives»

5.Le5. Considérons ime famille de D-modules I-filtrés, indexés
par un ensemble ordonné filtrant a gauche K, ™~ . Nous®
supposons que poXlr des morphismes p~p” de dans (k<.k?),
nous pouvons construira la limite projective filtree A

(Iclc60) Notons p™ T A— AN LA

Les sous-modules de la filtration sont notés AM et la
topologie correspondante %bf (topologie de AN =

5.1.6. A peut étre muni de la topologie 'S-t induite par la

topologie de Tychoftoff de flA Cette topologie est engendrée
par les Ai,,i =4 EA(pPS™NE) é Af>»
5.1.7. Les = ker p-“ déterminent une filtration (pour la

catégorie simple .~(D,K) de A. La topologie correspondante
TTn est plus fine que

5.1.8¢ Si A est un R-module I-filtr& (topologie associée 2" )
m\mi en outre d’ime K-filtration auxiliairg séparée de
topologie associée Z a» alors le complété Ade A pour Za ®&"™
le R-module limite projective des groupes A”, la multiplication
étant définie par continuité. C'est un cas particulier de
5.1.59 avec D = Z.1,.

Naturellement, les deux filtrations peuvent étre identiques.
Notons fo la topologie associée a la filtration = fermetiire
de Ai pour — (A,li) est un R-module I-filtre.

5.1;9 Dans ce cas nous avons la

Noposition a) % prolonge T en fait eat la

topologie et la topologie correspondant a 'S n
prolonge h est plus fine que

c) Z-p prolonge =Z .

d) -~ "est plus :me que === — = \p

e) Jgy, est plus fine que 'Sa eat plus fi“e Que 6

T est moins fine que est moins fine ~e T.

g) gt est égale a h> 6+ Zg est plus fine que T

Démonstration a) Poxir a £ A. p™Ma) = 0™ a é Av. D'autre part.
"TT est plus fine que la topologie de Tychonofx induite pgr

» povir cette topologie les A™ sont discrets donc les A®
ouverts ce qui entraine IlI'égalité. Enfin,
Ak = lim Ak + (k' 6 K)



b") La restriction de a A a pour systeme fondamental de O
N, -k donc c'est la somme des topologies «a + 7™

résulta™ en découle

c) a 6 n A aé QAI + ™ = li.

d) Les Ajj sont ouverts pour & ' ™ les A* sont discrets pour

donc les sont ouverts, c'est-a-dire si 'ZTest plus
fine que
e) Si Zn QS't plus fine que sa restriction ba doit étre
plus fine que la restriction 7?2 de 8i pour tout i, 1l

existe un k tel que A C Ti, alors Ajj; ¢ Ai et —est plus
fine que

) Méme raisonnement, a l'envers, qu'en e).

g) La restriction de Zf doit étre plus fine que celle de

'51(b,c), Si pour~™tout i, 1l existe un k et un J 6 1 avec
Aj + Ak C J+ alors c Ai et <Tf =
3.1.10. A est xaie extension I-filtréee de A si et seulement si

= Ai (proposition, c).

3cl»Ill. Si A est le complété de A pour "Zhax

ZNn— ~ (proposition, a)
Proposition : Si | est totalement ordonné, A est proprement
filtre (respectivement iS-v~Mué) si et se”ement si A esT
propreiaent filtre (respeciivemeni ; 3-valuél
Démonstration : A est séparé (5;1<>8 = Z ), donc k l'est
aussi. Si a 1 A, i1l existe un systeme de”ajj dans A convergeant

vers a. Pour i™6 v(a) (( existe puisque A est séparé),

v(a - aij;(i)) 6 Ai entraine v(a) = '6(ai™), k 4 k(i)c Donc si A
est proprement filtr&e, A lI'est aussi. Maintenant, sai'r
converge vers sa et pour un certain k on alira

v(sa) = vCsajj;)) = w(s).v(a}lji;) = w(s).v(ad) si A est S-valué.

3.2. Transfert de décompositions en sommes interdirectes

3.2.1, Dans le cas de 351.8,, A est un S-module par
continuitg et ai A" est une famille de sous-groupes des A"
A3 =la é A Ip™M@E) C Ay™ est muni d'une structure de R-modules
ai les (Ay)~Mforment un sous-objet de S dans "ME,K)

(si ag-aj~ € Ajj ou prMa”n) é A et si r éRfc, t"K,

rai - rajj. € A-tjj, p'(rajj;) ¢ AM par la condition.
Maintenant, *si k't K, i1l existe un k avec tk™ k' (3cL,2, PM)»
donc rai t Aq qui est un R-module)

3.2.2, Placons-nous maintenant dans le cas général de 3.1,5,
Soit H un ensemble d'indices et pom* tout k une famille de
sous-modules de A", ht H et \me deuxieme famille Tg de
sous-modules avec T C Bg.



Supposons que pour tout k» est la somme interdirecte des
relativement aux Tk » oO'est-a-dire que est le sous-module
mé Ih! aont presque toutes les composantes (toutes, sauf un
nombre finNi) appartiennent aux

Supposons de plus que

pour k4k’, si x=(") et y=(yg ), )=y P>t (XM=
50\jr tout h, nous pouvons construire

Bh = lim Bg et 2 =j(b™) t Bh | n

Soient B la somme interdirecte des Bji relativement aux Tji et
b*=CQ Su.

5.2.3. .THEOREME

nry 0 e
f7| n\"rr’\(fivi) ~ = PMN"b) poi™ presque tout h (dépendant de k)
alors B est dense dans A pour tout T'-n

m "ar = Mm: alors X =b"=

Démonstration ;(1) Ac B* : si (™) =({(bfep, les b”, h fixe, se
corrosponaent’ (5.2.2.). (bé)- Bh et (a”) est le produit des
(bg)pour h e H donc (@) € h* .

B CA! sib =(bM)t B,(bg), k fixe, € A" et b, leiir limite é A:

(2) Pour tqut k, B = A

car si a6 A, a=uUb?)), a’\—(b’\) . k fixe, Dbfe tBfe et presque tous

les b;T i % Pour h fixe, (bg) Bh ; si bg / Tg, on le reléve
A

en (bg) lui-mame.
Si bg r, TA, bg » p™MNBh) t* = p™N(Th) pour presque tous les h
et pour ceux-la on les releve en des éléments de Th»

Le produit des relévements appartient a B et sa projection
est a”o

(3) Si Tl = Bfe (cas du produit direct), alors
lim Tg = lim Bg et B = B*™ .

5.2.4. Si Th 3st limite projective minimale (0.2.3.) des t/$
pouc¢ presque tout h, la condition du théoréme est réalisée,
Si Bh est limite projective minimale et (T™) ¢ ™ pour
k ¢ K*, o=tte condition est nécessaire , Ainsi en est-il
dans la sijjuation de 5;1.8» : A est alors minimale et donc
aussi les Bh»

52.5. Th est minimale notamment si

= 0 poxir tout k (par exemple : A" somme directe des B”™.)
- Tg linéaireiceijLt compacts, pour tout k, pour une topologie
telle que P""™N soient des surjections continues (continuité
assijrée pour 2™ ou la topologie discrete) O'est un résiutat
bien connu : cfr Lefschetz (2 , P»32.
-les pE,k’ sont des surjections de Tg sur T et K a un sous-
ensemble cofinal dénombrable (par récurrence),,



3.2. So Proposition (1) Sit pour tout 13, est'la somme
interdirecte de ses oomposantes, alors AiAF et Ai
sont.aussi sommes interdirectes de letirs composantes.

(2) Ay A B est sonuae interdirecte de ses composantes.

Démonstration (1) a = (b?")
a €kx ™ (tfé) * Ay (k fixej™ 'bfe tAf (hypothese)
=>tfcE) 6 A = lim AM (h fixe)»
Réciproquement, a Ai (h fixe) ™ 6 At (hypot©jése)
@) t Af (h fixe) et finalement a 6 Ai»
De méme pour Aitic ™
(2) Immédiat.

3.2.7. Si) 6 est un sous-module ouvert pour dans A,
aloys B + 0 = A.

Si 0 est le produit direct de ses ccmposantes Oj* = 6 A Bh»
alors A est somme interdirecte des Bh relativement aux

Th + Oh.

3.2.8. Proposition Si k est le complété de A pour Sa et si O
est un sous-modi®e dé A, ouvert pour® '"*a ft réslduellement
produit direct de ses composantes, alors A est la somme
Interdirecte des Bh relativement aux sous-modulés

Th~. f(pjt(o rigT?,; ) WA Bhi 7 - ev

Démonstration : Ok = 0 + Awa” , 0 = lim 0 est le complété
de O pour * P

Gomme O est ouvert dans A, 0 est ouvert dans A pour la
topologie du complété D'autre part, si 0" est produit
direct de ses composantes, il en est de méme de O (meme

raisonnement qu'en 5.2.6). Le résultat découle alors de 5.2.7.
5.3. Cas particiLliers des sommes directes

3.3.1. Nous ne considérons plus ici que des décompositions en
sommes directes ; I'hypothése du tx.éoréme 5.2.3. est réalisée
5.2.5)) et la condition si™ les décompositions de 5.2.2. est
simplement pMs® (Bg) C Bg ,

3.3.2. Si A - A NSa,) les
ljypothéses son’

A est T™ors compris entre © &ji et M&k. En fait, A est I'ensemble
des éléments de . Bh dont presque toutes les composantes
appartiennent a ky Cii}?—>» 0O).

Pour R = 2, on peut prendre la filtration p-adique comme
filtration auxiliaire. Un théoreme de Puchs. ta. assure alors
I'existence d'un p-groupe de base Bp (somme directe de groupes
cycliques infinis ou p-groupes, pur et dense pour 'o a dans K)o



Alors A = Bgq et Bg peut étre décrit suivant la méthode indiquée:
(la décomposition est directe ca-r P"Bq est endostahle)
On poiarrait ainsi retrouver des résultats de Boyer jo]

3.3.3. Dans le parat“raphe 4.3? nous avons rencontré des exemples

de sommes directes. Particulierement, le t.coréme 4.3.11. et

son corollaire nous fournissent des décompositions directes

de R-vectoriels en composantes cycliques. Le complété d'un tel
vectoriel sera l'ensemble des suites (xjc) ?xic.é . v(x]j;)—" 0.
Ceci établit -avec \me condition sur la dimension mais dans un
cas plus général- le résultat de Serre

)Our
h ~ ~ est associé
un Bft, unique tel que h' ¢ Tg>" Alors on peuf'construire
une décomposition satisfaisant a 5.2.2
En effet, introduisons dans la relation
hk ™ h'is”’ k" 4 Kjk" 4 k' et lin tel que
hk™ Tg"?k , h™' e . C est une relation d'équivalence’ la
transitivité résultant de la transitivité des pk?kK'
Alors en sommant pour chaque k les d'ijjidices équivalents?
on obtient une décomposition des Ak, Si E classe de h?
est une composante et k t+ k' pk,k'(Bg)c d’ou le résultat
(5-3.1)

5.3.3. Soit maintenant “une propriété des sous-mod\ales d'un
U-module, ~(A) l'ensemble des sous-modules de A satisfaisant ™ j
supposons que si M, N é (A), MnN¢ ~(A) D

Définitions Une décomposition de A en somme directe est
-compatible si et seulement si les composantes appartiennent
gMA) et si tout M 6 é\k) est somme de ses intersections avec

les composantes. Une telle décomposition est maximale si ses

coMosantes ne posseéedent pas de décomposition en modules de
&{k) pour laquelle tout module de ir(A) inclus dans la
composante serait somme directe de ses intersections.

Un homomorphisme g de A s\n» B est J™-compatible ai

ker g é ~"A)? g( if(A))c i”B), g-~( ~(B))c. 57MA),



5.3.6. Lemme ; Si B = glA)¢ g ~-oompatible, alors une
Aepompoaitlon jg-pompaiible de A a pour ima*;e une décoraposition
lg’-pompatible de B.

Démonstration * soit A = { A® une déeomposition 6-compatible.
S(Ah) ¢ 'U (B). Les g(Ah) déoomposent B puisq.ue ker gt ™ (A)
dono est décomposé par les AN.S! C't é(B), g—"™NGHYé W(A)
donc est déoomposé par les A et C est déoomposé par les
é(Ah) puisque G ™ ker gt tt"CA).

5.3.7. THEQaBME Si les sont --oompatlbles et les A"
maximalement JiN-déddmposableSi ~ors i1l existe une décomposition
des AN sanisfaisani a 5.2.2. Elle est -oompatible ai la

somme direote de sous-modules réalTsant V réalise ™ .

Démonstration T Une~déeomposition maximale est unique

si M=+ et M = 4 Nt sont € -compatibles maximales,
" = &,t (3% ™ Nt) est M-oompatible (5.3.5.(1)).
Gomme est ™ -indéoomposable, Mb.Nt = O» 1l y a un

seul % tel que 1% c Nt et inversement, donc les deux
déoompositions sont les mémes. Considérons, pour k ~ k' l'image
dans AN de la déoomposition maximale A™ = jik®n*
Elle est ™~-oompatible (lemme) et °*
pk,k' (Bg) = + (pk,k (Bg) n ], ) = + Bg? pour h' appartenant
a une certaine partie de Hic» sinon la décomposition de B™
ne serait pas maximale. D'autre part,(p™m™ )”NBg»)=+
avec Cg = (pP"™DO“i(BNi ) Bg et po\jr tous les h sauf un,

C ker pNj~™ (autrement on obtiendrait une décomposition
de B)C«) Les conditions de 5.3.4. sont djnc réalisées et la
premiére partie en résxilte. La seconde est évidente.

5.3.8. Exemple Soit A un module résidusllement semi-simple.

La aécompOSiuion en composantes isotypiques est

&(AN)-compatible (J3”vide), tout épimorphisme est & -compatible.
On veérifie que la décomposition est bien maximale. Ici, l'image
d'une décomposition maximale est maximale.

5.3.9. Exemple Si 1 est principal et si A est ™~ modiile
résiduellement a torsion, la décomposition des A" en
composantes p-primaires est M-maximale ( ™™Vide).

Ici aussi l'image de la décocgg)O8ition maximale est exactement
la décomposition maximale.

5.3.10; Pour qu'un sous-module ouvex’t 0 residuellement a torsion
n'ait qu'un nombre fiNni de composantes non-nulles dans ses
décompositions p-primaires résiduelles, il faut et il suffit

que pour tout k et pres-“ue tout premier p dépendait de Kk,

pour tout 0 f. O, po é ™ entraine o e Aj*. C'est notamment le cas
si 0 est compact polir % (exemple des groupes localement
compacts). C'est une généralisation du théoréme de

décomposition des groupes abéliens en composantes p-primaires.



3.3.11. Si =T Ap = lim. A Ap est caractérisé par la s

Proposition : Ap est le séparée-complété de A poior la topolo™ie
engendrée par Tes A =ya~ A| 3 n? (NVp) =1 ei na” AKIr »

Démonstration Soit hY, ; A—> A" T a—r»'p-composante de a Afeo
G'est im éepimorphisme et ker hfc = Ag , N reste a verifier que
lim A = lim A/Ag = complété de A=

Les forment un ensemble filtrant a gauche pour C,

Si k "™k’ le schéma

Alig — Al
est commutatif

I [
a/Ags N Ap

Si A» C A, sans que k < k*, 1l existe \m k" " Kk,K’
et AgrC Ag C Agi et les deux limites sont iaomorpheso

303.12c THDORSIA Si si T est un tvpe de
décomposi-bion de D-modules tel que tou sommante directe 11" un
module décomposable de type J soit degomijosable de t;/pé | Si

est résiduellement décomposable de t:/pe J et résiduellement
de K-filtration en sommantes directes, ™ors les conditions
"té N.2»2» sont réaliséesnN

Démonstration ; Prenons une décomposition quelconque de type
T sur A% Puisque le noyau est sommante directe de A",

al = AO + Aq avec A'°c: A°. Prenons sur A" la décomposition
transportée de A® et sur A" une quelconque décomposition du
type To Alors, p™*° réalise les conditions requises.

Le résultat vient par récurrexice»

303.13<. Exemples

1} Si A est residuellement semi-simples, les autres conditions
sont réalisées pour T = décomposition en modules simples,

2) D = Z, A résiduellement divisible sans torsion. Toutes les
conditions sont remplies pour T = décomposition en groupes Q,
3) A résiduellement libre. Les noyaux sont toujours sommantes
directes mais pas nécessairsiaent libres (c'est cependant le cas
si D = Z et méme si tout idéal gauche de D est libre( ly],p:17)o
4) Si A est résiduellement somme directe de groupes cycliques
ou module de longueur finie avec la décomposition en modules
indécomposables, i1l faut supposer simplement que kft est
sommante directe.



3.40 Rapports avec EXxt.

3:4.1. Si A est séparé, I’injection canoniqg.ue de A dans son
cokpl'été 1 est un morphisme propre injectif (5.10l0)o
Appliquons le théoreme 3.2.5.

3]

Proposition La suite <Com(X,A/A)—»Ext(X,A)—»Ext(X,A)
est exacte pour tout—n

Démonstration 11 suffit de vérifier que Hom(X,A”) ='3éom(X,A"),
Ext(X,A%) =txt(><,A") (A' = a/a).

Or A'A = A* pour tout i1 puisque A est dense dans A.

Soit h un homomorphisme de X dans A', h{X?) CA"™ = A’ et h est
un morphisme. Si tj. est un homomorphisme de Xi dans A’",

ti = 0, To(X»A') = 0 et Exto(X,A") =0. : A

Si (f,u) est un couple, X, y€Xi, T, V)EA'I, u(r,x) € A*i1 pour
tout r ; tout couple est donc eéquilibrée et

SXt(X,A"Y) = txti™M(X,A%) = xte(CX,A) =ixt(CX,A").

5.4.20 Remarque : Hom(X,A) = lim Hom(X",A") (on applique la
proposition 1.1.7. (3) au cas ouX = lim X et on remarque que
Hom(X,Ai) Hom(Xi,Ai) s

5.4.3. Nous supposerons juqu'a la fin du panagraphe que

N est un a”™eau principal (i chgmp). Si p est un premier de
R et A un R-module, nous notons Ap le complété-séparé de A
pour la topologie p-adique,. La topolothie 'Sn de Ap est la
topologie p-adique ( [2” , P 8} ex Ap est p-linéairement
corapact (0.4.10;) donc cotorsion ( P 11 et(0.4.10))
Considérons maintenant une famille de premiers de R et

A avec la topologie S-adique ou S est le monoide multiplicatif
engendré par P. Chaque A® = A/ga es't somme directe d'un nombre
fiNni de composanijes p-primaires donc (5.2,3.9 5.3.7.) le
complété-séparé Ap est produit direct des limites projectives
des composantes p-primaires. Chacune de ces limites est le
complété de A pour la topologie des (sA)P (5.3.11))

Si sés, (s,p) =1, (sAP = A ;

si s «3, s = pNg, (p.9) =1, (sAP = prA.

Cette topoD”gie est donc la topologie p-adique de A.

Ainsi Ap =Q, p -*p et Ap cst P-algébriquement compact,

donc CQtorslon”™ ( [25 , p 11)

5.4.4. Supposons desormais que A est I-filtr&, n’a pas d'élements
compléeétement S-divisibles (é O) et que Aj = Aj (-adhérence pour
la topologie P-adique). ™ est ainsi sépare pour la topologie
P-adique. Nous sommes dans la situation de 5.1.9. et

Ap est une extension I-filtree de A (5.1.10.)



(la deuxieme condition est équivalente a t A est résiduellement
sans éléc”ents completement divisibles O, Si A est séparéj

la deuxiéeme condition entraine la premiéere)»

Posons Ap/A. = A’

5.4.3. Pro|)03ition (1) Aj est l'adhérence de Aj pour la
topologie bn de A.
(2) Si Aj est S-pur, alors At est son complété pour la
topologie S—adiqued dons S=alga'kriguetiirknt corpaet

Si A est sépujre ei linéaireen@nx compact® alors
FH=-"Tm-~A'QIT3 BT s

Démonstration (1) immeédiat par la construction de
Kt = ~m Ai +iA/sAo
(2) Si Ai est S-pur, la topologie induite sur Ai par la
topologie S-adique de A est la topologie S-adique»
(3) Pour a t S, sA est linéairement compact donc fermé *

( € continue 0.3.5.). est linéairement compact et Ap
ftuaai (0.3.5.) _ ) j ) )
Ai = lim As/iim C Iim AMNi = IIm(A3/ANH* D'autre p~t, al
(asS) é Iim AS|® et s' divise s, -projection(as) eéAf

Tl y a donc un systeme (&s) d'antécédents des aS dans

Ap qui forment un systeme de Cauchy polir la topologie des
Asji ( fixe), moins fine que donc complete (0.3.5.)
Si a est une limite des a®, a + Ai a (a®) comme images, ce
qui teriaine la démonstration.

5.4,6. Proposition (1) Si X estT_sans torsion, alors la suite
Hom(X,Ap }—» HOM(X,A" )--™ Ext(X, A)-" Extn(X, Ad )—> ExtoCXcA')

est exacte. De plufc: ] )
(&) Si A esfTesTriuellement S-borné, alors h est STorliective,

~

(3) Si | est filtrant a droite. T exhaujtif et A a filtration
compléte pOTor T R, alors h est bi.jectlFI

Démonstration”™; (1) résulte du théoreme 3.2.5. et de la
cotorsion de (5.~.3)

(2) Aest dense dans A pour 2’a» Si A est résiduellement S-bornée,
Ta est plus fine que T, donc Ai est ouvert pour Tg, et Ai

pour _ (5.4.5.(1/) de sorte que

A+ Ai = Ap, A'i = A", A'i =0 et TqCX.A") = 0.

3) loi Ai = Ai (5.4.6.(D), A'i =0, AN = A'.

X est exhaustif donc Hom(X,A) = 0, Si t™ ; Xi-—- > A\ on

peut trouver un t prolongeant les tj® et Exto(X,A') = 0.



6/\

3.4.,7. THBOnilL-E Si X est sana toraion, S~ divisible,
S-valué, alors axt(XjA) Hom(X;,A* )/ila Hom'(X,Ap)

Démonstration 7 Considérons la suite exacte
Hom(X,Ap)—» Hom(X,A' )— Ext(X,A)— Exto(X,lp) (504«6. (1))

Par 4.3.3. Exto(X,Ap) = 0 puisque X est S-divisible™et
S~valué, gq'ue S est im monoide (central) et que les sont
formés pour la topologie (5.4.5.(1)) donc, a fortiori,
pour la topologie S-adique de Ap qui est plus fine

(sa C (sA))

Ce théoreme fournit une sorte d'injectivité partielle : tout
module réalisant les conditions de 5.4.4. peut étre plongé
dans un monoide injectif pour les extensions de la forme
0—» T—" If—»X—»O ou X est sans torsion, S-divisible et
S-valué,



CHAPITHE 6 MODULES DE FRACTIONS FILTRES

Dana ce ciiapitrej nous étudions quelques extensions construites
sur des modules de fractions et lieées a la notion de "boule unité
Le paragraphe 1 étudie ces constructions et donne quelgques
propriétés des extensions obtenues«

Le second étudie les rapports avec le foncteur Ext et fournit,
comme en 5.4.7. | une proprieté d'injectivité partielle»

6.1. Boules unités et modules de fractions

6.1.1» Boule unité Si A est un R~module filtr&, l'ensemble
Al =ja6 A |v(ia] ™ w(l)j est im sous-groupe de A appelé

boule unité de A. On définit la boule unité Rqg de R comme la
boule -unité du R-module R. Un élément de AICR(Qg) est appelé
entier de A(R). Un module entier est mi module égal a sa
boule unite.

6.1.2. Proposition (1) Si w(l) est idempotent, alors Ri est
un spPus-anneau de R et Ai un R-module.

(2) si wC!) confient un n, ni < i pour tout 1; alors w(l) est
idempotent, bout module est jll -valué, les A et les A"

sont des Ri-modules.

Démonstration (11Mei w(r)rw((), w(@)™w()

alors w(ra}4 w”™ = w(l).

(2) w() est idempotent car w(DH™™ n.w(™ w() et wDH Tw((D*?
de toute facon.

De méme, v(a) = w(l).v(a) pour tout a.

Si riéRi, v(ria)nNi® w(ri),v(@2)™ w() ,v(a) ™ v(a) ce qui etablit
que les Ai(et donc les A®) sont des Rg-modules.

Remarquons que dans To(C,A) les tg sont des Rg-homomorphismes

(cfr 4.3.2.)

/1
6.1.300 Dans le cas ou. R est un champ valué non-archimédien reel
INYbsxl'ensemble des s"~rq, rgéRqg, s€RnN\\oi , et si A est un

vectoriel normé, A est lI'ensembiie des s—lai, aq 6 Aq,

Dans le cas général, il n'est pas toujotirs possible de
reconstituer R ou A a partir de Rq et Aq ; nous désignerons
par R'(S) (A'(s)) l'ensemble des éléments de R(A) de la forme
s™ri (s“laq) avec rg r Rq (aq t Ag) et s 6 S, S sous-monoide
formé d'éléments inversibles de Rq tel que R soit S-valué»



6,1,4. Les valuations classiques réalisent toujours la
propriété t

P : R est exhaustif et Vit I, 3t Ig tel que ji ™ vv()
qui est aussi satisfaite dans le cas simple (puisque chaque fois
vv(l) est le neutre de I, que dans les cas classiques | est un

groupe et dans le cas simple, ™1 pour tous i, J),
La deuxieme partie de P est aussi satisfaite si w(l) est

N

minoré et si | satisfait a 5.1.2 P2.

Proposition Si la categoriesatisfait P et si S
possede des éléments aroitraireuent petis, alors
R*(S)= R et A'(S)= A pour tout R-module A S~valué.

Démonstration ; 11 faut démontrer que pour tout r,
r = s—"ri, 3¢S, ri€ Ri ; ou encore sr 6t Rqg,w(sr)=w(s) .w(r) w(D.
R est exhaustif, donc x| existe un ie w(r7. Pour ce 1, par
I'hypothése P, i1l existe un j tel que ji~w({). Puisque S a
des éléments sj™hitrairement petits, Rj contient un s et
w(sr)*Wirw(@r) ™ j.i i vw(l) ; cgfd. Moéme raisonnement pour A.
Les anneaux étudiés par Benz W s'ils sont commutatifs et si
leur topologie n'eot pas discrete réalisent cette condition s
I est le monoide Mmultiplicatif des réels positifs et pour
tout r, il existe un s inversible avec w(r) = w(s) et
w(r's) = w(r).vv(s) pour tout r' donc il y a des s
arbitrairement petits.

6.1.5. Jusqu'a la fin de ce paragraphe nous supposons que R et
T sont coflurmtatifs, | imitai, vy(T = 1. Nous allons former un
opé€rateur, en gros réciproque'de l'opératoirr "boule unité” qui
a un objet A d'une catégorie .y"™R,l) ou R est entier, associe
un objet 371la de NMN(S—1r, ).

En réealité, il n'est pas utile de supposer R entier. Nous
supposons simplement que S contient 1, que ses éléments sont
f-simplifiables, et que R est 3-~yalué. Clairement, on peut
admettre que S est une partie multiplicative.

6.1.6. Puisque R est sans S-torsion, S“lr est un anneau
incluant R, sans S-torsion dans lequel les éléments de S sont
inversibles et tout R-module A S-valué étant sans S-torsion
puisque les éléi.ents de S sont f-simplifiables, peut atr«
plongé dans un S"“"R-module S*“"A = A ™ SR, sansSutorsion

et S-divisibla, Comme R-module- S”1r est un module niat e
S“IR<Ort S$“1r = S“IR (0.5.2.)

6.1.7. TIEOREIVIB 1. S™R est -une extension filtréee de R pour
w(3B-"rN=H1f T ! w() C Iw(s)i»et si A est S-value. est une
extension :Niltrée de A pour v(s—"a)=H<: T | v(a)i iw(s)T

e, SN est 5-valué ai et seulemenx si wCsj] esx inversible pour
tout s ; alors 3~"A est S-valué.

Démonstration : 1. Voyons la par exemple pour A.
Si 3*la = t“lb, v(a)<iw(s) entraine v(b) " iw(t) de sorte que
la filtration ne dépend pas de s.



Ai est im sous-groupe additif car si s”’la,t“I'b é(S“lA)i, c'est-a-

dire v(a) $iw(8),v((b)4 iw(),alors

v(ta-3b) "sup(v(ta),v(sb))= sup w@®),v(a),w(s)oVb)t
NMv/(s)w() = ivv(st),,

Si wt“lr) ™ et v(s“la) i1 i alors

v(ra)™ w(r).v(2)™ 1ij w®),w(s)= ijw(ts), La restriction a A

est bien le v initial ; puisque a = I*““a et w(l) =1

20 Si w(s) est inversible.

w(s”ltr)=w(s“Dw((tr)= w(t).w(s“Dw(r) = w().w(s—Ir).

Si S”1r est S-valué, 1 = w(h)= w(3).w(s“l) et w(s) est

inversible, S“la est alors S-valué.

6.1.8. Divisé Soit A entier, S“la est S-divisible. Sa boule
unité divsa est Sf-dlvisible (c'est-a-dire que si a ft div™A,

s & S et v(a) "w(s), alors a est divisible par s). Ce qui

montre bien qu'en général AN-div™A. diV3A est une généralisation
du divisé introduit par Lazard [2li , Nous disons que c'est

le divisé pour S de A, C'est im diVoR-module.

Un lien important entre A et divsA est établi par le théoreme
suivant ou nous supposons | filtrant a gauche

6.1.9. THBQORBLIEE (1) Si tout iw(s) est mnhoré et si A est
réaiduelienen™~"f-divi3ible. alors A est dense d”™s divcjA

(2) Si pour tout = In Si de filtration
réguliere, la conditi&i'™ est necessaire.

Démonstration : En fait nous travaillons sur la proposition i

AN = (divgA)i qui, si | est filtrant a gauche, est équivalente
a la densiteé.

(1) 1l faut que pour tous i, a, s, v(a)™w(s), i1l existe un Xi
tel que s"™a - Xi = s“i(a - sxi) i (diV3A)i ou encore

v(a - sxi) iw(s). Cette condition est réalisée si pour tout J,
il existe un Xj avec a - sxit Aj. ,En projetant : a=sxj

avec v(&)™v(a;<r w(s) et puisque alJ est Sf-divisible, il

existe toujours un tel Xxj.

C'est le cas si A = Z avec une_filtration g-adique.

(2) S'il.existe un a t AN v(@)™ w(s) et a non divisible

par s, AJ étant un quotient régulier, il existe un a dans A
avec v(a) = v(a) ™ vv(s) et a n'est pas résiduellement

divisible par s donc il n’existe pas de Xi tel que

a- sxj C AJ. Pour i tel que ivw(3) "], (diV3A)N.

Si 1 est toxalement ordonné, A est toujours de filtration
réguliere.

Si w(s) est \m inversible de I, alors iw(s) est minoré et

~Uioiw(s) = lo



6.1.10 D”"™3 le cas simple, tout sous-monoide contenant 1 et
forcié d'éléments aiilLplifiablea peut servir de S,

La filtration introduite au théoreme 6.1.7. revient a prendre
(S“M"A)i = A1SS“"3, Bien sar, S-“A = div sA.

Nous dirons qu'un R-module X possede la propriéeté P(S) si pour
X' sous-module de X , X' S“R = 0 entraine X' = 0.

6,1.11. Proposition Dans une catégorie simple. S™A est une
extension filtree de si et seulement si A est résiduellement

L Y]

Démonstration ; Un modxile est S-valué si et seulement si i1l est
résiduellement sans S-torsion, Si A n'est pas 3-valué, il
existe un A®, un a® e A et im s f S tel que sa™ = 0.

Alors mod ialj ®\S"1r = 0 car S“1lr est S-divisible et A

Nn'‘est pas résiduellement P(S).

Donc si A est résiduellement ?(S), il est 3-value,
Réciproquement, si A est 3-valué, A est résiduellement P(S),
Si T éetait sous-module 0 de A™ tel que

T ®RS”IR = 0, T contiendrait un module cyclique mod avec
mod ® rS".R = 0 (puisque S”iR est plat).

L'ordre U.de a™ est tel que U S =/~ .
Si mod (aljj ® j*S“"R = 0, U®pS“*R = R®fiIS""R puisque la suite

0O—e U N RS> A3“"R—vmod "a™ ® r3“1lr 0 est exacte.
Mais c'est impossible parce que
UB rS“lr = 1u ® s”l lut U [ et que s par exemple ne peut étre

mis"sous cette forme.

Ikr 6.1.7., il résulte que la condition est suffisante
Montrons qu'elle est nécessaire ; si sa® = 0, alors soit A'i
I'image réciproque de mod {ai} dans A. A’_ 3 Ai ; or de la
suite exacte

0—» AIfID¢S-IR— A'i1 rS*“R—> mod |al® © rS*“*R = 0, on déduit
que (S“IA)I TI A 3 A'i donc kt et $*la Nn'est pas une extension,

6.1,12. Jusqu'a la fin du pi”™ragraphe, nous supposons que nous
sommes dans une bonne situation topologique, c'eat-a-diro que
la catégorie réalise 3.Pit 3.1.2.Pp, et que les filtrations
envisagées sont séparées et exhaustives.

Nous écartons le cas ou la topologie de R est discrete.

Dans ces conditions, divsA est un R-mod\ile topologique et

nous pouvons construire son complété sat3A (sature de A pour S)
que Lazard [2]J a également étudié.



6.1,13m Proposition Si iw(a) est minorisé pour tout i
et tout a S, et si w(s) est inversible pour tout s (=5TI.7°(2))
alors eatsA est Sf-divisi'ble.

Démonstration i Il est éequivalent de démontrer que

si X est un module S-divisible et S-valué, son complété

f. est S-divisible

SOit xic————xjj; = syio uniques. Pour tout iy il existe
une iNnfinité de k avec

syk - syN-i e Xi donc w(s).y("™ - yV-i) 4 i»

Pour j 6 1, prenons i1 ™ jw(s; ;

alors v(yij; - vjj;*) < 1 ( s f-simplifiable) donc yjj—»vy

et 1 = sy par continuité»

Notons que si | est totalement ordo™é, et si S = R\Oj
iw(r) est minoré car w(r) est minoré par un certain j
et ij 0 puisque nous avons écarté le cas discret»

6.1.13; généralise un résultat de Lazard CA/II »

6.1.14. La boxile unité d'vin module est étroitem”j™ liée a
ce module et notamment divcA a S“la. sat3A a (S7-")
En particulier, A = © A ™ Al = ® N-"K)I

6.1.15. Proposition Si | est totalement ordonné, un champ
value R est 2/ CD-compact Ri est JT'd)~o0iQpaQ'fc’

Démonstration ; La condition nécessaire est évidente.
Supposons maintenant que Rq est N(I)-compact et soit

| r= + RIij; une fsimille centrée de classes latérales.

On peut évidemment se limiter a la sous-famille

~ri + Ri\, 1™ io» Prenons r de telle sorte que
wUI"maxUo» w(rio)), , v

La famille rir™-'- + Ri, 14 io Qt 1~ d ©™ iw(r-") est une
famille centrée de classes latéredes de Rgq donc posséde
une limite x. Alors xr est limite de la famille initiale.

6.1.16. Si R est un domaine d’integrité et si S = R\ {0 ,
nous écrivons R*, A*, div A, sat A au lieu de
S”1lr, S*“la, divsA, satsA.

THEONEB Si 1 est totalement ordonné, R domaine d'integrité
v~rue tel que w(r) est inversible poijr 0O et sat R
NCl)-cogipaot. A \m xR-module value de rang au plus

denomorable iel que 'v(a) soit inversi'ble pour a jh 6,

alors sat A contieni un sous-modtile dense © Etv qui est
filtre-libre régulier et sat A = ("bug), biic—» p.

Démonstration : Le complété R* de R* est un champ”(l)-compact
puisque sat R est valué et .7(l)-compact (6.1.15=;



A étant de”dimension au plus dénontrable,

B = A* ® g*R* est vin R*® -vectgriel de dimension au plus
dénombrable ] intercalé entre A* et un sous-groupe dense A*
donc dense.

Pour tout r—la t A* , v(r“la) = v(r)—l.v(a) est inversible ;
pour tout a* t A*¥ |, v(&@® = v(a*) povir un certain a* (5.1.11/
donc est inversible. Mémes remarques pour R' et R*

Les conditions du corollaire 4,3.13. sont donc remplies

et 3 est filtre-libre régulier.

Le premier résultat vient alors de 6.1,14. et le second

de 5.3.3.

6.1.17. Si A est un module de rang au plus dénombrable a
valuation réelle sur un domaine value discret R, alors les
conditions du théoreme sont remplies car sat R est complet
et value discret donc |7(l)-compact,

6.1.16, géneéralise donc également-mais avec une restriction
sur la dimension -vm résultat de Lazard,

6.2, Rapports avec Ext

6,2,1. Plac>ns-nous d'abord dans les conditions de 6.1,2,(2)
et dans la categorie =>"~(Ri,l),

Proposition Si w(l) est principal et X entier filtrant (1,2,2,)
alors ExtCIt"A) Q) SxmX,AiJ,

Démonstration t Nous partons de la suite exacte

Hom (X, Al Ext (XsAi)——EXxt(X,A)—" Ext (X, Al)
et nous démontrons que le premier et le dernier terme sont nuis,
Soit wU) = (n). n « L.
Alors Ag = A«, A" = 0 tandis que X% = X puisque X est entier,
donc Hom(X,A") =O0.
ExXt*"(CK,Al) = 0. En effet si (f,u,t) tT(X,Al) ,povir tous
X*y t Xn = X.
f(x»y)+ 3n(X)+ 3n(y) “ 3n(3C + y) éad = 0

u(ricx) + ri3n(x) - 3n(ix) ¢ A~ =0
ou 3n.(xX)—»-tj,(x) i. alN al donc (f,u) est algébriguement
équivalent a"(0,0)
Exto(X,Al) = 0< tnC 9bomg2”(X,Al), Povir i™ n, ti(xX)=tNn(x).
SixcXj, 3i7™7,m el que x € Xg (puisque v(XT est
filtrant a gauche) et ti(xX)=tnNn(x), tl(x) tn(x)+ A’\ ®t
lo(X,al) eat ae™~o"TIAID



6.2.2c Corollaire Sis en plus des li.ypotlieaes de 6,2.1.
I est totalement ordé'nnéV alors Bxt-pCX, A) ca axtrCX, Ai ).

Démonstration Si | est totalement ordonné, Ai = est
totaiement reg\ilier (2,2.7.)

Extr(<,A”) = 0 puisque Ext(X,A”) = O, Le corollaire résulte
alors du corollaire 3.2.7.

6.2.3» On reprend les hypotheses de 6.i.9»

Si A est dense dans diV3A, A" = (divsA)?,

On peut construire une application U de'34om[i, (X,divsA) dans
Exto(X,A) en associant a 1'homomorphisme h la classe de
(0,0,-h(x) 4 (divsA)i) ou tu(x) + (diV3A)j_ est identifiee
a son correspondant dans Ai.

Proposition Si tout iw(s) est minoré et si A est résiduellement
Sf-divisible, alors les suites ;

(1) '3éom(X, divsA/A)—» Ext(X, A)—" Ext (X, diVgA)—» ixt (X,diVC;A/A) et
(2) 0—»"om(X, A)+Hom(X, divsA)—»3$[>om(X, divCiA)—» ExXtn(X" A)
—»Exto(X,divcjA)—» 0 sont exactes.

Démonstration (1) En vertu de I'hypothese, A est dense dans
divsA (6.2.9.(1)) donc on peut reprendre la démonstration de la
proposition 5.4.1.

(2) L'exactitude en 'c*om(X,A) + Hom(X. divctA) est évidente et
celle en Exto(X,diV3A) vient de | = div*A.

L'exactitude en ExtQ(X,A) résulte du théoreme 2.1.3.

Que im 1 ¢ ker U résulte aussi de 2.1.3. Enfin, ai h est un
homomorphisme de X dans divsA dont lI'image est la classe nulle,
(0,0,-h(x) + (diVv3A)i) = (0,0,-h(x) + AIi) ou x t Xi et

hif '"~om(CX,A), Alors h - hqf Hom(X, divsA). cqfd.

6.2.4. Nous allons maintenant démontrer un résultat du méme
Nypénue 5.4.9. Supposons co”™e d.uia 6.1.7. (2), Vv/(s) inversible,
et considérons l'extension S~la du module S-valué A.

Posons A' = SM™A/i™" Un module L est dit d'ordre résiduel S

Si tous ses quotients ont au moins un élément d'ordre 0

ou engendré par S,

6.2.5. THEOREMNE Si X est Ntorsion et d'ordre résiduel S,
alors Bxt(>X,A) ™ Hom(!X, A* ).

Démonstratioljddans la suite exacte
mHbmrij'S-I'AT-I" Hom(X,A' )—" Ext(X, A)— Ext (X, 3““1a),
Hom(X,S~IA) = O puisque S~la est sans S-torsion.



ExtQ(X,S~IA) = 0 en vertu de la proposition 4.304<, puisque
3“la est S-valué (6.1.7»(2))

Reste a prouver que EXxt(X,S“lA) = EXtQCX,Sz”"A) = 0 j c'est une
conséquence du

pour les
_ | résiduel S.
Démonstration : 3*“la est 3-divisible et sans S-torsion.
Suit h un homomorphisme de N dans S*“"A. Peirmi tous les
prolongements possibles de h a xin sous-module de U, il y en a
un maximal hi de support Ni C M. (Zorn). Supposons M gt Ni»
est \m quotient de L, donc M contient un m dont lI'ordre
relativement a Nq est -0; ou un idéal 0 engendré par une partie
T de S, Dans le premier cas. il existe évidemment un
homomorphisme de Ni + mod (mj dans S*“la prolongeant h.
Dans le second, les éléments hi (tm) sont tous égaux a \m
a de S*“la. t
Alors h2 : Ni + mod {m* @ ni + rm—»h™Cni) + ra est un
homomorphisme bien détermine , ce qui contredit la
maximalité de hi et Ni = M.

6.2.7. Rem”™que Considérons une catégorie simple (2,0)

e'i 3 =2ZN"0Oj . Un groupe X a torsion est d'ordre résiduel S.
Si A est un groupe sans torsion, S™A est sa cléture divisible.
Si on munit X et A des filtrations de 3.1.4., 6.2.5. n'est
rien d'autre qu'un théoréeme bien connu de la théorie des
groupes s E£xt(CX,A) ¥ "m(CKAY) (12



CHAPITRE 7 s APPLICATIONS TOPOLOGIQUESo

Au chapitre 5» nous avons étudié des criteres qui permettent
de décider si un module filtrée est un module topologique
(5.1.2.) 5.1.3.). Ici nous cherchons a étudier les modules
topologiques comme modules filtrées et a leur appliquer les
résultats des chapitres précédents,

7.1. Anneayric et modules filtrables

Nous cherchons dans ce paragraphe a découvrir quand un anneau
topologique est filtrable, c'est-a-dire peut étre muni d'une
filtration dont la topologie est la topologie initiale
(filtration compatible) et gquand un module topologique sur

un anneau I-filtrée est un objet

7;1.1. ~Soit R un anneau topologique dont la topologie est
engendrée par ses sous-groupes ouverts Ri> 1 f¢ 1.

R peut étre muni de diverses filtrations compatibles par
exemple en posant ij = m avec Rm = R. Toutefois, \me
filtration n'est satisfaisaiite dans l'application des chapitres
1 a 4, que si son | satisfait a 5.1.2,P2i car autrement

on ne peut décider si une extension filtréee est topologique.

7.1.2, Si R = Z, toutes les filtrations possibles sont entieres,
les sous-groupes sont nécessairci-ent des idéaux. C'est un
exemple de la

7.1.3. Proposition Pour gu'un anneau topologique commutatif
puisse étre muni d'une filtration compatibleT e”™ntiere, satis-
-falsant a SPi, 5.1.2, Pp, et 6.1.2.(2), il faut et il
sul'fit gqu’il possede -un systeme fondamental de voisinages de 0
constitué d'idéaux.

Démonstration s Si R est muni d'une telle filtration ,

Ri est un R-module (6.1.2.) donc Ri est un idéal de R

(A commutatif) et I'ensemble des Ri est le systéme de voisinages
demandé puisque 1 est filtrant a gauche.

Réciproquement, on peut construire xme filtration suivant le
raisoimeii.ent plus général ;



70lo4» Si un amieau topologique possede systeme fondauental
de voisinages de 0 constitué d'idéeaux bilatereai alors il
peut étre mimi d*une filtration du type envisagée

Considérons l'ensemble 0 ={Ri> 1 " 11 des idéaux bilateres
ouverts de il ; c'est un systSme fondamental de voisinages de O;
posons 1j = k avec Rv = RIRj j 11 j ™ RICRj, I,., ™ |,
est un monoide comniuxatif ordonné, filtrant a gauche et a
droite,

RioRi C Ri-j (idéaiix bilateres) } tout 1 est tel que ij ™ j
pour tout 3 ce qui éetablit 6.1,2,(2)(et R3)

Pour tous i, 06, il existe un k avec Ri A R c¢c Rj» d'ou

le résultat.

7.1.6. Si R est discret, noua sommes dans la situation de
7.1.4. En fait, si | est un ensemble ordonné, on peut lui
ajouter 0 et 1, respectivement minimum et maximum, et munir R
de la filtration Rq = R, Rqgq = 0 pour i »~ 1. Un anneau discret
est donc I-filtrable pour tout | dans \me catégorie simple.

7.1.6, Si R est un anneau filtr& satisfaisant a 6.1.2.(2),
Rj_ son anneau des entiers, parmi les modules topologiques
filtrables, on trouve ceux dont la topologie est engendrée
par la filtration A+ = mod|Ri Agj® , Ai sous-Rg-module de

A ouvert. Nous appelons cette filtration la filtration

7.1.7. THEOREIE Si R est un anneau filtr& satisfaisant a
6,1.~. (2) dansTequel i1l y a des éléments inversibles’
arbitrairement petits -par exemple "c!h”~p valué non
~chimeédien- alors les modules de sony”les modules dont
la topologie est moins fine qu'une topologie (R-,,At j-adigue.

Démonstration : La condition est nécessaire (7.1.6,)
Réciproquement, s'il existe xm sous-Rg-module ouvert Aq de A
tel que tout sous-groupe ouvert A' contienne un mod*Rq Aqj ,
nous allons démontrer que les mod [ Rg Ag® sont ouverts.

Si r est inversible et appartient a Rq, rAgc modjRg Agi et est
ouvert puisque Ag est ouvert et que r. est la réciproque

de l'application continue r”». La topologie initiale est donc
la topologie (Rqg,Aq)-adique et A est donc filtrable.

Les anneaxix de Benz [I™ satisfont aussi aux conditions du
théoreme.



7.1.8» Proposition Supposons R discret. Alors un module est
linéairement topolotisé (0.3.2,) seulenent si il esi'
muni d'une filtration entiere satisfaisant a ~.1.2.(2).

Le module esi alors filtrable dans une caté™orle simple.

Démonstration : Si A est muni dTme filtration entiere
satisfaisant a 6.1.2.(2), les Ai qui engendrent la topologie
sont des sous-modules et A est linéairement topologisé,
Héciproqguement, si les Ai, 1 é I, sont des sous-modules

qui forment un s/stéeme fondamental de voisinages de O,

on peut construire siir R la filtration de 7.1.5. et A
devient un objet de la catégorie simple (R, D.

Sa filtration satisfait donc a 6.1.2.(2), 5.1.2.P2 ainsi
qu'a 5 Pi puisque | est filtrant a gauche.

7.2. groupes d'extensions topologiques

7.2.1, Soit R un anneau topologique dont la topologie

est la topologie associée a une I-filtration, A”et C deux
R-modules I-filtrés, Nous ne prenons en considération que

les | qui sont filtrants a gauche et a droite, satisfont

a P2 de 5.1.2.1 nous supposons 6.1.2.(2) et R, A, C exhaustifs.
On veérifie sans peine que ces conditions sont réalisées -ou que
I'on peut les supposer réalisées sans restriction- dans les
cas particuliers de 7.1.2. a 7.1.5. et de 7.1.8 ainsi que

dans les cas classiques.

Toute extension de A par C est exhaustive (2.5.7.)> donc

toute extension filtrée de A par C est un R-module

topologique (5.1.3.)

"Piltrable”™ s'entend ici s "qui peut étre muni d'une
filtration compatible réalisant les conditions ci-dessus".

7.2.2. Natm’ellement, les extensions de A par G doivent
étre classées par la relation d'équivalence topologique ;
il existe un schéma commutatif ;

A 0

ou h est un isomorphisme de H-modules topologiques



7.2,3» Lemme : Poi™ que deiix triples (fa t) et (f*, u*; €7
définissent des extensions topologiquelient équivalentes

de A par G, 1l faut et il suffit gu*il existe une fonction

Z de 6 d™s A, nulle en Ofaue Cf>u) = z (3.2.4.

tiCc) - tni(c; = -z~cj + Ai po\nr ¢ Cv(-i )» icjijV 1.

Démonstration 1 L'équivalence topologique enti’aine
1'équivalence algébrique, donc une condition nécessaire est
'existence d'une fonction z avec (f, u) = z,
h est alors lI'application de B sur B' définie par (c,a)

—> (¢, a + z(c))
Il faut et i1l suffit dés lors que pour tout i, il y ait
vin 1 et un K, i, k™ tels que B'j C h(Bi) donc

t'j(c)—=ti(c) + z(c) + ou encorenN'ti(c)=ti(c)+ z(c)+ AI(ceC))

h(B};)CB'i donc tij(c) + z(c)+ Aj—»t'i(c)
ou encore ti(c) + z(c) + Ai = t'j(c) (c € Oh) (CQPD)

Le noyau est formé des triples (f,u) = z et ti(c) localement
égal a -z(c) + Ai (égal sur un ouvert)

7.2.4. Proposition L'ensemble Bxtt(G,A) des extensions
filtrees de A peu" C, classé' 3uivant——~7.2.2. peut étre muni
d™ e loi de groupe et Iixte(0,A) ™ Bxt (O, Aj/ph’
Bxt*n(C>A) est le sous-groupe de Extn(C, Aj des classes des
éléments localement nuis de TolCjA). *

Démonstration : L'équivalence topologique est compatible
avec l*addition des triples, donc Sxtt(C,A) est un groupe»
G'est bien un quotient de Ext(OcA) et le noyau est dans
Exto(G,A)o0 Si la classe de (ti) appartient au noyau,

ti(c) = -z(c) + Ai sur un voisinage ouvert de Gi et z est
linéaire, ti + z est équivalent (au sens de la filtration)
(ti) et localement nul. Réciproque évidente,

7.2.3. Du point de vue topologique, la fixation des
filtrations de R, G, A, n'a pas de sens ; aussi doit-on
faire varier ces filtrations pour obtenir toutes les
extensions filtrables de A par G, Ghaque choix des
filtrations donne: naissance a un groupe Ext-t(G,A),



THEOaSIEE L'ensemble ET (G,A) des extensions filtrables

du module filtrable A par le module flltrable classées
suivait 7.2.2. peut é&tre muni d'une loi de groupe qui en fait
une limiio inAuctive des groupes EXxtt(U\A)'.

Démonstration : Si nous considérons les Ext-t(C,A) comme
enseiibles d'extensions topologitiues de A par G, il est

clair que ET(G,A) = Ext+(G,A).

Nous dirons que Ext® (G,alJ pour R I-filtr&e et G, A objets

de ViIn(R,l) estiouvert par Ext? (G,A) pour R K-filtré et

GA £ ,"R,K) s'il existe un épimorphisme croissant s de J,.
sur I, ., « et si, poor tout j, Rj C H3(), Cj c Gg(),

Ag(i) ¢ Aj, Dans ce cas nous pouvons construire un
homomorphisme h de Ext™G,A) dans Ext? (G,A) qui respecte
I'équivalence topologique (donc injectif i

si B é Ext™N(,A) est defini par (f, u, t), hds]est défini par
f, u, t') ou t'jJ 1T Gi—> AJ est la projection dans

A«i de "tgri). On'~vériiie d'une fa>“on routinieére que c'est un
homomorphisme.

B et h(B) sont topologiguement équivalents : pour tout 1ci
prenons j J de telle sorte que s(j) " 1 et Aj C A"

ce qui est possible puisque 1 est filtrant a gauche,

alors h(B)j c 3.

De méme, pour j t J, prenons k I avec Gjj ¢ Gj et

k * 3(;, alors Bv C h(B)j.

Deux groupes EXtNG,A) etExt|(C,A) peuvent étre plongés dans
un méme troisiéeéme Ext™G,A) ;

il suffit de considérer le produit de monoides ordonnés

I X J, N et de poser RIi,] = RIi Rj

~i,J = Al + Al, Oi.j = Gi Ci qui sont encore compatibles,
s eit alors la section de | x~J sur I.

On peut donc construire le groupe lii™ EXt*"CCjA).

Tous les éléments identifies (0.2.1.Fappartenant a une
famille sont équivalents donc deéfinissent la méme extension ;
réciproquement, si deux éléments appartenant a des groupes
distincts sont équivale-ts, ces groupes peuvent étre plongés
dans un tr-visieme dans lequel ils seront identifiés. OQPD.

7.2.6. Si R est discret, nous savons que les modiiles
linéairement topologises sont filtrables (7.108,).

Les opérations du théoreme étant fermées pour les filtrations
introduites en 7.1.8., on peut construire le groupe des
extensions linéairement topologisées de A par G en se
limitant a ces filtrations.



7.2.7. Remarque Si on s'intéresse seulement aux R-modules
T-fiitrés pour une I—filtration donnée de Rf on peut

effectuer une démarche analogue a celle du théoréme en
construisant les ~-filtrations

A"l = Al + A'l, C'I =CinC'l (les AI, A'i».. étant des
I-filtrations compatibles) et en couvrant ainsi deux groupes
Extt(C,A) par un troisieme tout en restant dans les I-filtrations,

7.2.8. Corollaire La suite ;
O--f Iim ExXt™C,A)— I'im NET(C,A)—=>0 est exacte.

(les limites des Ext™ et des Ext sont prises parallelement a la
limite des Ext-j;.)

Ce corollaire résulte du théoreme, de la proposition 7.2.4.

et de lI'exactitude de lin™ (0.2.2.)

7.2.9. Cas particuliers du corollaire

Pour que le xerme lim Ext&(C,A) ne soit pas génant, il faut
que Sxt™MC,/H) = 0 poin? toute filtration compatible

(alors ET(C,A) a lim Ext(C,A) ou encore que

ExtA(C.A) = ExtO(C.A) pour toute filtration compatible
(ETTc,A) .. liminxt™N(C,A).

Dans ce dernier cas, si ~xt(C,A) = 0, ET(C,A) =0

7.2.10. Le cas le plus simple est celui ou Exto(C,A) = 0

pour toute filtration (4.3.)

Par exemple, si R = Z, C p-groupe, A résiduellement g-groupe
pour une filtration ooppatible, alors pour toute filtration
compatible, Ci est un p-groupe, A" un g-groupe et Exto(C,A) = O.

7.2.11. Proposition Si pour tout C*. sous-groupe d'un
qguotient discre't de G et A' quoiient ai3cret—de A,

rom7.(O*. A*) = 0, alors ax:itMC,A) = 0 pour toute filtration
compatible.

Démonstration : Soient Ci, Ai des filtrations compatibles de
C et A. si Tti) définit un élément de Sxto(C,A), (ti) est nul
sur un certain ouvert donc sur Cic ¢ Ci. Or Gi/cv —~
sous-groupe de CN et”~omz(Ci/¢j™, AN = 0,

Gela implique que lI'application de 5E)om2(G| A™) dans
*Naz;(Gih;,A™) est invective, donc l'unique prolongement de

la fonction 0 de Cj; dans A" est 0 et t™~ = O.



Sc

7.2.120 Proposition Si pour tout O", sous-groupe ouvert
d'un 30u3-iG;roupe ouvert de 0 et tout quotient discret
de A, *éoial. Tc"\A'} = 0» alors ExtA"C.A) = Bxtr,(0,A) pour toute
filtration compatilplét

Démonstration : Soit, pour des filtrations compatibles de 0

et A, (ti) e "To(C,A); ti® est deéfini sur C* et nul sinr

Ci OC car Ci O g est im sous-groupe ouvert de C et
dSom/COi O o'y = 0, donc ti deéfinit un élément de

Exti(C,A).

7.2.13. Exemples 1 ) )
Pour 7.2.11. » 0 groupe sans torsion avec tous ses .uotiOnts

discrets qui sont des o-groupes tandis que A a tous ses
quotients discx-ets qui sont des g-groupes.

Pour 7.2.12. 17 0 contient un ouvert p-groupe, A a tous ses
quotients discrets qui sont des g-groupes Tp et q premiers
non associes).

7.2.14, S'il s'agit de H-modules linéairement topologisés
(7."2'/6T)1 on peut substituer R a Z dans les propositions
7.2,11, et 7.2.12. puisque les et les A peuvent
toujours étre choisis parmi les H-modules,

7.3. Extensions topologiques régulieres.

7.3.1. Définition

Une extension topologique de A par G est dite ré”ud.iere
si et seulement si elle est une extension réguliere
poui’ un s/steme de filtrations compatibles de H, A, C:

7.3.2. L'ensemble ETr(C?A) des extensions régulieres de

A par O, classées saivanx 7.2.2. est un sous-groupe de BT(C,A)
(tout élément do ETi>(C,A) peut étre représente par un triple
(f, u, c)pour une certaine filtration de H, A, G ; I'image

de ce triple poui’ toute filtration qui couvre la premiére

est encore (¢f, U, 0) (7.2.5.); ainsi, pour deux extensions
régulieres, il existe une filtration de H, A, G pour laquelle
ces extensions peuvent étre représentées par des triples

du t/pe ¢f, u, 0), d'ou le résultat. L'équivalent de

7.2,8, est immédiat.



Exemples d'extensions topolotigues régulieres

7.3.3. Si R est discret et si B est une extension
(alenebrique) de A par G, de couple (f, u), (f, u) definit
sur B une topolOsjie linéaire en prenant comme systeme
fondamental de voisinages de 0 les ensembles

B = (0*5 A'") ou A' est \m sous-module ouvert de A, G' iin
sous-module ouvert de G, chaque fois que B' est Ixii-méme
un sous-module de B (f(C' xC') c A', u(r,G") c A*)

B, muni de cette topologie est noté Bf,u

Bf,u Nn'est pas nécessairement une extension topologique
de*A prj? G (topologies induites moins fines).

7.3.4. Proposition Si R est discret, mie extension est
reguliere d”s une catégorie simple dont le T est filtrant
a gauche si et seimlemant si elle est de la rorme Bf™n.

Démonstration : Si les Bt forment une filtration réguliere
et simple de B, ce sont des sous-modules, ouverts dans
D'autre part, si B est ouvert dans Bf y. G' et A' sont
ouverts (notations de 7.3.3.) donc il éxiste un k 6 | avec
O' =) Gic, A'3 Aic et B'3 Bj..

Réciproquement, si une extension est de la forme Bfy,
I'ensemble des B’', ordonné par C, est filtrant a gauche
et deéefinit une filtration simple pour laquelle B est une
extension réguliere de A par G.

7.3.3. Toujours dans le cas ou R est discret, si A est
linéairement compact, toute extension qui possede un
systeme fondau-ental de voisinages de 0 totalement ordonné et
formé de sous-modules est régiuiere (2.4.3., 2.4.9.).

7.3.6. Proposition Si e est un opérateur croissant de

N Tét qu-é
(1 iIHm.age debout idéal K In Qst telle que K C Ki C e(K)
ou est princTpal
2) e est un opérateur inversible de |
3) i 4 e—Ilir.fj

alors toute extension I-filtrable séparée est une extension
topologique réguliere”

Démonstration : Si B est une extension I-filtree de A par G,
on peut décrire B par un systeme de représentants b(c)

tel que v(b(c)) é e v(c) puisque ev(c) ™ a un ideal
principal ~Mv(c).



Changeons la filtration de G en posant C'N =

C'est encore une filtration de G (condition 3)° " '
Pour elle, le couple (f, u) correspondant a b(c) est
ég_uilibré et on peut donc construire l'extension
reguliere correspondante de triple (f, u, o0)o

Cette extension est topologiqueluent équivalente a
I'extension donnée s

B'i = (C'i, Ai) C Bi ; C B'i

7.3.7. Corollaire Si un monoide ordonné 1 unital
contient xm éleLient inversible >1 et que tout idéal.de
I Y "9 " nrinciPad-9 sdlt différence d'i™ ideédl.
princxpal et ai son generaieur, alors toute extension
1 -filtrable est réguliere.

Démonstration s A tout idéal K ™ Ig on peut associer
1“élément k = inf K, On pose alors e(K; = ik ou i est
inversible et > 1 de sorte que ik > k ¢ K.

La réunion d'un groupe totalement ordonné qui est un treillis
complet et d'im minimum absorbant éréels positifs par
exemples), réalise les conditions du corollaire.
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