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P R 3 F A C E

Partons de la situation classiciue de vectoriel normé 
sur un champ value non-archimédien réel :
I : A, + est un vectoriel sur le champ K et deux fonctions 
w et V sont définiesj w de K dans R+ (réels positifs),
V de A dans R+ avec les conditions :

(1) w(k) = 0 <=^ k = 0 ; v(a) = 0 a = 0
(2) w(ki-k2)4^ max(w(ki)5vv(k2));v(ax-a2) •* max(v(ax),v(a2 ) ) r
(3) w(kx,k2> = v/(ki;,w(k2) ; v(ka) = v/(k).v(a)

Trois points de cette définition doivent être mis en évidence s
a. La nature algébrique de K, A, + s ici module 

(sans torsion évidemment) sur un champ, 
bO L'axiome I (3)
Co La structure de R+ : groupe totalement ordonné Rj 

augmenté d'vin absorbant minimumc
I' J Une généralisation qui n'apporte pas de grandes 
difficultés supplémentaires consiste à remplacer R^' par un 
groupe abélien totalei.ient ordonné I, ^ (valuations de-Kroll) 
ou même K par corps et c par :

o‘ : V/ et V prennent leurs valeurs dans un groupe I 
totalement ordonné»

II î En étudiant ces cas classiques (I, I'), on est ^aji^ené à 
introduire les boules-imités (comme le fait Lazard (21j ) j 
et b, g' sont encore vérifiés et a est remplacé par ;

a' : R est un domaine d'intégrité et A un R-module 
sans torsion»

Oe système d'axiomes convient aussi avix modules sans torsion 
et sans éléments complètement divisibles sur-un anneau 
principal muni d'une filtration p-adique»

Dès que nous considérons la situation pourtant très 
voisine d'un p-groupe muni de la filtration p-adi^me ou des 
algèbres de fonctions comme celles étudiées dans (14] dans le 
cas complexe, nous constatons que le cadre des axiomes 
a', b, c' craque» En fait, il en est ainsi du moment que 
a' est remplacé par ;

ao : R est un anneau unital avec éventuellement des
diviseurs de zéro et A un R-module qui n’est pas 
nécessairement sans torsion.
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Aussi les reoherohes prennent-elles deux directions 
différentes ;
1111 ; La plus courante -celle des exemples cités plus haut5 
celle aussi des "modules filtrés" étudiés par Bourbaki [5l - 
consiste à garder c ' et à remplacer h par un axiome plus faible

b' s w(ri„r2)^ w(rx)ow(r2) ; v(ria)^ w(ri).v(a}
Pour limiter les dégâts, on peut introduire une h^-pothè^se 
supplémentaire du genre de celle introduite par Benz [iJ 
pour une classe d'anneaux particuliers ;

di VréRf 3r’tPu tel que w(r) = w(r' ) 
et V r"é R, w(r*r") = w(r‘),w(r"),

1112 s Une autre possibilité est de conserver b et d'affaiblir 
c' en le remplaçant par t

c" ! I, e, ^ est un juopoîde totalement ordonnéo 
C'est ce qu'on fait Hion [I8J et divers élèves de M,Krasner 
(communications personnelles et [9I )o

Si nous rassemblons les deux points de vue, nous 
obtenons la situation s
III 5 A J + est un module unital sur l'anneau unital R (ao)
I, c, ^ est un monoi'de totalement ordonné (c")
V/ et v" sont deux fonctions de R et A respectivement dans I 
avec les propriétés 1(1)5 1(2), b* et

dgs A est S-valué î Sc R,et V s t S, V a ^ A, v(sa)= w(s) ,v(a) 
En jouant sur lés structures algébriques de R et de I sui' 3, 
on obtient les situations précédentes coirmae cas particuliex-So

IV s Puchs (il] et Yakabe ^8] ont introduit des structures 
dans lesquelles c" est encore affaibli en ;

co s I est un monoîde partiellement ordonné.
Un exemple que nous utiliserons est la filtration d'ordre s 
si A est un groupe abélien, v est la fonction de A dans 

CO, , cr 3, 0/ {1, -1^’ qui à a associe son ordre.
Si R n'est pas principal, on ne peut définir v conone 
fonction de A dans le quotient de R par le groupe des unités. 
Pour tenir compte de ce cas, et de plusieurs autres où 
apparaît une difficulté de même nature, nous allons renverser 
le point de vue comiue dans ^5] .

V î Gardant bq et Ooy nous appelons filtration de R une 
fonction croissante de I, ,, é dans 1'ensemble T(R^cdes 
sous-groupes additifs de R, notée par indices et 
satisfaisant aux conditions i

Ho = 0, Ri.Rj c Ri,j.
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De même, lone filtration de A, celle de R étant fixée, 
est ;me fonction croissante de I, ., dans T(A)^cavec 

Ao = O, Ri.Aj C Ai,J
IV est un cas particulier de V ; on pose 

Ai = { a é A j v(a) i , etc...
Réciproquement dans la situation V, on peut construire 
la fonction v : v(a) = |i e I ! a c Ai^ et de même pour Wo 
filais ce sont en général des fonctions dans J^l) qui ne 
peuvent être ramenées à des fonctions dans I (v(a; est un 
idéal de I, c'est-à-dire une partie K de I telle que 
i K et j i entraîne j 6 k) .
Dans IV, v{a) = jiÉ lliÿ io^;A est un module proprement 
filtré.
5ln fait, V est beaucoup plus général que IV ; on peut 
lui ramener les situations suivantes s

1. Les filtrations généralisant les filtrations 
p-adiques, comme la fonction de a; dans T(0), G groupe 
abélien, qui à n associe nG-, utilisée notamment dans la théorie 
des quasi-isomorphismes.

2. Les modules munis d'une filti’ation d'ordre,
3. Les Diodules ul trame tri que s décrits par Krasner |2Qi =
4. Si fil est un module donné, la structure formée d'un 

module A et du système des sous-mod\iles de A, noyaux des 
homomorphismes de A dans fil (utilisés pas Charles IBi ).

5. Les modules linéairement topologisés et d'autres 
situations topologiques (chapitre 7).

6. D'une fa^on générale, "beaucoup de cas où l'on doit 
considérer une famille de sous-groupes de A, + (ensemble 
des sous-groupes d'indice fini par exemple).
A l'exception de la première, ces situations seront 
décrites par la notion de Gatét--;orie simple (1.2.9.) où I 
comprend 1 et 0, ij = 0 pour i 1, j 1, Ri = 0 
pour i ^ 1, Ri = R.
Les cas les plus intéressants pour notre théorie sont 
précisément ce cas simple et la situation III (surtout avec
I unital et w(l) = 1).
La généralisation V présente l'intérêt d'être transmissible 
sans difficulté à la somme directe et au complété (ce qui est 
aussi vrai pour III mais non pour IV) et surtout aux 
quotients (ce qui n'est vrai ni pour III ni pour IV)
II faut noter qu'elle n'augiaente pas sensiblement les 
difficultés des recherches.
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Fixons maintenant I, ,,4 et R et prenons snr R 
une filtration fixe.
Les modiiles filtrés peuvent être pris comme objets d*une 
catégorie ^(Rtl) dont les morphismes de A dans B sont 
les R-homomorpnismes h tels que h(Ai) C Bj_ poiar tout i.
Un module filtré A possède une topologie naturelle de 
groupe ahélien : oelle engendrée par les Ai .
La catégorie ^(R,!) est introduite et brièvement étudiée 
dans le chapitre 1,
C*est un exemple de catégorie quasi-abélle^ine au sens de 
Yoneda {29J (3.2.1.)

Notre but est l'étude des extensions dans 
Dans les quatre chapitres du début, nous travaillons sur 
la notion d'extension B de A par 0 ; suite exacte de 
R-modules filtrés
0—>A-Ab-^0—^ 0, h(Ai) = h(A) O Bi ; g(Bi) = Ci
Ensuite nous considérons des extensions données par 
im 30us~modxile A et un procédé de construction, le quotient 
ne jouant ici qu'un rôle aiixiliaire.
C'est la manière de voir des chapitres 5 et 6.

Si A et C sont donnés, nous pouvons prolonger la méthode 
traditionnelle de Schreier Q.2} et décrire toute extension 
par un triple (f, u, t), f système de facteurs de C 
dans A, u fonction de R x G dans A, t = [tjj^ , ti fonction 
de Ci dans A^ = A/ai réalisant les conditions détaillées 
en lo3o
Naturellement, nous devons classer ces extensions suivant 
une relation d'équivalence adéquate et noua pouvons munir 
l'ensemble Ext(C, A) des classes d'une loi de groupe abélieuc

Au chapitre 2, nous examinons des types particuliers 
d'extensions qui s'imposent à nous, soit par la simplicité 
relative de leur description en triples (f, u, t), soit 
par leurs liens avec les situations III et IV.
A ce sujet, nous démontrons aisément que dans les cas les 
plus intéressants, on obtient le même groupe Ext si on 
suppose A et 0 proprement filtrés (IV) ou 3-valués (do) 
et que l'on exige des extensions qu'elles réalisent ces 
mêmes conditions (2.3> 2<,5).



D'autre part, nous étudions les extensions D-linéaires 
(D sous-anneau de R), c'est-à-dire qui possèdent un système 
de représentants D-linéaire, Leinrs classes fori-ent un 
sous-groupe Ext§ (C, A) de Ext(C, A).
Toutè extension D-linéaire peut être cai'actérisée par
un triple (0, u, t) où u et t sont simplifiéso
Si D = R, on peut choisir u = 0 et les t^ additifs (2.1o)

En face des extensions D-linéaires, nous définissons 
les extensions régulières î ce sont les extensions pour 
lesquelles il existe un système de représentants h(c) de C 
dans B avec vCb(c)) = v(c),
La régularité n'est pas xme notion nouvelle s elle a été 
utilisée comme telle par Lyapin [243 Haimo [15} dans 
des cas particxiLiers, Dans des situations plus générales, 
elle apparaît iiQplicitement comme conséquence de propriétés 
de compacité oja comme opposé de la notion
dimmédiaticité" jlOi »

Pour nous, l'intérêt initial est que toute extension 
régulière peut être exprimée par un triple de la forme 
(f, u, 0)o L’ensemble Extr(C, A) des extensions régulières 
forme donc un sous-groupe de Ext(C, A).
Si G est proprement filtré, toute extension par C est 
régi^ière ; la réciproque est vraie dans des cas assez 
généraux (2.3.). De meme, nous avons étudié \an critère 
pour que toute extension de A soit régui^^^i^e (2.4.)
Par exemple, si A est linéairement compact et v(c) 
filtrant à gauche pour tout c dans C, alors toute extension 
de A par 0 est régulière.

Ext(C, A) et Extr(C, A) sont des foncty-irs -covariaats 
en C, contravariant3 en A- de.-^(R, I) x-^<^(R, l) dans x4^(Z). 
Ils possèdent les bonnes propriétés habituelles des 
foncteurs d'extensions ; nous n'avons démontré que leur 
comportement vis-àr*vis des suites exactes que nous utilisons 
constamment dans la suite j la démonstration quoique routinière 
est assez longue (3.2.)
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Le chapitre 4 est réaervé au foncteur ExtS, 
simplement noté Ext©» dont nous démontrons qu'il est le 
quotient d'un groupe de morphismes dans une catégorie 
abélienne associée ax^(R,l)„

A l'intérêt propre de l'étude de ExtQ, notamment 
dans des situations algébriques particulières 
(A injectif ou C projectif par exemple) s'ajoute un 
intérêt plus général lorsqu'on se limite, soit, si I est 
filtrant à droite, à la sous-catégorie des modules 
exhaustifs , soit, si I est filtrant à gauche, à la 
sous-catégorie des modules séparés et completSo

On peut prouver d'abord que ces deux sous-catégories 
peuvent être identifiées à des sous-catégories de j
de plus, dans les deux oas, im procédé élémentàire*^(3.4. ) 
permet de ramener l'étude de Ext ou Ext^ à celle des 
groupes Exto ; enfin, chaque groupe Exto apparaît 
comme conoyau d'^lne application de groupes de morphismes 
de ^UR,I) (4.1.)
Nous donnons en 4,2. quelques exemples de calcul explicite 
de Exto.

Les chapitres 5 et 6 sont consacrés respectivement aux 
extensions filtrées construites sur un complété de A 
et à des extensions introduites sur des modules de 
fractions et qui apparaissent souvent comme la réciproque 
du passage d'un module à sa botile unité.
On découvre facilement quand on peut affirmer que la 
topologie d'une filtration est une topologie de R-module, 
Lorsque c'eat le cas et g.ue la topologie est séparée, 
on peut faire du complète Â de A une extension filtrée de A, 
Nous étendons cette construction au cas où il y a deux 
filtrations (la I-filtration initiale et une auxiliaire 
par rapport à laquelle nous formons le complété) et même 
à luie limite projective filtrée quelconque (lolo6.)
Nç>us avons étudié en détail les cas où les modifies
A^ = A/a^ sont certaines sommes interdirectes -prolongeant
ainsi une note à l'Académie(sans démonstration) |23J .
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Cea résultats ont diverses applications parmi lesquelles 
nous retrouvons une part de la théorie de p-groupes 
de hase et de la structure des groupes localement 
compacts (5.3.)

Lorsque R est comLïutatif, I commutatif \mital, w(l) = 1 
et S une partie multiplicative contenant 1 et formée 
d'éléments f-simplifiables (c'est-à-dire si K et K' sont 
des idéaux de I, w(s)K^w(s)K‘ K r; K'), on peut 
étendre la filtration d'un module S-valué A au module 
de fractions S”1Ao
Si v(a) ^ w(l) pour tout a, cette extension est une sorte 
de réciproque du passage à la boiHe-unité, bien qu'en 
général (3-lA)q A,
Ces (S”1a)i généralisent la notion de divisé de A 
utilisée par Lazard l2ly .
Nous avons démontré ime condition nécessaire et suffisante 
poyr que A soit dense dans (S“^A)q, étudié le complété 
(3^^)]_ et les rapports entre Sxttx, A) et Ext(X, (S“^A)i)

Une part des chapitres 3> 4, 5 et 6 est consacrée 
à différents aspects de la question "quand 3xt(C, A) = O ?" 
qui mérite une attention particulière en tant qu'élément 

-> - ^blème des décompositions en somme directe

Une première étape est l'étude des modules 
projectifs et injectifs au sens de l) (3.3.)
Poirr ce qui regarde les modules projectifs, nous 
démontrons facilement que dans les cas intéressants, il 
existe suffisamment de modules libres au sens de l)
(modules filtros-libres) pour que tout modiile filtré soit le 
quotient d'vm CiOdxile projectif. Le résultat est négatif 
pour les modxiles injectifs.

I)
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Si on s'attaque au problème général, on constate 
qu’il se décompose en un problème pratiqueme^.t algébrique i 
"quand toute extension est-elle construite sur la somme 
directe ? " et la recherche des cas d'annulation de 
Exto qui est l'objet de 4.3. (les résultats déjà cités 
le 3.4. ) permettent des passages).

Notons pairmi les résultats de 4.3. les deux suivants, 
où 3 est une partie de R s

Sxto(G, A) = 0 si
1. A est S-valué, G à S-torsion, et si S est formé 

d'éléments f-simplifiables.
ou si
2, deux éléments de S ont un multiple commun à droite et 

les Ai sont fermés pour la topologie S-adique,
L'extension S“^A ^u chapitre 6, et, si lî est 

principal, le complété A pour une filtration 3-adique 
auxiliaire sont injectifs au sens algébric^ue pour certaines 
classes importantes de H-modules et ils réalisent les 
conditions pour A des résviltats 1 et 2 respectivement.
En combinant ces remarques, on obtient une propriété 
d'injectivité partielle, qui compense dans une certaine 
mesure le résultat négatif dans le cas général.

Ghacune des ces propriétés -comme aussi la 
présentation d'un module filtré comme quotient d'un 
module filtré-libre- permettent de décrire Ext(G, A) 
comme quotient d'im groupe de morphismes ce qui revient 
en fait à décrire les extensions de A p£ir G à partir 
d'une extension donnée et de morphismes (3.3.8., 5.4.9.»
6.2.5.)

A la fin de 4,3.» nous obtenons un résultat de 
décomposition de vectoriels qui généralise Monna [26^ .
En utilisant l'étude du complété, nous obtenons un résultat 
comparable à celui de Serre ]27] ; par passage à la 
boxile unité, on en déduit la structure de l'extension 
(S~1a)x du chapitre 6.



Au début du chapitre 3, nous avons esquissé quelques 
applications algébriques de notre tuéorie.
L'instrument de base est l'application qui, à une classe 
d'extensions filtrées, fait correspondre la classe des 
extensions algébriques sous-jacentes.
Cette application est un homoEiorphisiue de ^^roupes 
abéliens, en général quelconque. En choisissant 
convenablement les filtrations, on peut s'arranger pour 
qu'elle soit bijective et en même temps pour que les 
foncteurs "groupes de morphismes" et "^'groupes d'extensions 
soient les mômes ; ceci permet d'affirmer que la théorie 
classique des anneaux-modules, avec ces foncteurs, est 
im cas particulier de la nôtre.

Si A et G sont munis d'une filtration S-adique, 
les extensions algébriques sous-jacentes sont 
précisément les extensions S-pures, ce qui donne une 
caractérisation du groupe des extensions 3-p\ires à 
partir de la théorie. L'emploi de la filtration d'oi’dre 
fournit aussi des indications. En utilisant la régularité 
on obtient des critères de décomposition en somme directe.

Le chapitre 7 est tout entier consacré aux 
apjlications topologiques.
Il faut d'abord se demander quand un module topologique 
est filtrahie, c'est-à-dire quand sa topologie est la 
topologie d'une filtration.
Une condition nécessaire est évidemment qu'il existe un 
système fondamental de voisinages de 0 formé de 
sous-groupes et on peut prendre ce système, ordonné par 
inclusion, pour I. La difficulté est d'y introduire 
une multiplication convenable et de concilier les 
systèmes de H et A (c'est possible notamment si R est 
discret).
Ceci fait, il est facile de décrire le groupe Bxtt(C,A) 
pour des filtrations compatibles de R, A, C et 
1 *équivctlence topologique.
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En réxinissant toutes les possibilités de représentation, 
nous obtenons un gx-oupe, limite inductive des groupes 
Ext-t(C, a) qui est constitué par toutes les extensions 
filtrabies possibles de A par Go

Le reste du chapitre donne des renseignements 
sur ce groupe et la notion de régularité que l'on 
peut encore introduire dans ce cas.

Notons que le procédé que nous décrivons au chapitre 7 
est de portée plus générale» Il peut, si cela se révèle 
utile, etre appliqué à l'ensemble des sous-groupes 
additifs satisfaisant xine x^ropriété donnée du moment 
que cet ensemble est un treillis et qu'une filtration 
de R n'est pas imposée par le problème»

Nous avons rassemblé dans un chapitre 0 notre 
terminologie et quelques définitions et résultats connus 
que nous utiliserons par la suite» Les lecteurs à qui 
ce chapitre serait tout-à-fait inutile sont priés de 
nous en excuser.

i



Je voudrais q.ue Monsieur Papy trouve ici 
l'expression de ma reconnaissance pour l'appui précieux 
et les conseils éclairés qu'il a "bien voulu m'accorder 
lors de la rédaction de cette thèse»

Ce travail n'aurait pu voir le jour sans le 
soutien du Ponds National de la Recherche Scientifique 
auquel j'adresse mes remerciements sincères.



CHAPITRE 0 ; PRELQHNAIRES

OoOo Notations - Conventions
Dans ce travail, anneau est mis pour anneau unital

module pour module unital à tgauciie 
groupe pour groupe abélien

‘4{,ZvQ,Zn. désignent respectivement les entiers naturels^
Les entiers rationnels, les rationnels, les groupes 
cycliques d'ordre n»

Si Ai est un sous-groupe additif du R-module A, nous 
noterons A^' le quotient k/k± o

Les résultats élémentaires de Bourbaki 03 ©t de
Puchs ji2Q sur les groupes, les modules, les modules 
topologiques, sont supposés connus o

Oolo. Ordre
0. 1 ^lo. Un ensemble ordonné I, 4 , est filtrant à gauche 
(,à droite) si poiur tout i, J é I, il existe un k. dans î 
avec kii, k 4 ;j (,14 k, j4k)o. Tout ensemble totalement 
ordonné est filtrant à gauche et à droite o.
Un sup-treillis est ordonné I, 4: , tel que pour tout
1, j é T, iï existe un k=sup (i,j), lïj:k,j4k et si k’^ i» 
k’ÿ j, alors k'ij^k* Définition symétrique pour inf-treillis 
Un treillis est un sup-et un inf-treillis» Il est complet 
si tout sous-ensemble a un inf et un supt>
Une fonction croisante de l'ordonné I, , dans l'ordonné 
J, , est une fonction h de I^dans J^telle que 
i$i'^ h(i)4h(i»).

Q0X0.2» Un. mono!de ordonné 1,4 » est un monolde muni d'une
relation d' ordre telle que i 4 3 ^ ik4 jk et ki4 kj 
pour tout ko.
Dans ce travail I a tou.jours \m élément minimum absorbant Q 
et nous notons Iq 1 ' ensemble ï \ "J 0j » ^

Polo3. Un idéal de 1'ordonné ï est une partie K de I telle 
que k é K, i^ k entraîne i$ K» .
Un idéal K est principal si K= ^ ou K={i 6 I{1» IqJ «
Nous notons ^Cl) l'ensemble des idéaux de I. C'est xm. 
treillis compléta
DansO'(I), nous i*emplaçons pour plus de commodité,,D par^
A par sup, Üpar inf<.



^3

Si Kl, K2 i ÜLl) i noua définissons Kio.K2=^iferl i;^ ki^kol 
où kife Kl et k2 é: K2°-
Cette définition fait de^(l), . monoîde ordonné et

être identifié à une partie dej(l), » s ^ Qn 
identifiant i. à idL-^i^ »

0.2O Limites
Qo2clo Limite jjiductive CLefschetz ) Soit K, si , un
ensemble ordonné, filirant à droite \ "poirr tout k donnons__ 
nous un R-iaodule AÎ^.et pour k^k*, un R-homomorphisme 
pk,k' j^k àana ^ .
On suppose
et si k <?k' -r I
Nous dirons que PÇnt identifiés si pour
un k" i k,k’(sa^)=p^ Cak'} <„

que 31 k=k ,p^»'*^ =1aKI ^ 1 »« If* V"*'^ k k'" k k*'

So^ent a,b deux collections d'éléments identifiés
(a^);Cb^ )o On définit a + b comme étant la collection 
des éléments identifiés à p^»^ (a^)+p^' Cb)^ ) pour 
k"^k,k'. De même pour la loi externe. L'ensemble des ^ 
collections d'éléments identifiés est un R-module appelé 
limite inductive des pour les p^>^'; lim ),
Si les pk,k' sont injectifs, liJ^ A^ esf'une réunion»

0.2.2. La limite inductive respecte 1 * exactitude : 
si A^g^ est exacte pour tout k et g^ue les
schéma^formés par les g^,, les et les p^»^ sont
commutatifs,, alors la suite lim A^___ ^ lim ^ lim
est exacte (Bourbaki )» ^ ^ ^

0.2o3o Limite projective ^Çit K,*' un ordonné, pour tout 
k un A^^, pour k k' un p^*^ avec les mêmes conditions 
qu'en 0,2.1, Dans le R-modi^e/Ji A^, distinguons le 
sous-module des çléments,(a^) tels que
pour kî^k', (a^)=a, o Ce sous-no(^ule est appelé la
limite projective des A^ pour les p^»^ ; lim A^ (p^»^ )^A.
Une limite projective est minimale si et sfeuiement si la 
projection de A dans A^ est siirjective.

0,3. Topologie
0.3.1, Soit A \m groupe abélien, Aj^,ifel, une famille de 
sous-groupes de A. Les A^ définissent sur A une topologie 
de groupe -dite engen^ée par les Ai - la moins fine des 
topologies pour laquelle les Ai sont ouverts» Un système 
fondamental de 0 est formé pai’ les intersections finies 
des Ai et si les Aj^ forment lone famille filtrante à gauche 
pour C , on peut prendre les Ai eux-mêmes comme système. 
Dans ce cas, Si B est un sous-groupe, l'adhérence de 
B = 0 (B + Ai)



0.3.2 Si R est im anneau topologiq.ue discret, A xm 
É-mo'dule, Ai, ic I, une famille de sous-R~modules de A, 
la topologie engendrée par les Ai est compatible avec la 
loi externe, c'est-à-dire que A est un R-module topologique 
On dit alors que A est linéairement topologisé et que 
sa topologie est linéaire,

0.3.3. Exemples - La topologie discrète, la topologie la 
moins fine sont des topologies linéaires.
-Tout groupe (abélien) localement compact^ et totalement 
discontinu est linéairement topologisé P.58.
-Si B est un module linéairement topologi'sé (discret, par 
exemple), alors la topologie la moins fine de A telle que 
des homomorphismes donnés de A dans B soient continus 
est linéaire.

0.3.4» Complété Soit A un groupe muni de la topologie 
engendrée par une famille Ai de sous-groupes, filtrante à 
gauche pour C, Alors le complété-séparé A de A est la 
limite projective des groupes A^^ La topologie naturelle 
de complété de A est.la topologie induite par la topologie 
de Tychonoff de (jl A^ dont Â est un sous-gçoupe fermé 
cette topologie est ici engendrée pjir les À’i, noyaux des 
applications canoniques de A sur A^ et si A est séparé,
Âi est la fermeture de Ai dans A. .

0.3.3. Soit A un module topologique séparé. A est 
linéairement compact si toute famille de a^^ + 
sous-modules fermés de A - dont les sous-familles finies 
ont une intersection non vide, a ime intersection non vide. 
Un module complet, linéairement topologisé pour une famille 
Ajj, avec les A^ artiniens, est linéairement compact ; on 
dit plus précisément qu'il est strictement linéairement 
compacte ^ est compact si et seilLement si les A^ ~ 
sont finis0
La compacité linéaire et la compacité linéaire stricte 
SG transmettent aux images par un homomorphisme continug 
aux sous-modules fermés, aux extensions, aux produits 
et aux limites projectives„
Un module séparé linéairement compact est complet pour 
toute topologie moins fine Do] -



0.4. La catégorie (R)

0.4,1. Rappelons qu'une catégorie est constituée par \me 
collection d'objets (dont un particulier noté O) et de 
morphismes (dont les identités ou isomorphismes de la 
catégorie).
Dans toutes les catégories que nous considérerons, les 
morphismes de A dans S. constituent un groupe Hom (A,B') 
et si A,B,G sont des objets, hq, h2 sont des morphismes 
de A dans B, gi,, gp des morphismes de B' dans 0,
(Sl + S2)0(h}, + hp) = gl hi + 0 bp+gp 0 hj + gp O h2 .
Un f-oncteur covariant d'une catégoriedans une catégorie 
v^assooie à tout objet A de^.l^un objet T(a) de ./’et à tout 

morphisme h de A dans B \m morphisme T (h) de T (A) dans 
T(BJ, les isomorphismes de^«é^étant envoyés sur des 
isomorphismes de
gi T est oontrevariant, T (h) est un morphisme de T (B ) 
dans T(A)»

0.4.2. La catégorie .^(R) , où R est anneau, a pour 
objets les R-modules et pour morphismes les R-hom.omorphisme 
Pour pouvoir réserver les notations les plus habituelles 
aux cas les plus fréquents dans mon texte, nous utilisons 
+ , ?om (A,b';, xt (A,B) pour désigner la somme directe 
dans,^(R),. le groupe des morphismes, le groupe des 
extensions (= ExtJ^ (,A,B))i.

0.4.3. Il est bien connu que . om (A,B) = 0
-si A est à S-torsion et B' sans S-torsion (S c R).
-si, pour R principal, A est un p-module et B un q-mcdule,

P et q premiers non associés.
-si A est divisible et B'réduit..

0.4.4. Le fonoteur xt j ““xt est tin foncteur de 
^ (R) y. dans ^(Z), contrevariant en la première
variable, covariant en la seconde défini comme suit :
Une extension de A par G est une suite exacte
0 —A ----- » B'-----^G ----- >>• 0 parfois désignée simplement
par B. Les extensions sont classées suivant la relation s 
B équivalent à Bf ^ il existe un schéma commutatif

0 ----- ► A <: i h^^C -----^ 0 où h est un R-isomorphisme.

Toute extension B peut être décrite à partir de 
l'ensemble-produit C X A. On définit alors B + B“ son 
prend B+B', on considère le sous-module des couples ayant 
même c, on fait le quotient par la relation d'équivalence 
"avoir même somme des a",
liïuni de la Ipi induite, l'ensemble des classes est 
un groupe s xt (G,A).



0.4.5. Si 0—> A.——>0—*>0 est tine extension^ alors les suites 
CW ;tom(X,A)—* Xin(X,B)—»• 3^om{X,0 )—^ £xt(X,A)—* t xt(X,B)

__^ £xt(X G)
et 0—>-^oiû(C,X)—* «om(B,X)—»■ ^oaii(AsX)—■> ^xt(CÿX)—^ £.xt(BjX)

—»6xt(A,X) sont exactes.

0.4.6. Un U-module P est pro,1ectlf s'il réalise les trois 
conditions équivalentes suivantes :
1) txt(P,X) = 0 pour tout X.
2) Si B—>• G—►O est exacte, ^om(P,B)—^^om(P,G)—.> 0 est exacte,
3) Tout hoiaonorphisiTie de P dans iin quotient de B peut être j-el;vé 
en un homomorphisii.e de B.
Tout module libre est projectif ; si 3 = Z, la réciproque est 
vraie. Tout module est le quotie it d'im module libre, donc 
d'un module projectif.

().4.7. Pour que les derniers homoEiorphismes des suites exactes 
de 0.4.5. soient surjectifs pour tous X, A, B, G, il faut et 
il suffit que 3 soit héréditaire gauche c'est-à-dire que ses 
idéaux à gaucho soient projectifs (anneaux principaux par exemple)

0.4.8. Un H-module D est dit injectif s'il réalise les trois 
conditions équivalentes suivantes :
1) é.xt(X,D) = O pour tout X.
2) Si O—^ A—► B est exacte, o?om(B,D)—^^om(A,D)-—► 0 est exacte.
3) Tout liomomorphisiue d'un sous-module de B dans D peut être 
étendu en un homomorphisme de B dans D.
Tout module A peut être introduit dans un module injectif.
(N.B. Tous les résultat^ de ce paragraphe jusqu'ici sont tirés 
de Gartan et Eilenberg [?] ).

0.4.9. Les notions de modules projectifs et injectifs peuvent 
êtrs généralisées en se limitcint à une classe P d'extensions.
Si 0—A—B—G—> 0 est un élément de P, nous écrivons 
A C B et B—Ê- G.
Nous disons que L est P-projoctif si tout homomorphisme de L 
dans G est redevable en un homomorphisme de L dans B des que

Définition duale pour les modules P-lnjectifs

0. 4.10. Exemples
l) Soit H principal, S un sous-monolde de R\ {0| engendré par 
une famille de premiers.
On dit que A est un sous-m.odule S-pvir de B si pour tout s e S, 
sB A = _sA,
1. !aranda [25j a déterminé les modules P-injectifs et



P“proJeotifs poxir la classe P des suites exactes 
0—► A—^ B——>0 où A est S~pur dans Bo- Les modules 
P-injectif s qu'il appelle S~algé'briquement compacts sont ceux 
de la forme D + Çt Dps B divisiole, Dp séparé-complet pour la 
topologie p-adiqùe, p premier apparteioant à So

2) Les groupes abéliens P-injectifs pour P=clas3e des suites 
exactes 0—^-A—^ B—G—> 0 où C est sans torsion sont les groupes 
de cotorsion . Les groupes S-algébriquement compacts sont 
cotorsion„

3) R = Zj S comme ci-dessus. Hilton et Yahya 0L'O é't^ùié 
la P-injectivité pour P = classe des suites exactes
0—^A—►B—* G—^0 où G est un S-groupe (l'ordre de tout c jkO 
appartenant à G est dans S).. Ils ont démontré que P-injectif = 
S-divisible,

4) Dans JlSj , sont étudiés les groupes P-injectifs pour les 
suites A—^B—G—0 où A est "large“ dans B" (maximal pour
la propriété A C nG) = Oo
Tout groupe sans torsion réduit est P-injectif,

Oc 5» Anneaux et modules de fractions (Bourbaki [4] )

Oc 5.I0 Si R est un anneau commutatif, S un sous-monoîde de R,, 
contenant 1 et formé d'éléments simplifiables, R peut être 
plongé dans l'anneau S~^R des fractions de R par rapport à 3.
De même, si A est un R-module sans S-torsion, A peut être 
plongé dans un module dë fractions S^^A construit de la même 
façon et qui est un S“%-moduleo

Oc 3c2. (1) S*”^A est 3-divisible et sans 3-torsion
(2) S““^A = A S“^R
(3) S“^R est plat dans(R) î si O—A—^ B—^ G—> 0 

est exacte, alors,
CH^- A®pS~lR—»> B ® pS~^R--^ G ® üS-Lr-^ 0 est exactOo

(4) S“1r OThS-Ir = S“ll



CHAPITRE L LE GROUPE EXT.

DaTxS ce chapitre, noue définissons la catégorie(R, I) des 
R-modulee I-filtrés et nous établissons la liste des propriétés 
particulières dont nous aurons besoin» Ensuite, nous décrivons 
les extensions danSv^(R,l), nous les classons suivant une 
relation d'équivalence et nous démontrons que l'ensemble des 
classes peut être muni d'une loi de groupe,

1,1. La catégorie -^(R,l)

Iplolc anneau filtré : Soient un monoîde ordonné, R
un anneau. Si A est un R-module, T(A) est l'ensemble des 
sous-groupes additifs de A,
Nous disons qu'une fonction croissante de I, « ,fdans 
T(R), ^ Ri> est une filtration de R si elle réalise les
conditions suivantes s

1) Ro = H
2) Vi,j I, Ri.RjC Rij

1.1.2. module filtré : La filtration de R étant fixée, nous 
dirons qu'une fonction croissante de I, dans T(A) : L— Aj^, 
est une filtration du R-module A si ;
1') An = 0
2') V ifj 4 lî Rj_,Aj
Les R-modules I-filtrés (ou simplement modules filtrés) sont les 
couples formés d'un R-module A et d'une filtration de A ; ce 
sont les ob.iets dex4»(R,l),

1.1- ,3. Les fonctions w Qt "y ; A la filtration de R, on peut 
associer la fonction w de R dans J(l) (0.1,3.) •
w(x) = ■! i e I \ X é Ri V .
De même, toute filtration de A détermine une fonction v associée 
à cette filtration.
Les conditions 1, 1', 2, 2' ci-dessus se traduisent 
respectivoment par ; w(x) = vCa) = 0«!^> a = 0
w(xy) dÇ w(x)o.w(y) , v(xa) # wCx).v(a).
L'exigence que les Rj^ ou les Ai soient des sous-groupes additifs 
se traduit par s w(x-y) ^ sup (w(x), w(y))

v(a-b) i siïp (v(a), v(b)).

1.1- .4. Somme directe dans >^(R, l) Si A et B sont des objets de 
T^FnrriTT nous définissons A ® B- comme étant le R-modxile A ^ B' 
avec (a + B)q = A^ + B^ ,



l.lo3. Morphismes de^(R,l)
Un morphisme h de A dans B est un R-homomorphisme A dans B 
tel que h(Ai) <g, Bj^ pour tout i«
Un isomorphisme est un isomorphisme de modtiles qui est un 
morphisme et dont la réciproque est un morphisme «
a) L’ensemble des morphismes de A dans B. constitue un groupe 

abélien Hom (A,B)
b) Le composé d'un morphisme de A dans B et d’un morphisme 

de B dans G est im morphisme de A dans G et si
^1» ^2,’ A—»B^ gi,g2 î B—>Gt
(hi+h2) O + g27 = hiOgi + hi0g2 + h20gi + h20g?
(Une catégorie avec somme directe et dont les morphismes 
possèdent les propriétés a et b. est appelée additive 
par Yoneda {59J ).

l.»l.6. Limites dans-^(R.l) .
Si A esi la limite inductive de modules filtrés A^ pour des 
morphismes, nous cpnstruisons sur A une filtration en posant 
Ai = C^) k, al^ Af
Si A est limite projective des A^ pour des morphismes, on 
introduit dans A une Siltration en posant 
Ai = i a^ t Aÿ pour tout . (0,2.)

1.1.7. Propriétés de Hom (A,B)
Ëom (a,B') possède les bomies propriétés habituelles des 
foncteurs "groupe de morphismes". Nous n'en donnons pas la 
démonstration, qui est exactement semblable au cas de..^{R) tTJ 
Si h est un morphisme de X dans Y, on définit un homomorphisme 
de Hom (A,X) dans Hom (A,Y) en posant h*‘(m) = ho m et un 
homomorphisme h^ de Hom (Y,B) dans Hom (X,B) en posant 
h^ (m) = m O h, pour tous A,B'

Proposition ,
(1) Si A = 9 A^, alors Hom(A,B) = fl Hom (A^, B’)
(2) Si Ë = B^ et Bi = , alors Hom(A,B)= il Hom(A^,B)

(3) ^ A = Uffl. aJ. a =
alors Hom (X

, B = lim

1.1.8. Topologie
Si R (A) est filtré, alors les Ri (Ai) définissent une 
topologie sur R (a) t la topologie engendrée par les 
Ri (Ai), i 0 (0.3.1.). Lorsque nous parlerons d'une topologie 
sur R (a), c'est de celle~là qu'il s'agira, sauf mention 
expresse du contraire.



2q

1.2 0 Gaa partlcioliera

Nous généralisons ici lea principales propriétés utilisées dans 
les cas classiques et nous introduisons quelques autres cas 
particuliers,

1.2.1. A sera dit exhaustif si .Vt Al = A;
séparé si Ai = 0 ,

1.2.2. A est dit propre:.ent filtré si v(a) est principal pour 
tout a (0.1.3.) et filtrant si v(a7 est filtrant à gauche 
pour tout a.
Les filtrations qui sont définies par une fonction de A dans I 
satisfaisant aux conditions de i.1.3, sont propres (exemplo : 
vectoriels normés sur un champ valué non archimédien),

1.2o3. Si I, ^ est (uP , , nous p.rlerons de modules bien filtrés
le cas où I, ^ est totalement ordonné^sera qualifié ïïë 
totalement filtré. Les modules séparés, exhaustifs, proprement 
filtrés pour ^ - Rq,^ sont les modimles ultramétriques 
décrits pru* Krasner (2Ô] .

1.2.4. Soit S une partie de R. Nous disons qu'un R-module 
filtré A est 3~valué si v(sa) = w(s).v(a) pour tout s dans S, 
a dans A, Si S = R^ -joi , nous disons simplement que A est 
valué.

1.2.5. Un élément s de R est f-simpliflabié si pour 
K, K' f ,7(I), w(s) .K ^w(s) ,K' entraîne IC é K ' ,
Si w(s) es J inversible, s est f-simpliflable. Tout élément 
f-simplifiable s est sii.plifiable a gauche dans R si R est 

s-valué,

1,2,5. Pour retrouver les bonnes propriétés du cas classique 
où I, , , < est un grûLipe totalemoxit ordonné, nous avons encore 
besoa-ii dos ensembles su-ivants ;
^(R) = 13 e R J VK,K' é /(I), w(s). sup(K,K' )=sup(w{s) .K, w(s)K')j 
^(I) = Jk é y(l)l V r,r'6 R,sup(w(r), w(r ' ) ) .K=sup(w(r ) .K, w(r ' ; .K)}
Si I est totalement ordonné, ^'(R)=R et )^(I) =J7(l),
Si w(s) est inversible, s appartient à lf(R) ; tout inversible 
de é?'(l) appartient à
Si I, ,, est un groupe, I C ’é’il) et si w(s) é I, s appartient
à r(R).

1.2.7. Soit P une propriété. Si tous les Aq, i o, 
possèdent la propriété P, nous disons que A est de filtration P, 
Si tous les Ai - i ^ 0, possèdent la propriété P, nous
disons que A est résiduellement P.



1.2o8. Filtration S-adique Soit S une partie du centre de R. 
Considérons siir S la relation dâ préordre "multipLe de" et 
notons S l’enseiûble ordonné des classes d'équivalence de S po\ar 
la relation d'équivalence "s équivalent à t si s est multiple 
de t et t multiple de s"» Prenons S 909 multiple de, pour
19,9 ^ O Si. A est un R-module, la fonction s----- ^ sA est ime
filtration i la filtration S-adique de Ao Si L 4 S, la filtration 
est exhaustive. Si S = |s^ j nt ouV , cette filtration est 
propre si et seulement si elle est séparée ( cas de la 
filtration p-adique des groupes).

1.2.9c CatéAorie simple Soit I un ensemble ordonné auquel 
nous ajoutons éven-tuellement un maximum 1 et un minimum 0.
Nous faisons de I un monoîde ordonné en posant
ij = 0 si i ^ 1, j ~ Ip iol = loi = 19 1.0. = 0.1 = 0
Nous construisons sur R une filtration en posant 
Ri = R9 Ri = 0 jçour 1 y 1.
Les modules filtrés sont les modules munis d'un système 
croissant de sous-modules indexés par I. Une categorie (R,l) 
où R es a la filtration et I la structin’e algébrique que l'on 
vient de décrire est dite simple.

1,2.10. L'anneau R dans une catégorie simple est S-valuée 
pour 1'ensemble S des éléments simplifiables à gauche.
Pour TCR, un modifie est T-valué si et seulement si il est 
résiduallement sans T-torsion.

1.2.12. Filtration d'ordre Soit S comme dans 1.2.8. et S 
défini de mÔme9__mais avec la relation "divise". Dans la 
catégorie (R,3) construite par le procédé de l,2o9= nous
appellerons filtration d'ordre pour S du R-module A la 
fonction i—As = ^atA(sa = oj-.

1.3c Extensions

1,3.1. Morphismes propres Un morphisme h de X dans Y est 
propre si pour tout i, h(ïi) = h(X) f\ Yi. L'injection canonique 
a’unsous-module A dans B (Ai = Bi H A) et la sur j action 
canonique 3 de B sur un quotient 0(Gi = s(Bi)) sont des 
morphismes propres ; réciproquement, si h est un morphisme 
propre de X dans Y, injectif, X est iso^rphe à un sous-module 
de Y ; s'il est surjectif, Y est isomorphe à un quotient de X.
Un morphisme quelconque est propre si et seulement si il est 
factorisable suivant le théorème d'homomorphisme.
Comme il existe toujours des morphismes non propres, 
n'est pas abélienne au sens de Yoneda £293 .



lc3.2. Définition d'une extension ; une extension du module 
ï-iiltré A par le module I~filtré G est vine suite
O-----♦A----- --------- >C----- »> O, exacte dans ^(R) où B est I-filtré
et dont les applications sont des morphismes propres»

!.. 3.3. Description des extensions
Soit O ■■ -■» A-----> C----- » 0 une extension» Nous identifions
A à son image dans B et nous considérons un système de 
représentants normalisé de C dans B t „ ,,
c:-----^h(c) s h(b(c)) = Cç h(0) = 0» La méthode de Schreier il^
permet de décrire B, comme groupe, par un système de facteurs 
f de C X G dans A, f(c,c')=b(c)+b(c')-h(c+c')-é A avec
(1) V c t C, f(0,c) = f(c,0) = 0
(2) Vc, c'6 G, f(cçC') =fU'so)
(3;V'c,c', c” ? G, f(c,c' + c”) +f (c ' ,c” )=f (cjC ' )+£(o-‘-c ‘ ,c” )
De même, on peut définir la loi externe par 
u(r,c) = rb(c) ~ b(rc) « A ,
en considérant rb=rb(c) + ra = b(rc)+u(r,c) +ra»
Les eixiornes de distributivité et d'associativité mixte 
deviennent s
(4) Vr,r’ t R, Vc É C, u(r+r ' ,o)=u(r,c)+u{r' ,,c) 4 f (rc»r'c)
(5) VrfcR, Vo,c'4 C,u(r,c)+u(r,c' )+f (rc,rc' )=rf (c,c* )+u(r,c4c' )
(6) V t R» Vc€ C, u(rr ' ,c)=ru(r',c) + u(r,r'c)
L'axiome l,b = b correspond à ; Vc€G,u(l,c) = 0 q.ui est 
une conséquence de (6) et de (L) en faisant r=r'=l dans (6)» 
la multiplication induite sur A correspond à la multiplication 
initiale ce qui entraîne : Vr€R, u(r,0) = 0 qui est une 
conséquence de (5) et dâ (l) en faisant c = c* =0 dans (5)c 
Toute extension définit donc, avec le choix des b(c) 
un couple (f,u) satisfaisant à (1) -(6)

1»3.4. Réciproquement, un tel couple définit sur G x A une 
extension dont les lois sont *
(I) (c,a) 4- (c',a') = (c + c‘, a + a' + f(c,c*))
(II) r(c,a) = (rc, u(r,c) + ra)
(Si R = Z, toutes les valeurs de u(n,c) peuvent être obtenues 
en fonction de f à partir de (4) et de u(l.,c) = O)»

1.3.3. Etudions la filtration de B. Quand b(c) 4 a 
appartient-il à Bi ?
Si c Ci, il n'y a pas de a tel que b(c) + a 4 Bi | si céCi»
il existe un tel que b(o) + a^^ 4 Bj^ et si
b(o) 4- 02 * Bi, al - a2 4 Aj ; réciproquement, si
B2 € 3-1+ Ai, b(c) 4- a2 fe Bi« La filtration associe donc à
tout c 6 Ci une classe latérale de A module Ai t nous la
notons ti(c).
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1.3.6. Pour que î Ci dans définisse \me filtration en. 
posant
III b(o) + a 6 B'i «>4> c ^ Ci et a t ti(c) 
il faut et il suffit que *
(7.) Bi soit un sous-groupe additif de B i

V c,c' 6 Ci,. ti(c + c*) = ti(a) + ti(c') + f(c,c') + Ai<.
(ce qui entraîne ti(0) = O et Bï H A = Ai.)

(8) RioBjCBi.: s VrfRi, ciOi, rtj(c) + u(r.,o) c t^j (rc) „
(On peut considérer que r dejE’inix par nultiplication une
application de A^ dans A^J et écrire alors (8) sous la 
forme : rti(o) + u(r,c) + = tij(rc)

(9) i 3 entraîne BiC Bi : po\ir c £ Oit ■fcj(*) doit être 
l'image de ti(jt) par l'épimorphisme canonique de A^ sur AJ. 
Nous avons démontré le

1.3.7. THBOREI.IS
Toute extension B de A par C peut être caractérisée un 
triple (f, =(^tj j-j T satisfaisant à (Ij - (g) eF“un
tel triple définit ^me exxension par I, ÏI, ÏII.

1.3.8. Classification des extensions Deux extensions Bij_ et E2 
de A par C sont dites équivalentes s^il existe un schéma 
commutatif

où h est un isomorphisme de ^^(Rsl)

1.3o9. Proposition : Deux triples (fi , u-t , tT ) et (tp. uo, tç>) 
définissent des extensions équivalentes si et^sei^emenx si 
il existe une fonction x de C dans At z(6) = O, telle qui"'

£1(0,0') - f.-;)(c.c') = 2(0) + z(c*) - z(c+c')
ui (r,c) - U9(r.c) = rz(i) - z(rc)
ti (o) = - z(c) + A-i

Démonstration t Toute équivalence algébrique i définit une 
fonction z de C dans A avec
h(c,a) = h(c, 0) + h(0,a) = (cjz(c)) + (O,a).
Si Z réalise les propriétés ci-dessus» h est un isomorphisme 
po\JT .4^(R, l) O .Réciproquement, si h est un isomorphisme, réali- 
-sons le changement de représentants
bp (c) ------ hg (c) + z(,c) = h-3(c) dans Bp« (£3»ti3»t3) = (fi,U]L,ti)
ex f3(c,c') = £2(0,0*) + z(c; + z(o') - z(c+o'),..,, d'où 
le resviltat.
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1.3.10. L'en3emble des triples qui satisfont à (1) - (9) 
est un groupe abélien^ soit T(G,A).
L'ensemble des triples z obtenus a partir de z comme les 
deuxièmes membres de 1.3.9. est un sous-groupe de T(C, A). 
L'ensemble des classes d'extensionipeut ainsi être muni de la 
loi quotient. Nous l'appellerons le groupe des extensions 
de A par G et nous le noterons Ext (g7 A).

1.3.11. Définition intrinsèque de la loi de Ext (G, A)
Soient Bi» B2 deux extensions de A par G. Considérons 
successivementf avec leurs filtrations naturelles,
le sous-module de B]^ ^ B2 formé des couples dont les
composantes ont même projection sur 0 (produit fütré), le 
quotient de ce sous-module par le sous-module des couples dont 
la somme des composantes de A est nulle. Ce quotient est une 
extension de A par G et on vérifie facilement qu'elle peut être 
caractérisée par la somme des triples associés à et B2.
Cette loi est la loi de Baer des groupes, étendue aux modules 
filtrés.



CHAPITRE 2 s TYPES PARTICULIERS D'EXTENSIONS

Dans ce cliapitrej nous étudions quelques typas particuliers 
d'extensions qui correspondent aiox cas classiques ou dont la 
représentation suivant le théorème 1,3.7. est simplifiée»

2.1. Extensions linéaires

2.1.1. Soit D vn sous-anneau de R (même neutre). Tout R-modu3^e 
est en même temps un D-mo’îule. Parmi les extensions du 
R-moduleApar le R-module C, on peut distinguer celles construites 
sxir la somme directe A 4-j) C dans-<^(D). Ce sont les extensions 
pour lesquelles il existe un système de représentants D-linéaire 
et nous les appellerons D-lln'^ires. L'ensemble de leurs 
classes d'équivalence sera noté Êxt^ (C, A).

2.1.2. Lemme Pour qu'une extension soit D-linéaire, il faut et 
il suffit qu'elle puisse être représentée un triple 5jê 
T (ÛV A) de la forme (O, u, t) ou u(.d,c) = 07 
Alors U est Tpiadditive, les tî additives, et si D est central;
U est D-hilinéaire.

Démonstration :
Si hic) est D-linéaire. f(c,c') = ■b(c)+ h (c ' )-h(c+c * ) = 0 | 
u(d,c) = d hCc) - h(dc) = O. Si (f, u, t) satisfait à ces 
conditions, hCo) = (c, O) est D-linéaire. La de\ixième partie 
du lemme résulte immédiatement de 1,3.

2.1.3. L'ensemble des triples de T(C. A) qui satisfont aux 
conditions du lemme sera noté T^ (C, A)

THEOREME s Ext (C, A) est un sous-grgupe de Bxt(G, A) et la 
suite ô" ^ Ho5r vC j à)■—Siomp(C > AT^ (C, AÉxtQ (C, AO 
ëdt exacxe. ----------------------

Démonstration s L"application z—z est définie_en 1 
Tq (C, A) est un sous-groupe de T(C, A 
sous-groupe de Ext (0, A). Homjj (C, Ai 
l'ensemble des fonctions de C dans A dont le triple 
corsespondant à la forme 2.1^2,
L'exactitude de la suite est de vérification routinière,

iST aeixnxe en x.j,
l) donc Ext^ (C, a) 
l) est exactement

10.
est un



Z X2,1.4, Ext Q,' (Cy a) comprend toutes les extensions 
construites sur la somme directe des groupes abéliens G et A, 
Ext^”-^ (Gy a) D Ext § (Gy A) pour tout D.
Si A est D-inJectif ou G D-proJectif, Ext§(G, A)=Ext(CyA),
Si D est semi-simple y notamment si R est xme algèbre sur 3ue 
champ Dy Ext (G y A) = Ext^ (G, A) pour tous G,. Ae

2,1,5. Pour P = R, nous écrirons Exto(G,A) au lieu de Ext^CGyA), 
Exto,(Gya) cExt^(Cy A) pour tout D.

Toute extension de Ext^ÇO, A) peut être représentée par un 
irip!^ de Tn, (GyA) = 9î où les tj sont (les fonctions
additiyes de Cj dm-'às A~^ satisfaisant à 1,3.^. C9) e¥
Vr t O fc 0,1. > rtj (c) = tj^ (rej llemme ^.l.^.et 1,3.6, L8)

2.2, Extensions réguliières

2.2.1, Dans le cas général,, les fonctions tj_ dépendent de 
f et de Uy plus précisément de leurs classes latérales.
Nous allons introduire un sous-ensemhle d'extensions qui 
peuvent être caractérisées par un couple (f, u) et un système 
de tj^ indépendants.

Définition Le couple (f,u) satisfaisant à 1.3.3. (1-6) est 
appelé équilibré s'il satisfait aux deux conditions

(1) V o, c' fe Gi, f(c,c') 6 Ai
(2) V r fe Ri, c fc Gj, u(r,c) ê

2.2.2. Pour qu'un système de ti satisfasse aux conditions
1,3.6. (7 - 9Î relativement à un couple équilibré, il faut 
et il sijiffit que (0, 0, t) appartienne à Tq(GtA) (2.1.5.) 
L'ensemble des extènsions qui peuvent être définies par un 
triple où, (f, u) est équilibré est un sous-groupe Ext^ (0,A) 
de Ext (C,A), comprenant Ext^ (G,A).

2.2,3. Proposition ; Pour une extension B de A par G, les 
conditions suivantes sont équivalentes ;
a) B peut être définie par un triple (f^u.O) (où (fyu) est 

donc équilibré)
hj) un triple (f*V u', t') qui caractérise B est tel que 

l^ê'^v(c) ~ti. (.^) ■
c) tout élément c possède un antécédent b avec v(b) = v(c) 
d; il exisle un système de représent^ts de G dans B poplt 

lequel v(b) = v((Cyaj) = sup (vÇcjy vÇa)).



Démonatration î a b ; Si (f, u', t') est équivalent à 
(ff U, DT» îT existe tine fonction z de C dans A qui définit 
l'isomorpliisme et t’i(c)= ti(o)+ z(c) + z(c) + Ai donc 
z(c)é iCV(o)'*^’i(o^ ^
b ^ c : car si x fe v(c)‘t’i(i)fc v(c,Xç) = v(o)
c d. : prenons te» Xq) comme nouveau système de représentants g 
dans ce nouveau système, (c,a) i. entraîne
c 6 Ci ^ (c,0) 4 Bi CO,a) 6 A^, La réciproque est évidente, 
d ^ a î si (c,a) 6 Bi (c,0) 6 Ot t^Cc) et ti(c) = O. (1..3.5. )

2,2,4. Définition des extensions régulières g c'est une extension 
qui réalise les quatre conditions équivalen?Fes de la proposttion 
2,2.3. On dit alors que A est un aous-module régulier, C un 
quotient régiHier.
Un représentant qui satisfait à 2.2.3. c. est appelé régulier,

2.2,^, L'ensemble des extensions régulières est un sous-groupe 
de Bxt (C,A), inclus dans Ext©(Oc A) et noté Ext,>(G, A).
Exte(C,A) = Ext,.,(C,A) h- Bxto(C,A)

2.2.6c Extensions prérégulières 5 Une extension est prérégulière 
éi pour ix.... i„ -t“13 1 “ image de" est
Cix ^ . ^Ci_7 “
Toute extension totalement filtrée est prérégulière. Toute 
extension régiilière est prérégulière, La réciproque est vraie 
si tout idéal de v(C) est engendré par un nombre fini 
d'éléments, a fortiori si I est fini.

2.2.7o Extensions totalement régi^ières Le O de B est le seul 
antécédent régulier du 0 de G, Si, dans toute autre classe 
latérale, tous les éléments sont réguliers, nous dirons que 
l'extension est totalement rég^ière.
Pour que B soit une extension totalement régulière de A, il 
faut et il suffit que ou bien Bi 3 A ou bien Bx C A. (si cette 
condition est réalisée, soit b/A s v(a)i v(b) pour tout b 
et v(b + a) = v(b).
Réciproquement, si A est totalement régulier et s'il existait 
un Bx» BxA A et B^., il existerait un b dans B^\A et un 
a dans AXBi et v(b + b.)^ v(b), contradiction).
En partioulxer, si I est totalement ordonné, tout Bi est 
totalement régulier dans B.

2.2.8. Dans un module filtré séparé, tout sous-module régulier 
est fermé, tout sous-module totalement régulier est ouvert,

2.2.9, La La régularité a été utilisée dans le cas particulier 
des filtrations S-adiques par Lyapin (24] (pour la première 
fois semble-t-il) et par Haimo 1151 . Kaplansky l'a utilisé 
implicitement dans [I9l , Nous parlerons plus loin (3.1.) des 
résultats obtenus par ces auteiors.
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2.3. Réfflilarité et filtrations propres

2c3.3Io THEOREME S Ua quotient d*un module proprement filtré 
esT propremetii^Tiltî^ si et seulement si il eax régulier"

Eémonstration g ON : Si Is quotient C est proprement filtré» 
alors pour iout crt 0, v(c) = (i) ou^(lo2o2,).
Si v(c| = v(b) pour tout antécédent tu de c.
Si v(c) = (i)î alors un des antécédents de c, soit b, 
appartient à Bj|^ et b est un représentant régulier de c.
CS I Si 0 est un quotient régulier, pour tout c ^ O, il existe 
\m b tel que v(b) = v(c). Or v(b) = (i) ou ^ , d*où le résultato

2.3.2. Proposition Si I est un sup-treillis. toute extension 
d'un modifie proprement filtré est proprement filtrée.

Démonstration s Pour système de représentants réguliers 
V)(c)ç v(b(c) ) = v(c) = 1q ;
v((bXc) + a)) = sup(v(b(c)), vCa)) = supUç,. ia) < I.
(en fait, une condition nécessaire et suiffisante est que le supo 
de tout couple i^, ig» ^ v(C), ia t v(A) existe).

2.3.3. Lq proposition montre que si l'bypthèse est réalisée, 
la sous-catégorie des modules proprement filtrés de><f(Ril) 
a le même f onctey :^t que .^CR, I;.
îin revanche, si I n'est pas un sup-treillis, il existe pour tout 
anneau R une catégorie (R, l) au moins -la catégorie simple- 
dans laquelle le foncteur Ext réduit aux modules proprement 
filtrés peut être vide. (Si sup(i, j) n'appartient pas à I, 
construisons sur un R-module A la filtration A]c=A, k^i, Aj^ = 0 
ailleurs, sur un R-module 0 la filtration
ailleurs 5 ce sont des modules proprement filtrés et dans toute 
extension, v(c,a) ^ / , v(c,a) ^ I dès que c^^-O, a^jlO).

2.3.4. Proposition 
y 'de ït dans c/ (ï) \

Si K £ t^(l) (1.2.6. 
w(r ) .K dérini'fc Ti

L.
une

alors la fonction 
I-filtration de K

Démons trat i on g Nous notons R^^^ le R-module R auquel est 
associée la faction v.
Si rT, rp€R^T v(ri-rp) = w(rT - rp).K . , , , v

^sup(wtri.)5 w(r2/) K = sup(w(ri)K, w(r2),K) = sup(v(r]^), v(r2^
Si r^t Ri^,r2é R^V, v(rir?)=w(rir2) ,K^ w(ri).w(r2) .K=w(r3_) .v(i'2) 
Remarquons que si w(l) est,neutre à gauche, 
alors v(l) = K pour l é R^^^.

2.3.% Il est évident, après 2.3.1-., que si G est proprement 
filtré, toute extension par C est régulière. Voici xme réciproque 
partielle s



THEOREME : Si R est proprement filtré9 w(l) neutre à gauolie dar^a I 
ï \m sup~treillis, J e alors ioute extension par G est
régulière ai et seulement ai 0 est proprement filtrée

Démonstration s En vertu de 2<,3.1.i il suffit de trouver, si G 
n'es4: pas proprement filtrés -une extension proprement filtrée 
de C g oette extension ne sera pas régulière.
A tout c et à tout it v(c) associons un module R^ = R(i) (2.3.4o) 
(si v(c) s ^ f, on prend vm Rj», avec un Rc^i = 0 pour tout i). 
Prenons L = © rJ. Par l'application h 4^i envoie ij sur c,
C est une image Homomorphe de L et h est un morphisme propre, 
donc L est une extension par G.
Enfin, chaque R^^ est proprement filtré puisque R l'est, la @ 
est proprement filtrée puisque I est un sup-treillis, ce qui 
termine la démonstration.

2,3.6^. Si la catégorie est simple, R est toujoiirs proprement 
filtré, w(h‘ = 1 pour ri*0 et le ^(l). Si I est totalement 
ordonné, c'est un sup-treillis et le ^(l).

2.4 c Régularité et 5^ -compacité
2.4.1. Nous venons de démontrer un critère pour que toute 
extension par un module G soit régulière. On peut se demander 
quand toute extension de A est régulière.
Par exemple, toute extension B d'un module fini et totalement 
filtré est régulière car v(o) = min vCbj^), les étant les 
antécédents, en nombre fini, de c. Nous allons démontrer 
une condition moins restrictive,

2.4c 2. Dans un module I-flltré A soit K un idéal de I et pour 
io\At k dans K ime classe latérale Nous dirons que la
famille des + A]£ est centrée si toute intersection finie de 
classes latérales de la famille' est non vide ; qu'elle a ime 
li^te si l'intersection de toutes les classes latérales est non 
vide. K est appelé le support de la famille,
A est dit K-compant si et seulement si toute famille centrée a 
une limitel Si est une partie de C/ (l), on dit que A est 
^ -compact s'il est K-compact pour K é 5^

2.4.3c Si A est compact -ou plus généralement linéairement 
compact (0.3.5.) pour une topologie de A dans laquelle les 
Al» i 0, sont fermés- alors A est C/(l)-compact. Si 
et si A est -oompact, alors A est complet.

2.4.4o THEORi^IE s Toute extension prérégulière (2.2.6.) par G 
d^un module vCÜT-oompact est régulière.

Démonstration î Soit c 0 dans G, b un antécédent de c dans ime 
extension d'e A par G. Alors b définit une famille de classes 
latérales, de support v(c),x^ + Ajj^(% é A) : ^ étant tel que
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t + Xk ^ Ek. Il est olair que les classes latérales ne 
dépendent que de b et que le fait d'être centrée ou d'avoir une 
limite ne dépend que de c.
Les familles j sont centrées puisque B est une extension

Ïrérégulière (si k;j_ .. appartiennent à vCc)* il existe un b+x 
el que b + x 6 Bki donc x fe ski Akj^).( La réciproque

est vraie),
lilaintenant, pour que c ait im antécédent régulier b + a, il faut 
et il suffit que b + a appartienne à Ek pour tout k donc que 
a ~ ajj; é Ak ou encore que a soit limite de + Ak. V •
Donc si B est prérégulier et A v(6)-compact, B est ré^lier,

2,4,5o Si G est filtrant. (1,2.2.), toutes les extensions par 
G sont prérégulières. Notons J^(l) l'ensemble des idéaux 
filtrants à gauche de I,

2.4.6'. THBOREI/IB ! Si Ic <f(l). R filtrant et w(l) neutre à 
gauche c pour que toube extension de A par un mod^e filtrat soit 
régulière, il faut (et il suffit) que A soit «i^(I)--coiirpaoi.

Démonstration s Si A n'est pas (l)-compact, il existe un 
idéal K filtrant et une famille centrée ^ Xk + Av ^ * 
d'intersection vide. Construisons A' = A 4- R et

A' i = ja + r I a - rx' , fe Ai et w(r ) ,k 4 ij
Les A'i définissent une filtration de A' qui étend la filtration
JëTTf------------------^-------------------------------------------------- ------------------------------------------ ---
X| est TUi sous-groupe s
si a-rxv € Ai et w(r)„k<ji. a+r = a-rxk* + r(l + Xk') 
et si 4 k, v(r(xk - ^»)) ^ w(r),k < i.
Donc si a;L + rq = aq - ^^i + r(l + a^q) est un autre élément de
A'i, il existe un k'4 k, kq puisque K est filtrant et 
a + r-aq-rq = a-aq-(r-rq) %' + (r-rq) Ch + Xk*)É A'q, 
v(ra’) < w(r),v(a'7 et i 4" j entraîne A'qC A'j (évident)
Si a' A ^ A'i, alors son r est nul et a' e Ai,
Le quotient est filtrant s en effet, si r représente un élément 
du quotient, v(r) = w(r)oK qui est filtrant, v(l + A) = K,
S'il existait un antécédent a + 1. régulier,
(a - Xk) + (1 + Xk) & A'kî a - Xk 4 Av et a serait limite de la 
famille xk + Ak oe qui est exclu par Hypothèse. Donc A' n’est 
pas \me extension régulière,

2,4,7. Proposition s D^.,3 ime catégorie simple, pour que toute 
extension de A soit régulière, il faui que A sdix y (.IJ-compact

Démonstration i Elle est la même que ci-dessus mais ici 
A'i = Aq + R (1 + Xi). R est filtrant, w(l) neutre et la 
filtration de K n'intervient plus dans la démonstration que A'q 
est un sous-groupe, ce qui est évident ici.
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2.4.8. Remarguons que môme dans le oas de la proposition 
?o4.7., A" est préregulierj en effet,, soient i3_,..ijj^€ I.
Si l'un des i ^ Kj = (O) , si tous les i e K, alors

pour tout r ^ 0 la famille finie de classes latérales rx^ + Aj_ 
possède une intersection i d'où la prérégularité.

2.4.9. Une oonséguence de 2.4.7. et de 2.4.4. est gue ?

Corollaire s Dans ime catégorie simple, toute extension est 
prér6g^l^îere si et se\iLement si A est u (ï)~oompact

(Si I est totalement ordonné, toute extension de A est régulière 
si et seulement si A est 7 (l)-compact).

et2.4.10. La -compacité a été utilisée par Kaplansky jls} 
'implicitement, par Haimo [151 -gui en tire une condition 
nécessaire de compacité d'un groupe atélien- l'un et l'autr 
des cas particuliers du'type "filtration S-adigue" (1.2.8.) 
D'autre part, Pleischer l^a étudiée dans le oas des modules 
proprement et totalement filtrés en liaison avec la notion 
d'immédiaticité. Cette notion, issue de la théorie des champs 
valués, peut être décrite comme signifiant gu'aucun élément de 
C non n\al n'a de représentant régxilier. Les propositions 
2.4.6'c et 2.4.7. n'ont pas d'équivalent dans la théorie de 
Pleischer, car la notion d'immédiaticité ne s'y prête pas.i)®i

dane

2.9. Extensions S-valuées

2.9.1., Si B est S-valué (1.2.4.)*, tous les sous-mod\lLes de B 
sont S-valués. Il n'en est pas de même des guotients t ainsi 
xm groupe ahélien sans torsion est -valué pour la
filtration p-adigue. Ses guotients p-groupes ne sont pas 
j piij -valués.

2.9.2. THEOREME s Si B est S-valué. pour que B/a soit S-valué 
il faut et il iûffiT"gue A soit résiduellement S-pur.

Démonstration CS 
pour c 4 G ,= B/ 
v(sc) = '
de c,

Il faut démontrer gue v(ao) ^ w(s),v(c)

(é-î)
(sc),

s-divisible module Bj^, 
a - sa' 6 Bi , donc 
s(b + a' ) fe B-i et i 
CN : Si A n

est un 
a é Bj_

'est
im b,

pas

v(c) = -Ai. o'^(l>)c Si b 
il existeun a avec sb +

de sorte gu'il existe ■un a

U y(b") = w(s) 
iment S-pur, il

antécédent 
donc a est 

avec

6 w(s). 
résidue

v(o).
existe xan a, xm s.

xani
sa' +,a,fe 
i £ w(s). 
tel gue sb 
à l'hypothèse

tels gue a - sb t B^ et gu'il n'existe pas de a^ avec 
Alors, si 

., i £ w(s),
= sb 4- sa‘ é

L c est,!'image de b, v(sc) ^ 
,v,U v(b'). Il existe un b' 

aonc a + sa* 6 B^

i, mais si 
= b + a* 

c ontrairement
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2.3.3. Notons xi (a) le sous-ensemble -j a fe A I w(s),v{a) 4 il 
Pour que A soit S-valué, il faut et il suffit que X| (a) 
soit précisément 1'ensemble des éléments a dont l'ordre 
modulo Aj^ comprend s,

2.3.4. Lemme ; Si S ç g(R) (1.2,6.), Xg (A) est un sous-groupe 
de A pour tout module A.

Démonstration Soient ai, é Xg (A) »
alors w(s).viai) 4 i, wts)oV(a2) 4 i entraînent
w(s) ,v(a]_-a2; .sup(vUl) ivU2) )=s^P(w(e) .v(ai) ,w(s) oV(a2) V i
(le second passage par l'hypothèse, comparer avec 2=3.4o) 
Remarquons que dans un module S-valué, Xs (A) est toujours 
un sous-groupe O

2.3.3. TKEQREIiüB Si S cjg'(R)» toute extension B. d'un module 
^-valué A pair un module S-valué est g-valué'e

Démonstration t II faut démontrer que ab « entraîne 
FT-Xibj "(2.5.3.).
sb€ Bi i^so tCi ^c é xi(C) (puisque G est 3-valué i t w(s) v(c) 
donc i ^ jkç j 4 w(s;, k fc v(c) et k é v(b'). b* = b + Uc 
Alors, v/(s).v(b + a) < jk ^ i et b.+ a € X| (b) ce qui entraîne 
sb + sa e Bj, donc sa 6. Ai. a 4 xî (a) et comme 
X| (A)C xi (B) et que Xi (B) est xm groupe (lemme), 
b=b+a-aé X|(B). CQPD.

2.3.6. Le théorème 2.5.5. montre donc que dans tous les cas 
intéressants, le foncteur Ext pria dans la catégorie ^ (R, l) 
est le même que celui pris dans la sous-catégorie des
modules S-values ; si I est totalement ordonné lf(R) = R (1c2o6„)5 
si la catégorie est simple, w(r) = 1 pour r^ 0 
donc ^(R) = R également.

2.3.7. Remarque générée Dans 2.3. et ci-desaus, noua avons 
étudié les propriétés de transfert aux sous-modules, quotients 
et extensions, des propriétés "proprement filtré" et "3-valué". 
Les autres propriétés de 1,2. qui ne sont pas générales dans
^^(R,l), n'offrent aucune difficulté à cet égard. On sait 

que tout 30U3-module d'un module séparé est séparé, et qu'un 
quotient est séparé si et seulement si le noyau est fermé ; 
on vérifie immédiatement que si A et G sont séparés, leurs 
extensions le sont aussi. Les sous-modules et les quotients 
d'iui module exliaustif sont extiaustifs.
D'autre part, supposons I filtrant à droite ; si A et G sont 
exhaustifs, soit b é- B ; l'image c de b appartient à un Gi 
et b- = b(c) ■♦■a avec b(c) ■e B^; a appartient à un certain Aj 
donc b appartient à Bj^ pour k ^ iy j.
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Oes remarques élémentaires permettent de démêler lee cas le 
plus simple, où R est un champ et I totalement ordonné, O la 
classe des modules filtrés qui sont proprement filtrés -valués-» 
exhaustifs - séparés^
Si A et C 6 0, toute extension appartient à 0 (I totalement 
ordonné). Si B € 0, un 80us-mod^lle appartient à 0 et 
un quotient est value et exhaustif. Pour qu'il appartienne 
à 0, il faut et il suffit que le noyau soit régulier (2.3.1, 
et 2.2,8,)
Notons enfin que les transferts des propriété de filtration 
et résiduelles (1,2.7.) se déduisent immédiatement des 
suites exactes O—>> A±-—► Bi—*■ ^ 0
et 0-----^ ----- * B^------> ^ 0,



CHAPITRE 3

PROPRIETES PONGTORIELLES DES GROUPES D'EXTENSIONS

Dana ce chapitre, noua étudiona quelquea propriétéa dea 
foncteura Ext et Extp, aucceaaivement t rapports avec les 
extensions algébriques, suites exactes, injectivité et 
projectivité, procédés de réduction,

3cl; Rapports avec les extensions algébriques

3»l^!Lo Si D est un sous-anneau de R (nême neutre), il existe 
un homomorphisme de Ext (G, A) dans BxtpCCjA) (groupe des 
extensions algébriques de A par G, considérés comme D-modulea) 
qui à un élément de Ext(G,A) associe la classe des extensions 
sous-jacentes de D-modules,
Le noyau de cette application est Ext^ (G,A), L'image est un 
sous-groupe de Sxtp(C,A) : ExtJ (G,A)

3.1.2. On peut évidemment procéder de même pour les seules 
extensions régulières (ou équilibrées). Les images de 
Extp(C,A) et Exte(C,A) sont égales (2.2.5.) ♦ nous noterons 
cet1;e image j^t § (G, A)

3.1.3. En général, Ext§ (G,A), Sxt]^ (G, A), Êxtp(G,A) sont des 
groupes distincts comme le prouvent les exemples suivants t
R=D=Z, C=Z2=|S, î^, A=Z. Toute extension algébrique 
peut être décrite par un système de facteurs où f(X, I) = n, 
n entier quelconque. Les deux classes d'équivalence sont 
formées respectivement des f avec n pair (extension niille) et 
des f avec n impair,
SI A = Z a la filtration 2-adique et Zo Z2 pour un k ^ 1, 
f(î,X) définit un élément de Sxt® si et’seulement si il est 
inclus à 2^Z, donc pair et Sxt®(Z2»Z) = 0/ Bxt (Z2fZ) ^ Z2
Sxt^(Z2f Z) = 0 car f(I,I) •fAtjp(I)-t]j;(Ü) = 2^Z, est impossible 
pour f(l,I) impair. Donc Éxt^(Z2» Z)^ Sxt (Z2i Z)
Si noua prenons Z2 v = 0 pour tout k, tout f é Bxt®(C,A) 
et Sxt®(Z2sZ) = (Z2sZ) = Ext(Z2s Z),

Prenons maintenant la filtration 3-adique sur A = Z et 
2R,k = Z2 pour tout ko



gxt®(C,A) = 0 car f(I,î) i 3^Z pour tout k et f = 0» Si f(I,T)=l, 
1. + tjj.(I)+ tjj(T)- t)c(O) = L + 2 tk(I) = pour tout k est 
toujoxors possible,
de sorte que Ext^(G,A) = 8xt(C, A) ^ £xt®(C, A)

3.1.4o THBOaEMB ; La catégorie(R) peut être identifiée à 
une sous-catëgôrie ïïë la catégorie simple ^CR,ï) (pour •fcoui l)a 
avec Hoffi = &om, Éxt - Lxt.

Démonstration î A tout objet A de ^{R) nous associons le 
module filtré î = CA, Ai = 0 pour tout i).
Evidemment, tout morphisme do A dans B est un morphisme de J. 
dans S, donc Hom(S,l) ='^tom (A,B). D'autre part, ExtQ(îî,I)= O 
car Tqa5,S)= 0 (Ci = 0 pour tout i).
Ext® (C,A)=: Lxt (GjA) car tout couple (f,u) est équilibré donc 
ixt (C,A) 2r Ext(G,A^
Ce résultat montre que la théorie des catégories '^(R), avec 
les fonoteiirs *om et Ext est un cas particixlier de l'étude 
réalisée dans ce travail,

3cl-.3. Une autre façon d'en appliquer la théorie à l'algèbre 
est d'étudier les filtrations S-adiques et les filtrations 
d'ordre (1^2,8., Io2ollo)o Prenons S comme dans ces sections 
et supposons que S contient 1,
Notons Ext®(CsA) le groupe des extensions filtrées de A par C 
avec la filtration 3-adique sur A et S ; par Ext®(G, A) le groupe 
des eitensions de A par G avec la filtration d'ordre poiir S 
sur A et 0, par Ext®®(G,A) le sous-ensemble de Ext®(0,A) des 
extensions dont la filtration est la filtration d'ordre sur S$ 
enfin par>%xt(G,A) le sous-groupe des extensions algébriques 
S-pures de A par G,

3.1.6. THEORSI.IE î

k) est vin sous-groupe de
IS'/aT (fl?A

(3) Si A est sans S-torsioni J^xbiO,

Démonstration 8 II est évident qu'une extension B est S-pure si 
et seulement si sa filtration S-adique en fait une extension 
de A par G avec la filtration S-adique sur A et C ou si et 
seulement si la filtration d'ordre pour S de B en fait une 
extension de A par G, chacun muni de sa filtration d'ordre pour 
S, Dans le premier cas, pour qu'xm triple (f, u, t) désigne xme 
extension avec la filtration S-adique, il faut et il sxiffit 
que tg (sc) = u(s, c) + sA : or cette relation n'est autre que 
la relation 1.3.6. (8) : ta(sc) = u(s, c) + sti (c) 
donc toute filtration est du type S-adique et 
Ext(x(G,A) = 0. (1.) en résulte.

Ext®(C,A)
G ;A~)'^15xt^(G. A)
A^ a- Ext®®?C,A)=Bxt®(G,a)

(1) Ext®(C.A
(2) wfggTf
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Dana le 2ème caa, pour qu'un triple (f,u,t) désigne un 
élément de Exto°(C,A) il faut et il suffit que pour 
30 = Oj t^(c) soit la classe latérale des solutions de 
sa = - u(s,c)o Extoo(C,A) est donc un sous-groupe . 
et -^xt(0,A) est son image. (2)

Si A est sans S-torsion, Ag = 0, tg(c) est identifiable à un 
élément de A et par 1.3o6o (8)
a tâ(c) + u(s,c) = tô(so) = 0, tout triple désigne un élément 
de Ext®0(C,A), d'où (3).

3.1.Jo L'introduction de la régularité fournit d'autres 
conséquences algébriques ; par exemple, on peut généraliser 
la propriété bien connue des groupes abéliens t si A est un 
sous-groupe pur de B et B/a somme directe de groupes cycliques, 
alors B = A ^ B/^»

iroposition Si A et G sont deux R-modules munis de la 
filTration d'ordre pour S et que Ü est somme directe de 
R-modules cycliques dont I*ordre est engendré par~^ 
alors ExtOb^0,AT ^ Ext^ÇOlA) C Ëxtft(Ù,ÀT

Démonstration î II suffit de le démontrer pour 0 modxile 
cyclique dont l'ordre 0 est engendré par des éléments de S 
( CL9Î , lemme 2, p.329)
Soit Cp un générateur de C, b^ un représentant régulier de Cq= 
Naturellement, A R b(^ = B;
Soit a = rbo é A.
Alors, rcp = 0, r € 0, r = IriSj^, si 4 0 S,
Par hypotnèso, SiCo = 0 si b^ = 0
donc a = rbo = 0 et A Rbo = 0 de sorte que B = A + C,

3. De même, Kaplansky p-9] et Lyapin ont utilisé La
■fcration S-adique ou une filtration dérivée pour montrer que 

tel sous-module est sommante directeo Par exemple, le 
théorème 5~1 P 19 de Lyapin montre que ai A est somme directe 
de sous-groupes de Q ou Q/z, C somme directe de sous-groupes 
de Q et ai on munit A et C de leur filtration 
V *1 0!r -adique , alors Extr(0,A) C Exto(C,A)



J r-

3.2o Suites exactes

3.2c,31. Si g est un morphisme de A dans A'ï h un morphisme de 
C* âans 0, à l'extension (1.) t 0-~» A—> C—^09 de triple
(fjUjt); on peut associer l'extension O--* A'—» —►C—? 0
de triple g<? (ÆsUjt) et l'extension 0—# A—B^'—> 0 de 
triple (f,u,t)c h = f (h(c’i) ,h(o'3) ) 9 •. • ©"t les diagrammes s
0—► A—* B—4 C—♦ 0 et 0-* A—4 B"—4 0 * 0

U l ilo I in
0—► AJ-> C—► 0 0-4 A—4 Sr—^ 0-----4 0
Une catégorie additive qui possède cette double propriété est 
appelée quasl-abélleane par Yoneda [29^ » p.522

3.2.2e Le procédé ci-dessus associe à g un homomorphisme g' 
de Èx-tCCjA) dons 3xt(C,A') et à h un homomorphisme h' de Ext (G, A) 
dans Ext(G',A).

3.2.3. L'extension (l) étant fixée, on peut construire un homomor- 
-phisme G de Hom(X,G) dans ExtvXjA) en associant au morphisme 
m la classe du triple (f jU,!) a m et un homomorphisme H de 
Hom(AjX) dans Ext(CïX) en associant au morphisme m' le triple 
m'o(£,u,t)e

3.2o4e Les deux théorèmes qui suivent peuvent être démontrée 
à partir des résultats de P293 • Toutefois, comme cette 
démonstration est très lon^e et bâtie sur des arguments 
homologiques, nous avons préféré une démonstration directe.
Nous noterons parfois t le triple (f,u,t) j, x sera le couple 
(f,u) du triple x (1.3.IG.)

3.2.9. THEQ2EIÆE : Si 0—» b G*^ 0 est une extension
alors la suite 0-^Hom(X.A)-SHom(X.B)8--2.Haffi(X.C)-i»E}ct(X.A)

zs: Ext(X B) Ext(X,G) est exacte pour tout X.

Démonstration Noua caractérisons l'extension par \m système 
de représentants bo(c) et un triple (fosUQ,lÎQ), 
tçi(c) = afti(c) + Ai avec bo(c) + aç^Cc) t Bq,
L^exactitude en HomtX>A) et Hom(X,B) est évidente (pour g i et
g*^9 voir 1.1.7. ) ^
En Hom(XtG) s im g o C kei* G s
si m = g2om', m'€ Hom(X,B)9 a(x)=bQ(g2om'(x) ) - m'(x)
G(m) = t = to O (g2® m* )= bQ(g20 m')=m'+a = a et ti(x) =-a(x)+Aj^
car X € Xj[ et bQ(g2 o m'(x) )=m'(x)+a(x) entraîne
m' (x) + a(x) + aQj^(g2 o m^) ) é B^ et a(x) C -aQi(g2 m' (x)) + Aj^,
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ker Gcim g*o ; prenons meHom(XsC) et tç.0 m = â „
Posons m* (x) = bo(mx) - a(x)o (g? om'(x; = m(x)), 
m' est un morphisme car m'(x+y) = h-QCinx) + hoCmy) - fo(2ix,my) 

-a(x) - a(y) + fç(mx,my)=m* (x) + ii/(y) j 
idem pour u et si xé Xj,, ■bQ(mx) - a(x) appartient à Bj^o
Bn :^t(X,A) ; im Gc ker g*^. • ^
Soit t = tQ O ffij (taji^o) ® ^ ^ ■toi(“x) + \>q{iics.) c

ker g*-j C im Gr s Soit (f,u,t) = B t A. Posons m(x) = h(x)+A j 
O * eaî un morpiii^e, ^
(fQjUQ)© m = \)qC m = (f,u) + a (bo(mx)=hi(x)+a(x) ) 
et toi(m(x)) + bo(iüx) € B± entraîne tg^ (mx) + b(x) + a(x) € Bi 
donc tg^(mx) - ti(x) =-atx) + A^ et Gtm) est bien la classe de t„

Bn Ext(X,B) ! im g';]^ C ker g*9__
ker ^*2 g* 1 • si g2(t) = c, 

le triple t - d équivaut à t, son 
il définit un élément de im g'^.

est évident
poiir b(x), go(b( 
image est (OjOjOf)=c(x)

donc

3.2.6. THBOREIffi îSi 0-----» a---‘-Vb^~-^» G—»0 est une extension
alors la suite 0^ Hom(C,X)-^ Hom(B,X)-^Hom(A,X)-^ Ext (C ,X) 
-WBxt(S,ï)"-^5xtCAyX) est exacte pour tout xl

Démonstration ; Nous cai'actérisons l'extension comme ci-dessus0 
L’exactitude en Hom(CjX) et Hom(B,X) est évidente (pour h]_^ et 

s voir 1.1,7. )
En Hom(A^X) s im h--j^ c ker H s Soit m un morphisme de A dans X^ 
restriction d'un môrpETs^Jm' de B dans X. H(m) est la classe 
de moto, moCtojUo) = m'0 bo et toi(c) + boCc) C Bj_ entraîne 
2i'toj_(cy + m'(bQ(c;) C X^ de sorte q^e H(m) = 0,
ker H c im ? soit m dans Hom(X,A), tel que m ot^ = x,
L'application ae B dans X
m'(b; = m*(bo(h2 (b) ^ a) = x(h2(b)) ^ m(a) est un morphisme 
prolongeant m.
en Bxt (Q«X) î im H c ker h'i j si m € Hom(AçX) et t = m «tg, 
posons x(bj = m(bo(h2 h,) - bj ^ ^
(fçu) = m pto,Uo) ihp. Û = mo(boTho)) = x 
et b 4 Bi => "bo(li2^) C Bi
ainsi que tQi(h2b) + bQ(h2b) - b, donc mtoi(h2b)+m(bQ(h2b)-b)} C Xi
et t.(b) + x(b)c Xi de sorte que (fjUjt) appartient à la 
classe nulle
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ker h* ^ * soit t un triple dont l'image t' = x (x?B—:► X)
m(a) = - x^a) est un morphisme de A dans X,
Puisque x(bQ(h2'b) - h) = x(ho(^2^)) “ x(h),
f(civcTjCo) - m ±9(01,02) = f ' (bo(ci),ho(,02)) - mCbo(oi) +,.» 
= xtb9toi))+ x(botc2) - x(bo(oi) + b9(o2) +x(bo(oi)+b9(o2)

-x(bo(ci + 02);
et xCb^Co)) ne dépend que de 0 
Si 0 t G

De même pour u.
01 C C O ^ 9
ti(o)-mtQi (o)=~x(b)+ Xi+ x(aoi(o))+ Xj^ = ~x(bQ(c) + X^ 

(b = bote) + aoi(o) t B^)
En Ext(B,X) 8 im h'i c ker h'o est évident
ker h*i C im h*i ; si t est un triple de Ext(B,X) dont la 
restriction à A est x, posons x(b) = x(a).
si b = a é A et 0 ailleurs, t]_ = t ~ x équivaut à t et est nul 
sur A, de sorte que l'on peut prendre A pour son propre s/stème 
de représentants. Pour im nouveau système

S2(b) = e2(bt)^^2(^)+^) = ei(bQ(h2(b)) 4 a 
où e^^ correspond à tj_,

f2(bi,b^l(bo(hbi) jbo(hb2) ) ^ ^^(rb) = U2^(r,bQ(h2b>) ),
t2i ne dépend que de la classe de b, car si b]^ ~ b2 f A 
bi = bQ(h2bi) + aq, bp = bo,(h2h2) + ao,
alors de 02 (bq) + xqtbq) ^ Eq (e extension de B considérée) 
et 02 (b2) + xqCbp) f Eq résulte que
aq^ - a2 + xq(bq) - Xq(b2) € Eq ce qui entraîne (par l'hypthèse 
faite sur les représentants de A) que xq(bq)-xq(b2) 6 Xq, 
Maintenant, la classe de t' = t2 (boO a pour image la classe 
de t, GQPD.

3.2,7° Gorpilaire du théorème 3.2,5.
(IL) Si 0
âl

A-—»B —*C--»0 est une extension régxilières

(2) si 0—»A—»B—»G—»Q est une extension sur A 4-^C
alors la' suite 0—»Hflm(!SC, A)—j>Hom(!s,B)—»Hom(X,G j»Bxtj( (X,A)
—» Extn (X,B)—»Ëx^(X,C) est exacte"

Démonstration (1) On part d'un triple initial (ftQ,Uo,0), 
D'image de (r est incluse dans Ext^(X,A) tandis que g'q et g'2 
font correspondre à une extension régulière une extension 
régiilière, l'exactitude partout sauf en Extp(X,B) en résulte, 
ainsi que im g'q^c ker g'2°
Pour démontrer que ker g*2 ^ im g'^ , on recommence le 
raisonnement du théorème en prenant b(x) tel que b(Xq) C Bq 
ce qui est possible puisque B est régulier.
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(2) Même raisonnement en prenant un triple initial (0,Ugîto) 
(2,lo2,) 5 c(x) est D-linéaire et peut être relevé en une 
fonction D-linéaire lû{x)^

3.2.8. Oorollaire au théorème 3.2.6. 
qu'en 3.2.7.» les sui'bes 0 

►ExtrCO,ïr—»-Ext.r.tlB,X) — 
’U,X)--»Ext^Ext ( 6.x) -—»Bxt

Avec les mêmes hypothèses 
.Hom(Ô,X)—♦HomlBsX!;—^Hom(A7^ 
:t-pÇA.X; ei 0_---»Hom(0,ï)--»Hom(B,X)»Ext-rCA,X

> ExtS ( A,'X^ ) 3 ont,Hom
respectivement exactes

Démonstration : Il suffit encore de démontrer l'exactitude en 
Exir(B,X) ;Ext§(B,X))
(1.) Si (f,UfO) é ker hS» ^ aussi sa troisième
composante nulle et les^hoCcl étant réguliers, t2i=0î donc t'j^ 
(2) X est une fonction D-iinéaire ; en prenant les éléments de 
C comme leurs propres représentants t^ et tp ont la forme 
prescrite et donc aussi t',

3.2.9. Remarques 1 î Même si R est héréditaire gauche (0,4.7.) 
l'application de Ext(X,B) dans Ext(X,C) ou celle de Ext(B,X) 
dans Ext(A,X) ne sont pas nécessairement subjectives. 
Plaçons-nous par exemple dans la catégorie simple où
I = { 0, i, j ,1 f avec Oci,j<l, i et j incomparables.
Prenons X = Xj. = Xj^ = Xi = Zns B = Q, G = Q/z, Bj_ = Bj = 0,
Ci =/Cl = Qj= Qi Cl = Q/z> Exto(Zn}Q) = 0 : en revanche, 
Extp(Z^, Q/z) ^ 0 (deux homomorphismes distincts de Z^ dans Q/^ 
définissent une extension non régulière donc ^ 0).

Dans l'autre
Bl = Bi = Bj = 
On obtient une 
par A par t^ 
envoyant 2

cas, 
Z,

iur

prenons A = 2Z = Ai = Aj = At , B = Z,
X = Z = Xi, Xi = Xj = 0^

extension, non régulière donc non nulle, de X 
injection canonique de 2Z dans Z, et t^ injection 
3 dans Z, S'il existait une extension*'dans 

Ext(Z,Z) = ExtQ(Z,Z) dont l'image soit l'extension donnée, elle 
serait caractérisée par deux homomorphismes de Z dans Z
t'i î 1----- > n, t'i s 1——^>m. Leurs restrictions à 2Z ne poiirraient;
différer de ti et ti que par une fonction z, donc
z(2) = ti(2) -t'i(2j = 2 - 2n, z(2) = ti(2)-t'i(2) = 3-2m 
ce qui est impossible. *' *'

3.2.10. Remarque 2 s A côté de celles qui viennent d'être établies 
le foncteur Ext possède d'autres propriétés que nous n'utiliserons 
pas plus loin et qui correspondent aux propriétés classiques, 
notâmment quant aux sommes et produits directs.



3.3» In.1ectivité et projectivité

3»3»Ie Propoaltlon (1) Tout module injectif au sens de>-^(R?l) 
est inj eciir au sens de (R ).
(^) "Jout mod^e projectif au sens de^^(R,l) est pro.iectif 
au sens de o

Démonstration i Si A n'eot pas injectif au sens de>^(R), il 
existe 0 -^X'-^Y exacte et un homomorpliisme m de X dans A 
non prolont^eable. Posons Yj = X^ = 0 pour tout i, alorsm est 
un morphisme non prolongeahle de X dans A et A n'est pas 
injectif au sens de^(R,l)o Démonstration symétrique pour (2)

3.3.2° Lemme i Dans la catégorie M = Z,l) simple où 
In = s groupe A est injectif si e-fc seulemeni si A et 
Xt sont Aivisipies.

Démonstration s A doit être divisible (3.3.1.(1))° Il faut de 
plus que As soit sommante directe,de A, Autrement prenons 
C = On = æT L* application .'de <&om(C 9 a) = ^m(A-*-,A) dans 
^om(A^9 A^) = TqJCjA) n'est pas surjective puisque 
l'application identique n'est pas relevable, ,
Si A et Aq sont divisibles, tout homomorphisme de Xq dans A'^ 
est redevable en un homomorphisme de X dans A, donc 
Ext(X,A) = Ext^(X,A) = Oo

3.3.3. Proposition ; Il existe des catégories(R,l) dans 
lesquelles certains modtiles filtrés ne peuvent être plongés 
dans un module injectif.

Démonstration s Dans M prenons X. = .Zs,Xi = 22° ,

et Aq/^ X = ® Xq de sorte que A n'est pas une extension de X, 
La solution du problème classique est donc négative en générale

3.3°4. En revanche, nous obtenons des résultats plus positifs 
pour les modules projectifs.
A côté des modules projectifs au sens de^^CR,!), nous 
définissons les modules r-projectifs (Extp(P,X) = 0)o 
Cela revient à dire que tout morphisme de P dans im quotient 
régvilier de B peut être relevé en un morphisme de P dans B.



3.3.5» Proposition (1) Si It si
a) w(l). est neutre ) gauche d^s^ll) ou ^)w(l)est neutre à 
droite dans v/(R) et appartieni à I, alors rCi)(^.3.4) est projectii
(2) Si K £ ^(I) et si a) w(l) est neutre à gauQhe dans C/(1) ou 
D) w(l) est neutre à droite dans w(R), alors R(i^) est r-pro.lectif

Démonstration s (1) Aveo it ^(l), est un module filtré
(2,3.4.)= sT h est un morphisme dans un quotient G de B, 
v(h(l) ) nç vv(l).i qui appartient de toute façon à I. Donc h(l) 
possède un antécédent h avec v(h)4 w(l).i
L'homomorphisne g qui envoie 1 sur b est un morphisme relevant 
h car 5
v(g(r) )=v(rb) ^ w(r) ,v(b).$ w(r).w(l),i - w(r).i = v(r)
(2) De même, R(K)e3t un module filtré. Si G est un quotient 
régulier, h(l) a un antécédent b régulier, v(b)= v(hCl))^ w(l)K , 
et l'application g : 1—>► b est un morphisme qui relève h.

Si R est valué, w(l) est neutre dans w(R)

3.3.6, Gomme dans ^^(R), on démontre que ^ Pjj- est projectif 
(r-projectif chaque Pv çst projectif (r-projectif )
Définition * Un modvile Æ R^i)( 0 RvK)) est appelé filtré-libre 
(filtre-libre régulier ).

3.3.7. THBQREllE Si w(l) est neutre à gauche
(1) Tout module filiré G dont -il (-v(c) ,c ^ Ô'jrC ^1) est le 
quotient d'un module projectif.
(2) Tout modxale filtre d don'^y(G)c: ^{I) est le quotient 
régulier d'un module r-pro.le'ciif.

Démonstration î Dans le premier cas nous construisons un L par la 
métiiode de 2,3.5. G'est une extension de G, projective par le 
lemme et 3»3*6.. Dans le cas régulier, construisons

0'03'fc une extension.de G et elle possède un 
systèmd ae représentants réguliers l(^(e)). Elle est projective 
par le lemme 3.3.5.(2) et 3.3,6.

3.3.8= Nous gardons les hypothèses du théorème -respectivement 
dans les cas 1 et 2- et nous notons N(G)(Nr(C)) le noyau de 
l'application de L sur G (Lr sur G)

Gorollaire î Ext (G, X) cv Hom(N (G ) X)/±m .Yinmd.tn), 
(Q r- Hqm{N^(G )_,X)/g ^

G'est une conséquence immédiate du théorème et du théorème 
3 • 2. ô,
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3.3♦9. Corollaire
fcxi-^(OTS) Hoin(N(C).X)/lm(a:om(L(C).X) A Hom(N(0)çX) 
^xt®(0,X) a> Hom(N7^(0),X)/lm(3gom(Lr^(0),X)n Hom(N(C),X)

Démonstra11 on II existe \m épiniorphisme de Ho.m(N(C)sX)
sur t xt^ (.C,x) composé de l'épimorphisme du corollaire 
3.3o8o et de l'épimorphisme de Ext(C,X) sur £ xt^(G,X)
Il peut être considéré comme la restriction de l'application 
de *om(N(C),X) sur 6xt(C,X) (L(C) litre) ce q^ui fournit le 
noyauo Môme chose dans le cas régulière

3.3.10° Si I est totalement ordonné et w(l) neutre à gauche, 
les hypothèses du théorème 3.3.7. sont satisfaites. Notons 
qu'alors un module est projectif si et setilement si il est 
sommante directe d'un module filtré-litre.

3°4. Procédés de réduction

Par ces procédés élémentaires, nous obtenons des simplifications 
notables dans la recherche de Ext et spécialement, deux 
procédés pour ramener l'étude de Ext à celle de ExtQ.

3.4.1° Si A est filtré, et B un sous-module de A, on fait 
de !B un module filtré en posant Bj^ = A^ pour tout i.
B est une extension totalement régulière de A et si 
G = B/a s Gi = Oc Un exemple nati^el est, si I est filtrant 
à droite, le cas où B = X, ^ jX^.

3.4c2c Si G est filtré et B un module dont G est le quotient 
par 1 'homomorphisme h de noyau A, B est filtré en posant 
Bi = h“l(Ci)o B est une extension totalement régulière par 
G et A = Aj, po\jr tout i.
Exemple : B = X, modtile filtré quelconque et X/^H - c 
(Cséparé-associé de B). ^
Les propositions qui suivent permetten'Ç, dans une certaine 
mesure de se limiter aux modiües sépares et exiiaustifs 
quant à l'étude de Ext.

3.4.3° Proposition ? Si I est filtrat à droite, X exhaustif 
B luie extension de A par le procédé 3.4.1.9 alors

Bxi^(t.B) Bx-b;.'(TaT

Démonstration s En vertu du théorème 3.2,5.» il suffit de 
démontrer que Hom(X,G) = Ext(X,G) = 0.
Gi = 0 pour tout i et tout x appartient à un Xi donc Hom(X,G)=0 
Puisque Gi = 0, les ti sont des fonctions de X^ dans G.
Comme I est filtrant a droite, pour
X éXi n X^, ti(x) = 'tj(x) = t(xK t est défini pour tout x 
par l'exhaustivité.



Alors les forcnHes de 1.3««montrent que tout triple de T(X,C) 
est de la forme (fjU,t) = t donc équivalent à (0,0,0) et 
Ext(X,C) = 0.
A fortiori, Extp(X,0) = 0, Comme B est ime extension 
totalement régulière de A, on peut appliquer le corollaire 
3«2,7«(1) et Extr(X,B) Or Bxtr(X,A)o

3.4.4« Proposition s Si I est filtrant à gauche, 
X3èparé~complet,_5 une extension par 0 par le procédé 3«4.2, 
alors Ex-fc(B,ïj Éxt(0,Xj et ax'CrCB.X) :5xt,«(0,X),

Démonstration; Nous utilisons cette fois le théorème 3.2,6!o 
Hom(A,X) = 0 car si h est un morphisme h(a)€ Xj_ = 0 
puisque A = A^ pour tout i.
De môme les t^ forment un système projectif d'applications de 
A dans X^. Le$ tj_ définissent ainsi une fonction t de A 
dans X = lim X^ ; t(x) projeté modtilo Xj^ sin? tj^(x).
Les formules de 1,3. montrent que toute extension est 
finalement caractérisée par (f,u,t) = équivalent à 0 
donc Ext(A,X) = 0,
Extr(A,X) = 0 et puisque B est totalement régulière, le 
corollaire 3.2.8.(1) montre que Extp(X,Bj csr Extr(X,À)

3«4.3« Corollaire ;
(1) Si I est filtrant à droite, et X exhaustif, alors il 
existe une extension S de tout A telle que
Exilée A) Bxt'^Tx:','BT: ----------------------------------
(2) Si I est filtrant à gauche, et X séparé et complet, il 
existe une extension B par tout d telle que
lj!xt(ü,X) E^tyÇg.'iT-^--------------------------------

Il suffit d'appliquer 3.4.3. et 3.4.4. à un surmodule 
injectif B de A (respectivement, à \m module projectif dont 
C est le quotient),

3.4,^. Proposition Si R est héréditaire gauche (0,4,7.) 
et si B est une extension de A du t;pe 3.47l,, alors la'suite 
éxt(CtX)—» ExtT.(B,X)—» Extr.(A,X)—»• 0 est exacte

Démonstration L'exactitude en Extp(B,X) résulte du 
corollaire 3.2,8, et de Extp(C,X) =éxt(C,X)
(puisque Ci = 0, tout couple est équilibré,et 
cxt®(C,X) =fxt(C,X) tandis que ^om2(Ci,xt) = 0 donc 

Exto(C,X) = 0),



L’application de Extr(B,X) dans Extr(A,X) est surjective cais 
si E est une extension régulière de X par A, de triple 
(f,u,0), l'extension algébrique sous-jacente à un antécédent 
E' dansExt(B,X) puisque R est héréditaire gauche,
Si(fi,ui) caractérise E', la restriction de ^ K/
est équivalente algébriquement à (f ,u) : (f ,u)-(ri,U3_) =Xo 
Posons X(b) = x(b) aj. b ê A, 0 ailleurs,
(f',u') =('fi.jU2) - A est équivalent à et son image
est (f,u),(x',u') est équilibré puisque 1^»^) l'est et que 
Bi = Aj_ donc (f'ju'jO) définit une extension dont E est l'imageo

3.4.7. Proposition Si R est héréditaire gauche et si B est 
une extension par Ô du t'/pe 3.4.2. alors la sui^ 
fcxt(X,Aj—> Ext-rCXjB)—» Ext-rc!Xtd)—►O est exacte.

Démonstration On utilise cette fois le corollaire 3.2,7. 
ExtJXjA) = txt(X,A) car puisque Aq = A, tout couple (f»u) 
est équilibré et éxt®(X,A) = É xttx,A) ; de plus A^- = O 
et ToCX,A) =0, ^ ^ ^ ^
L'application de Extj.(X,B) dans Extr(X,C) est s^Jective,
En effet; pour une extension E de triple (fyU,0), on peut 
construire un antécédent algébrique de couple (f',u') dont 
l'image est ^f.u). (f'eU') est équilibré t^si f(x,y), par
exemple est 0» son antécédent f Mx,y) a ijieme^ filtration 
(B totalement régulier; donc il est aussi équilibré pour ce
qui regarde (x;y)o Si f(x,y) = 0, f'(x,y) « A donc a tout 
Bj^ et f ' est aussi équilibré en (x,y). Il en résulte que E 
a un antécédent régulier de triple (f',u’,0)o



CHAPITRE 4 LE GROUPE Exto(G,A)

Nous ramonons d'abord dans ^lne certaine mesure l'étude de 
Ext^ à celle de Ext^» Nous étudions ExtQ par rapport à une 
categorie abélienne auxiliaire 3f(R.I).
Nous calculons à titre d'exempLe quelques groupes Ext^j, Enfin 
nous nous attachons au problème importsint "quand Exto est-il 
nul ?"O

4.1> La catégorie

4.1.1.
Si D est un sous-anneau de R (2.1), les groupes Ext§ et T^ 
sont liés par la suite exacte :

■=Com33(G,A)/Hom r(G,A)~^ T§(G,A)-^ Extg(G,A)-* O (2.1.3.)
On en tire immédiatement des conditions nécessaires et 
sxiffisantes potu* que ExtQ(C,A) = 0 ou = T^(C,A)

4.1.2.
Si O—►A——* Gtj-^ 0 est ^e extension, 
les suites O-^ Tg(X,A)~+TgCX.B)—^ Tg(X,C)

O—> Tg_(G,X)—4 Tg(B,X)—^ Tg(A,X) sont exactes,

4.1.3c
Si Tq^t)^(G,A) est le groupe Tq^(C,A) dans>^(D,i;, on a la suite
exacte 0—^00(0,A)—i>To(C,A)—►To(d)(G>A) où ug(G,A) est le 
groupe des triples de la forme (0,u,0) ap_.artenant à 
T§(C,A) tels que v(u(r,c)) < w(r).v(c).
En passant aux classes d'équivalence, on obtient encore la suite 
exacte :

0~> D§.(G,A)—4 Extg(G,A)-^ Exto(D)(G»A) 
üg (G,a) est formé d'extensions régulières. On peut noter que 

Ug(C, a) C ^om^(R, 2bomj)(G,A) ) et 
C <^om^(0, ^mp)(R,A)



Plongements dans une catégorie abélienne

^.1A.
A la catégorie(Rj l), nous associons la catégorie ^(R,l) 
dont les objets sont les familles de groupes abéliens 
Xj^, i 4 I avec pour i j un homomorphisme h^J de Xj^ dans X^, 
deg lois externes de R^ x X^ dans X^j qui commutent avec les 
h^J, satisfont à la double aistributivitéy à l'associativité 
mixte et telle que si L € Rg^ avec ni = i, i.x^ = x^.
Les morphismes de cette categorie sont les familles
tis i.£ If d'homomorphismes de X^ dans Yj^ qui commutent avec
les h^3 et les lois externes,

4.1.5.
La catégorie ^ (Rfl) est abélienne (1,3<.1^. )9 c'est-à-dire quë 
tous les morphismes sont propres.
Si ti, i € I, est un morphisme de (Xi) dans (Yi)>
^^Vker ti) est isomorphes au sens de la catégorie , ^ (ti(Xi)),

4.1.6.
v^(R) peut être identifiée à une sous-catégorie de ^ (R^l) 
en identif iant ,\é R-module A à ^
(a);(A)i=Af h^J = et si r € Rj f a £ (A)i, alors roa= ra 6(A) ji

'3(, om(A,B) Hom( (A) f (B) ),

4.1-.7. Le foncteur __

Si A est filtré, A—> A = (Ai = Ai, h^3 =: injections canoniques, 
les lois externes étant inïïuites par la loi scalaire) est 
un foncteur covariant de^(R,l) dans ^(R,l),
Si I est filtrant à droite, ce foncteur est injectif 
relativement aux modules exhaustifs ce qui permet de plonger 
la sous-catégorie des modules exhaustifs de->^(R,l) dans ^(R,l) 
et de plus Hom(A,B)arHom(A,B) (B peut ne pas être exhaustif)

4.1,8. Le foncteur

A—> "K = (J.A = A^, les h^3 = surjections canoniques, les lois 
externes étant induites par la loi scalaire) est foncteur 
covariant de ^^(R,!) dans ^(R,l).
Si I est filtrant à gauche, ce foncteiir est injectif 
relativement aux modules séparés-compiets, ce qui permet de 
plonger la sous-catégorie des modules séparés-complets de^^(R,l) 
dans ^(R,l), et de plus Hom(A,B) 2s Hom(î,B) (A peut ne pas être 
sépare-complet),



4.1.9.
Dans la mesure où. l'on peut se permettre de remplacer un 
module filtré par sa partie filtrée ( ^ si I est filtrant 
à droite) ou par son séparé-complété (lorsq.u'il appartient 
àx^(R,l) (cfr 5.1*3.)ï les foncteurs _ et *" permettent de 
considérer >^(R,I) comme une sous-catégorie de la catégorie 
abélienne ^(R,l). (pour les rapports entre un module filtré 
et le module qu'on lui substitue, voir 3.4. et 5.4.1,)

4.1.10, THEQRSj^S;
(1) Tn(0,A) ar Hom(fl.S)
(2) Si I est filtrant à droite et G exhaustif, la suite 
0—-» Hom(Q., A)—» Ëom(G, (A) j—» EamjÇltt}—» Ext^COiÀ)-—» 0 
est exàcfe.
(3) Si I est filtrant à gauche et A séparé et complet, la suite 
0— Hom(C,yj—>Hom( (0),I)—» Hom(fl.S)--» Extn(CyA)-->» 0
est exacte.

Démonstration
la définition d'un morphisme (4.1.4.) et de celle

(2) résulte du théorème^2.1,3, (repris 
identifications de 4.1,6. et 4.Î.T. et 
l'hypothèse Hom((0),(A)) = Hom(G,(A)).

en
du l’àit^âu

des
qu'avec

(3) résulte du théorème 2.L.3.s des identifiaations de 4.1.6, 
et 4.1.8, et du fait qu'avec l'hypothèse 

Hom((G),(A)) = Hom((G),S)

4.2, Calculs explicites

4,2.1, Limites projectives
Dans la catégorie ^(R,l) associée à une catégorie x/^(A,l) simple, 
les Xi sont des R-modules, les lois externes se réduisent à 3^ 
loi scalaire et im morphisme est une famille de R-homomorphismes 
commutant avec les h^^,
Hom(G,î) ressemble à \ine limite projective des onçj(C i, A^)
(où Tes applications seraient remplacées par des relations) 
et cela de.deux façons difféx’entes ; avec « et les relations de 

^om(Gi, A^) vers ‘*om(Gi,A^) (i ^ j), avec et les 
relations de ^om(Gj,AJ; vers ^om(Ci,A^).



4o2.2, Dans le premier cas noua avons s

Propoaition (31) Si %om(C j) = O(i^.l); Tr>(0>A) est limite

de plus.

Démonstration ; Avec la première condition, \me fonction de 
Gi dans possède au plus un relèvement de Cj dans AJ.
Les relations définissant Tç(0,A) sont des fonctions de 
»om(Ci,A^) vers ^ om(Ci,AJ; et on obtient le résultat en se 

limitant au sous-groupe'^de 36om(CxçA^) des ti qui sont 
effectivement composante d'un élément de Tq(C,A).
Les conditions de la deixxième partie sont nécessaires et 
suffisantes pour que les relations soient des fonctions de 
^om(Oi,A^) dans '3êom(Cj ,AJ ).

4.2,3o Dana le deuxième cas, nous obtenons de façon 
tout-à-fait symétrique la

Proposition (1) Si '3^om(Ci,A|) == 0(A^ = ker(A^^—» Aj ),
Tr>(CsA) est limite projective de sous-groupes de '3£>om(Qi,A^) 
(2) Trt(0,A) lija *3Gom(0i,A^) si et seulement si, de plus, 
l'application de ^om(Ci,A^) dans '3éom(Cs,A^) est s\3r,1ective.

4.2.4O Po\ir ce qui regarde les premières conditions, on peut se 
référer à (0.4,3.); pour 4.2.2,, la deuxième condition est 
réalisée si pour une classe d'extensions P, C-i ^ Oi et Aj est 
P-injectif, . ^
Dons le cas de 4.2,3.} il suffit que A''-X Aj
soit P-projectif. (0.4.9.)

4.2.3. Jusqu'à la fin de cette section, nous prenons eu,> 
pour ï, < . La loi peut être différente de + ou , Dans le 
cas simple, on ajoute + «o k cJ et on pose O.n: = n*, n,m =+.>a, 
n ^ 0, m ^ 0,

4.2.6. Nous supposons la catégorie simple et que pour n 
A^^ = n-1 = ker(A^i^^^~i) est sommante directe de A^.
Alors To(C,A)ô ^n> o^^^^n.»^n-l^ + ^om(CQ,AO)
(si to s Go—>A®, tp induit une application tp de 0^ dans A 
et ti doit être égal à la somme d'une application linéaire 
sur le noyau A^ et de tp, ♦ même pour tout n)

0}

F O



4.2.7<. Conrnie exemple, étudions Ext(C,A) = Exto(Cs,A) dans la 
catégorie simple (R,)où R est un oh^p, C et A peuvent êtr 
munis de bases adaptées, e et u respectivement telles que QqX* ' 
forment une "base d’un supplémentaire de dans Cq» ©11» • • • 
une base supplémentaire de C2 dans Cto etc,.,(pour simplifier 
nous supposons C et A exiiausïifs), %om(CsA) est isomorphe au 
groupe des matrices#e x # u à lignes finies, tandis que 
Hom(C,A) est isomorphe au sous-groupe des matrices nulles aux 
intersections des lignes n,, et des colonnes m,., m ^ n.

4,2,8, Dans une catégorie simple(R,) où R est coimutatifi 
supposons que les 0^ sont cycliques. Soient Cn un générateur 
de Gns kn l'ordre ïïe Cntiiâal âe R), On+i = Cj^.
Si B est un module et k un idéal de R, nous notons B(ic)
1»ensemble des éléments de B d'ordre au moins égal à k, 
^om(GjTjA^) » « Si désigne le sous-mod\ile formé des
éléments de A^ image de c^ pour une application tji compatible
just^ue n(tn-----^ i^ n), Xn+l est le sous-module des
antécédents de x^ X^ qui appartiennent à ^^kn+l)*

4.2,9. Si Xn Xn est divisible univoquement par Xn pour tout n, 
To(ir,’A-) or lim (avec les applications allant de n vers n - 1) 
Exemple : R principal, calculons TqCRjR) avec le premier R muni 
de la filtration q-adique, le second de la filtration p-adique, 
q, P premiers (q,p) = 1. To(R»R) or lim R/p“.R 
Si tout élément de possède un unique antécédent dans
A^kn+l)» d’lors Tq(G,a) ctf lim X^ (les applications allant de n-1 
n.

4.2,10, Si pour tout n, x^ X^ est un singleton y , Xn+l 
1'ensemble des antécédents de y qui appartiennent à 
A^J 3 ) et To(G,A) O U X^-
Exemple t R principal, Tq(R,R) avec la ^me filtration p-adique 
pour les deux R, Xv, est formé de 0 et p^“^ et 
To(R,R) q H/pR.

4.2.11, Ivîunissons maintenant l'anneau R de la même filtration 
p-adique ; le mod\ile R est alors projectif (3.3.5.) donc 
ï^tQ(R,R) = 0, Directement ; Tq(R,R) est un sous-groupe de
n dans lequel toute composante est déterminée pai’ une
quelconque des précédentes par la règle tn+k(P^'*‘^)=P^o‘*^k(p^) «
En pai'tLulier, ti(p) = p.to(l) = 0 et ToU,R) =0.

4.2.12, Hom(R.R) =^om(R,R) dans les cas de 4.2.10, et 4.2,11, 
= ’(T-3Sis
Exto(R,R)

= 0 dans le cas 4.2.11.

e ;^as de 4.2.9. Dès lors
= ^/R (Rp = lim R/„nR) dans le cas 4.2,9. 
“nl^^/pR aans le cas 4.2.10.



4.3. Cas d'annulation

4.3.1. L'étude des cas où Extq(G,A) est nul est impartante
d'abord parce qu'elle fournit la structure des extensions 
construite sur A + C ; ensuite, parce que si 8xt(G,A) = 0, la 
structure de toute extension est bien déterminée | enfin, parce 
qu'appliqués aux vectoriels, ces résultats, combinés avec un résu- 
-Itat du chapitre 5} permettent de retrouver dans un contexte 
plus général les résultats de Serre ([273 Monna (263 .

4.3.2. Tr>(0,A) = Hom == 0. C'est notamment le cas si
'^om^ (C i, A^)= 0 poTor tout i'(0.4.3. ).

On peut considérer des domaines d'opérateurs plus vastes (pris 
notamment parmi les éléments de R tels que w(r).K^ K pour tout 
K où les éléments de la forme z.l, z é Z , pour lesquels les
ti sont linéaires en vertu de 1.3.6.(8). Si la catégorie est
simple, R est un tel domaine.

4.3.3. Proposition ; Supposons que deux éléments de S C R ont 
toujours multiple commm à (^oite^ par exemple, S est tm~~ 
monalde central ; si G est S-divisible et S~yalué^et al les
Aj sont fermés pour la topologie S-adique, alors Tn(Q,A) = 0.

Démonstration s soit c € Cq, c = s Cg pour s 6. S, Puisque 0 est 
S-valué, il existe un j é w(s), un k fc v(cg) et jk ^ i.
Posons ti(c) = a^ + Ai, tj(cg) = aj ^ Ai, tjv(c) = aji^ +
Il faut que ajjj -h Aji^ = s. (ai + Aj? = sa^ '*''*Aiic
donc ai + Ai = sa^ + Ai mais'^alora ai € 3^3 + Ai = Ai
puisque A est fermé (0.3.1.). Les s A sont filtrants à gauche 
donc ti(c) = 0.
En particulier la dernière condition est réalisée si A est 
s-borné pour un s de S.

4.3.4o Proposition Supposons que SCR est formé d'éléments 
f-simpliflabiés (1.2.3.; ; si C est à S-torsion et A S-valué, 
alors TnCCcA) = 0^

Démonstration ; Si c € Ci, il existe -un s avec sc = 0. Pour tout 
j € v/(s) (w(s)7<- ^ ), tii(sc) = 0 = sti(c) où ti(c) = ai + Ai.
Donc, pour tout j € w(s), w(s) .v(a) ji, c'est-à-dire 
w(s).v(a)< w(s),i et v(a)^i (s est f-simplif iable). Mais alors 
a é Ai, ti(c) = 0, To(C,A) = 0,

4.3.3. Tr>(G,A) ^ 0 mais Extg(GoA) = 0. Si I est filtrant à 
droite eT C exhaustif, Exto(c,A) = 0 si et seulement si tout 
morphisme de 0 dans S peut être relevé en -un morphisme de C 
dans (a). Si I est filtrant à gauche et A séparé-complet, 
Exto(C,A) = 0 si et seulement si tout morphisme de G dans A 
peut être étendu en un morphisme de (C) dans A(4.1.9.)
Nous désignons par Z' une partie du centre de R telle que les 
ti soient Z'-linéaires (4.3.2.)



4%3.6j. Proposition : Si I est filtrant à droite; Q exhaustif 
ei de filtration P-projec^ve pour une certaine classe P 
(0.4.9. ai A-£-» A' et 3i^om7,V(0i,Ai ) = 0 pour i ^ j ou .1 = ki, 
alors Bxin(CiA) =0.

Démonstration ; Soit tit "^cmgi (0j_,A^). Les hypothèses assurent 
que 1 ' on peu4: relever ti en un Z'“homomorphisme t? de Ci dans Ao 
Soit (ti), i 6 I, Hom(C,Â), Si c é Ci et i ^ t5(c)=t^(c)
car ce sont deux relèvements du même Z '-homomorphisme de 
Ci dans A^ , Si r € Rks ~ ^ Z‘-homomorphisme
(puisque Z* est central) qui relève le Z'-homomorphisme 
0 = rti(.) - tj^j^(r,) de Ci dans A^i donc
i“tj(.) - tg.(r.) = 0,
Donc (t^) t Hom(Ç,(A)) et Exto(C,A) = 0.

4.3.7. Proposition Si I est filtrait à gauche, ai A est 
separé-compiett résiduellement P-injectif" si Ci Ç G et ii 
^omzI (C-^,aJ ) = 0 pour i^ j ou j = ki, alors Ext’i^^lG^A) =~Q.

Démonstration s Si tit * (Ci, A^) ^ les hypothèses assurent
qu’il existe un prolongement unique ti^ de 0 dans A-*-. ’
Soit (ti) £ 'cÉom(C,Â). Si l^J, ^^(g)— aussi
le prolongement "de la proiection de ti sxir AJ,
Si r eRv, rt‘i(.) - t^i(r.) est un^Z'-hoDiomorphisme qui prolonge 
0 = rtiX, ) - tvi(r.) de Ci dans A-^^, donc rt^(. )-t^i(r. ; = 0 
et (ti)e Hom(Tc),A) de sorte que ExtQ(C,A) = O,

4.3.8. Si la catégorie est simple, on reprend le raisonnement 
'én remplaçant Z' par R. les tj et les sont des 
H-homomorphismes par construction, ce qui suffit ici pour 
vérifier la commutation avec les lois externes (=1.3.6.(8)) 
et la dernière partie du raisonnement, donc la centralité 
de Z* est inutile.

4.3.9. Exemples (catégories simples)
-Ai = 0 poua? tout i s on peut appliquer 4.3.6. sans autre 
restriction (P ; 0—»A—^A—^0)

-R = Z ; A est sép.iré-complet, résiduellement divisible sans 
torsion, G résiduellement à torsion (4.3.7. ! avec P s toutes 
les extensions)
-R = Z, S c Z engendré par un ensemble non vide de premiers,
C résiduellement à torsion, Ci S-pur dans C, A séparé-complet 
résiduellement S-algébriauemept compact sans torsion 
(P ; extensions S-pures Co.4.10;(l))



4.3.10. Jusquà la fin du paragraphes R est un corps value.

Lernine ; SI A est soua-veotoriel ré/gu2ier de codinenaion 1 
du véotoriel valué B, alors 3 = A S rX^-^)

Démonstration : Soit Cq xm élément 0 de 0 = BA.
Tout c dans G est de la forme rcQ. Puisque G est valué 
(car A est divisible donc résiduellement pur, 2.5.2), 
v(rco) = w(r),v(co).
En reprenant le raisonnement de 3.3.5(2), on voit que 
G Rvv(co}/est r-projectif (w(l) est neutre à droite de w(R)) 
sans qu’il soit besoin de supposerVCO)C ^(l) puisque l'on 
sait que C est filtré, A est régulier donc B = A © G.

4 Si I est unital, notons U (l) le sous-groupe des
éléments inversibles de ^il)t

Lemme Si I est totalement ordonné et si R est 17(1)-compact 
cocjae R-module, alors I^(^) est çr (D-compact d^s que

K g w(R) U U.(I)

est filtré puisque (I) (2.3.4.)
évidente Doxar K = I (r(^) = R pour tout i)

iKÎx = Hi.

Bémonstration
La démonstration est évidente pour K 
Si K 6 w(R), soit X e R avec,w(x) = K, R_
A la familiç centrée (ri + r|^^) \ associons la famille

Rj.^ . Elle est centrée donc possède
----- ---------- J ----- limite de la famille initiale.
Si K f "U(I) ,Rj^K)= ORj pour ^ A iK“l( w(r )K ^ w(r) i' iK~l)
A la famille centrée 'jri + r|^K)j associons la famille
|r^ + ^ ^ iXr~l. "fin T <a r.PTThT’AO Tinaa2»r^o n

H la lamiixe ceni-ree ^rj[ + « 
(rix + rCK) = JriX + Rj,^ 

une limite y et yx*^! est lin

> iK Elle est centrée donc possède une
limite x qui est aussi limite de la famille initiale.

4.3.12. THEOREI.IE Si I est totalement ordonné, R ,y(I)-oompact 
A sous-vectoriel de eodimension au plus dénombrable du 
vectoriel value B et si v(Bj c w(R)Q Kçï;, alors 
B = A 0C!. G filtre-libre régulier (3.3.6.?

Démonstration : Si B A, soit b ^ 0, b 4 A.
A est régulier dans B (2.4.4.) donc dans A' = vct |a, bV .
Donc A' = A ® r(K) (lemme 4.3.10.) avec K é v(G),
Mais v(G) C v(B) (régularité!) et v(B)c 'U(l) v w(R),
R(K) est C^(l)-compaot (4.3.11.)
A' est 17(l)-compact comme somme directe des modules 

C7(l)-compacts et le résultat vient par récurrence.

donc



4.3.13. Corollaire : Si I est totalement ordonné etlis: ̂-compactil alors tout vectoriel B de dimension au 
plus denoiii'brable avec v(]^) C v;(R) 1/ est filtré-liïïre
régulieÎF!

Démonstration ; on prend 0, vot est ^(l)-compact 
(iemme 4.3.11.) et réalise les conditions du A du 
théorème 4.3.12.

4.3.14. Le théorème constitue une généralisation par une 
autre méthode d'un théorème de Monna (261 où R est un 
champ, Iq le groupe des réels positifs, les modules étant 
proprement filti-és.
Serre {27l obtient un résultat compai’able, mais sans 
restriction sur la dimension, dans le cas des valuations 
discrètes réelles.



CHAPITRE 5 : LS COiîPLETE

A toute filtration de nodule est associée une topologie de 
groupe abélien (1«1,8) ; on découvre facilenent q.uand cette 
topologie est \me topologie de module (5.1.1. à 5.1.4.).
Dans ce cas, on peut introduire une extension filtrée : le 
complété, qui est une limite projective de groupes (0.3.4).
C'est donc un cas particulier de la limite projective filtrée 
(loi.6.) et nous nous plaçons dans ce cadre, ce qui nous permet 
d'étudier le complété pour me filtration auxiliaire (5.1.8.) 
Lorsque cette filtration auxiliaire est me filtration S-adique, 
on obtient me extension qui a me propriété intéressante 
d'injectivité partielle (5.4.) En 5=2 et 5.3» nous étudions 
spécialement la possibilité de transférer certaines décomposi- 
-tions en sommes interdirectes de modules à leur limite 
projective.
Dans ce chapitre, toutes les catégories ont la propriété i 

Pi ; lo est filtrant à gauche.

5.1. Topologie et complété

5.1.1. La topologie de la filtration de R (1.1.8.) n'est pas 
nécessairement me topologie d'anneau de R ; la topologie d'm 
R-module filtré n'est pas nécessairement me topologie de 
R-module. Par exemple, si R' est m sous-groupe de R et r tel 
que rR' ^ R', la multiplication par r n'est pas continue 
dans la topologie engendrée par R*.

5.1.2. Proposition Si la filtration de R est exhaustive et 
si I réalise la condition
P2 i V i» j ( la, 3 ki V kp e In. ikig j Epi ^ j
alors R est m anneau topologique.

Démonstration ; Pi et P2 entraînent ; 
s V i' A Iq', 3 k t Ip avec ^ i.

(il existe m j tel que ji4:i(P2) et pour k^ i, j (Pp),k^< i j i. 
Par l'exhaustivité tout x appartient à m Rj. Maintenant pour 
tout X et tout Ri, il existe m k tel que jm ^ i (P2) 
et xRj^cRjRv C Ri. De même dans l'autre sens. Il existe m 
^k°^k ^ ^^i (P3)* La multiplication est donc continue et R 
est m anneau topologique.

3.1.3. On démontre de même que, si R est exhaustif et que I 
réalise P2, tout module exhaustif est m R-module topologique.

3.1.4. P2 est notamment réalisé si I est m groupe ou si 
I = (jJf +, ^ O
P2 est équivalent à Üq C Iq» Ipi C Iq. (l'égalité a lieu si 
i n'ost pas m diviseur de zéro).



Le I d'ime catégorie simple réalise P2
Dans ce chapitre, nous supposons désormais (^ue toutes les 
catégories satisfont à 5.1.2c P2 et Q.ue les filtrations
sont exhaustives»

5.Le5. Considérons ime famille de D-modules I-filtrés, indexés 
par un ensemble ordonné filtrant à gauche K, ^ . Nous^ 
supposons que po^Ir des morphismes p^p^ de dans (k<.k’), 
nous pouvons construira la limite projective filtrée A 
(lclc6o) Notons p^ î A—^ A'^, ^ ^
Les sous-modules de la filtration sont notés A^^ et la 
topologie correspondante %f (topologie de A^ =

5.1.6. Â peut être muni de la topologie “S-t induite par la 
topologie de Tychoftoff de flA Cette topologie est engendrée 
par les Ai,,i ='^â ÉA(pS^(â) é Af > »

5.1.7. Les = ker p-“- déterminent une filtration (pour la 
catégorie simple .^(D,K) de A. La topologie correspondante 
TTn est plus fine que

5.1.8c Si A est un R-module I-filtré (topologie associée 2^ ) 
m\mi en outre d’ime K-filtration auxiliairg séparée de 
topologie associée Z a» alors le complété Ade A pour Za. ®^t 
le R-module limite projective des groupes A^, la multiplication 
étant définie par continuité. C'est un cas particulier de 
5.1.5.9 avec D = Z.1,.
Naturellement, les deux filtrations peuvent être identiques. 
Notons fo la topologie associée à la filtration = fermetiire 
de Ai pour Z(A,Ii) est un R-module I-filtré.

5.1;9 Dans ce cas nous avons la

^oposition a) % prolonge î en fait eat la 
topologie et la topologie correspondant à 'S n 

prolonge h est plus fine que
c) Z-p prolonge = Z .
d) ^ ‘^est plus f:me que %yp
e) Jgy, est plus fine que 'Sa eat plus fi^e Que 6 .
f) est moins fine que est moins fine ^e T.
g) gt est égale à h> 6+ Z g est plus fine que T •

Démonstration a) Poxir a £ A. p^(a) = 0 ^ a é Av. D'autre part. 
"TT est plus fine que la topologie de Tychonofx induite pgr 

» povir cette topologie les A^ sont discrets donc les Aj^ 
ouverts ce qui entraîne l'égalité. Enfin,
Ak = lim Ak + (k' 6 K)



b^) La restriction de à A a pour système fondamental de O 
^4, -^k donc c'est la somme des topologies « a + ^
résulta^ en découle
c) a 6 n A aé Q Ai + ^ = li.
d) Les Ajj sont ouverts pour & ^ ^ les A'*^ sont discrets pour

donc les sont ouverts, c'est-à-dire si 'ZTest plus 
fine que
e) Si 'Z’n QS't plus fine que sa restriction ba doit être
plus fine que la restriction ? de §i pour tout i, il
existe un k tel que Aj^ C îi, alors Ajj; c Ai et Zest plus 
fine que
f) Même raisonnement, à l'envers, qu'en e).
g) La restriction de Zf doit être plus fine que celle de 

'5‘i(b,c), Si pour^tout i,^ il existe un k et un J 6 I avec
Aj + Ak C J.± alors c Ai et <Tf =

3.1.10. A est xaie extension I-filtrée de A si et seulement si 
= Ai (proposition, c).

3cl»ll. Si Â est le complété de A pour "Z^a»
Zn~ ~ (proposition, a)

Proposition : Si I est totalement ordonné, A est proprement 
filtré (respectivement iS-v^ué) si et se^ement si A esT 
propreiàent filtré (respeciivemeni ; 3-valuél

Démonstration : ^A est séparé (5;1<>8 : = Z ), donc k l'est
aussi. Si â (■ A, il existe un système de^ajj dans A convergeant
vers â. Pour i^6 v(â) (i existe puisque A est séparé),
v(â - aij;(i)) 6 Ai entraîne v(â) = 'ô(ai^), k 4 k(i)c Donc si A
est proprement filtré, A l'est aussi. Maintenant, sai^r
converge vers sâ et pour un certain k on a\ira
v(sâ) = vCsajj;) = w(s).v(a}j;) = w(s).v(â) si A est S-valué.

3.2. Transfert de décompositions en sommes interdirectes
A

3.2.1, Dans le cas de 351.8,, A est un S-module par 
çontinuitg et ai A^ est une famille de sous-groupes des A^
A3. =|â é A Ip^(â) C Aÿ^ est muni d'une structure de R-modules 
ai les (Aÿ)^forment un sous-objet de S dans '^(E,K)
(si âq-aj^ € Ajj où p^(aj^) é A^^ et si r é R-fc, t ^ K, 
râi - rajj. € A-tjj, p'^^(rajj;) é A^^ par la condition.
Maintenant, ^ si k't K, il existe un k avec tk^ k' (3cL,2, P^)» 
donc râi t Aq qui est un R-module)

3.2.2, Plaçons-nous maintenant dans le cas général de 3.1,5, 
Soit H un ensemble d'indices et pom** tout k une famille de 
sous-modules de A^, ht H et \me deuxième famille Tg de 
sous-modules avec T^ C Bg.



Supposons que pour tout k» est la somme interdirecte des 
relativement aux Tk » o'est-à-dire que est le sous-module 
ïïê Ih! àont presque toutes les composantes (toutes, sauf un 
nombre fini) appartiennent aux 
Supposons de plus que
pour k4k', si x=(:^) et y=(yg ), (x)=y p^»^ (x^)= =
5o\jr tout h, nous pouvons construire .
Bh = lim Bg et % =j(b^) t Bh l ^
Soient B la somme interdirecte des B>i i 
b*=Q Su.

Bji relativement aux îji et

5.2.3. .THEOREME 
^ -----f?i' li‘ ïr^(fivi) ^ = P^(^b) poi^ presque tout h (dépendant de k)

alors B est dense dans A pour tout T'-n,
m "aï = m: alors x =-b'=

Démonstration ;(1) Âc B* : si (^^) =((bfep, les b^, h fixe, se 
corrosponàent' (5.2.2.). (bé)- Bh et (a^) est le produit des
(bg)^pour h e H donc (a^) € h* .
B C A ! si b =((b^))t B,(bg), k fixe, € A^ et b, leiir limite é A =
(2) Pour tqut k, B = Â :
car si a 6 A, a=Ub^)),a^=(b^) . k fixe, bfe t Bfe et presque tous 
les b;î i t]^o Pour h fixe, (,bg) Bh ; si bg / Tg, on le relève 
en (bg) lui-mâme. ^
Si bg r, T^, bg •> p^(Bh) t]^ = p^(Th) pour presque tous les h 
et pour ceux-là on les relève en des éléments de Th»
Le produit des relèvements appartient à B et sa projection 
est a^o
(3) Si TÎÎ = Bfe (cas du produit direct), alors 
lim Tg = lim Bg et B = B*^' .

5.2.4. Si Th 3st limite projective minimale (0.2.3.) des t|$ 
pouç presque tout h, la condition du théorème est réalisée,

Bh est limite projective minimale et (T^) c T^ pour
^ k*, cette condition est nécessaire , Ainsi en est-il

Si
k ç X-, cex-ce conaixion est necessaire
dans la sijjuation de 5; 1.8» : A est alors minimale et donc 
aussi les Bh»

r>

5.2.5. Th est minimale notamment si
= 0 poxir tout k (par exemple : A^ somme directe des B^.)

- Tg linéaireîceijLt compacts, pour tout k, pour une topologie 
telle que P"^^^ soient des surjections continues (continuité 

assijrée pour '2^^ ou la topologie discrète) O'est un résiütat 
bien connu : cfr Lefschetz (2^ , P»32.
-les pE,k' sont des surjections de Tg sur T^f et K a 
ensemble cofinal dénombrable (par récurrence),,

un sous-



3.2. So Proposition (1) Sit pour tout 1$., est ^ la somme 
interdirecte de ses oomp os ante s, alors Âi A F et Âi 
sont.aussi sommes interdirectes de letirs composantes.
(2) Ay A B est sonuae interdirecte de ses composantes.

Démonstration (1) a = (b^)
a €k± ^ (tfé) * Aÿ (k fixej^ "bfe tAf (hypothèse)

=;>tfc£) 6 Aj^ = lim A^^ (h fixe)»
Réciproquement, à Ai (h fixe) ^ 6 At (hypot^jèse)

(d^) f Af (h fixe) et finalement a 6 Ai»
De même pour Âi^ic ^
(2) Immédiat.

3.2.7. Si) ô est un sous-module ouvert pour dans Â, 
aloys B + Ô = Â.
Si O est le produit direct de ses cçmposantes Ôj^ = ô A Bh» 
alors A est somme interdirecte des Bh relativement aux 
Th + Oh.

3.2.8. Proposition Si k est le complété de A pour Sa et si O 
est un sous-modi^e dé A, ouvert pour^ '^a ft réslduellement 
produit direct de ses composantes, alors Â est la somme 
Interdirecte des Bh relativement aux sous-modulès
Th~. f(pjt(o rigT?,;-) )■ A Bhi 7------------------------------------

Démonstration : Ok = O + Awa^ , Ô = lim Ô est le complété
de O pour * *—
Gomme O est ouvert dans A, 0 est ouvert dans A pour la 
topologie du complété D'autre part, si 0^ est produit
direct de ses composantes, il en est de môme de Ô (meme 
raisonnement qu'en 5.2.6). Le résultat découle alors de 5.2.7.

5.3. Cas particiLliers des sommes directes

3.3.1. Nous ne considérons plus ici que des décompositions en 
sommes directes ; l'hypothèse du tx.éorème 5.2.3. est réalisée
5.2.5.) et la condition si^ les décompositions de 5.2.2. est 
simplement p^^s^ (Bg) C Bg ,

^ Va,) les

entre © êji et Hêk.

3.3.2. Si A - 
Ijypothèses son’
A est î^ors compris entre © et MBji. En fait, A est l'ensemble 
des éléments de . Bh dont presque toutes les composantes 
appartiennent à ky Çïï}?—» 0).
Pour R = 2, on peut prendre la filtration p-adique comme 
filtration auxiliaire. Un théorème de Puchs . tü. assure alors 
l'existence d'un p-groupe de base Bp (somme directe de groupes 
cycliques infinis ou p-groupes, pur et dense pour 'o a dans k) o



Alors A = Bq et Bq peut être décrit suivant la méthode indiquée = 
(la décomposition est directe ca-r P^Bq est endostahle)
On poiarrait ainsi retrouver des résultats de Boyer jo] .

3.3.3. Dans le parat^raphe 4.3? nous avons rencontré des exemples 
de sommes directes. Particulièrement, le t.corème 4.3.11. et 
son corollaire nous fournissent des décompositions directes 
de R-vectoriels en composantes cycliques. Le complété d'un tel 
vectoriel sera l'ensemble des suites (xjc) ?xic.é , v(x]j;)—^ 0. 
Ceci établit -avec \me condition sur la dimension mais dans un 
cas plus général- le résultat de Serre .

h ~ ~
un Bft, unique tel que h' c Tg>^ 
une décomposition satisfaisant à 
En effet, introduisons dans la
hk ^ h'is:’ k" 4 kjk'' 4
hk^ Tg"?k , h^' é . C
transitivité résultant de la 
Alors en sommant pour chaque 
on obtient une décomposition 
est une composante et k -t: k'

(5.3.1.)

Alors 
5.2.2

)Our
est associé 

on peuf'construire

relation 
k' et lin tel 
est une relation 
transitivité des p 
k les d'ijidices
des Ak,“ Si 
pk,k'(Bg)c

que
d'é quivalenc e ? 
k?k' ^

équivalents? 
E classe de h? 

d’où le résultat

la

5.3.3. Soit maintenant ^une propriété des sous-mod\ales d'un 
Ü-module, ^(A) l'ensemble des sous-modules de A satisfaisant ^ j 
supposons que si M, N é (A), M n N é ^(A) (1)
Définitions Une décomposition de A en somme directe est

-compatible si et seulement si les composantes appartiennent 
g^(A) et si tout M 6 ë\k) est somme de ses intersections avec 

les composantes. Une telle décomposition est maximale si ses 
coMosantes ne possèdent pas de décomposition en modules de 

&{k) pour laquelle tout module de ir(A) inclus dans la 
composante serait somme directe de ses intersections.
Un homomorphisme g de A s\n:» B est J^-compatible ai 
ker g é ^A)? g( if(A))c i^B), g-^( ^(B))c. 5^(A),



5.3.6. Lemme ; Si B = g(A)ç g ^-oompatible, alors une 
Aepompoaitlon jg-pompaiible de A a pour ima^:;e une décoraposition

Ig’-pompatible de B.

Dé mon s t r a t i on * soit A = -î- Aj^ une déeomposition 6-compatible. 
S(Ah) é 'Ù (B). Les g(Ah) déoomposent B puisq.ue ker g t ^ (A) 
dono est décomposé par les A^.S! C't é‘(B), g~^(G')é \^’(A) 
donc est déoomposé par les A^ et C est déoomposé par les 
ê(Ah) puisque G’ ^ ker g t t^CA).

5.3.7. THEQaBME Si les sont --oompatlbles et les A^
maximalement Ji^'-déôômposableSi ^ors il existe une décomposition 
des A^ sà^isfaisani à 5.2.2. Elle est -oompatible ai la 
somme direote de sous-modules réalTsant V réalise ^ .

Démonstration î Une^déeomposition maximale est unique s 
si M = +" et M = 4- Nt sont € -compatibles maximales,
I'' = é,t (3% ^ Nt) est j^'-oompatible (5.3.5.(1)).
Gomme est ^ -indéoomposable, Mb.Nt = O» il y a un
seul % tel que ]% c Nt et inver sèment, donc les deux 
déoompositions sont les mêmes. Considérons, pour k ^ k' l'image 
dans A^' de la déoomposition maximale A^ = jik®n*
Elle est ^-oompatible (lemme) et ^
pk,k' (Bg) = + (pk,k (Bg) n ]^, ) = + Bg? pour h' appartenant 
à une certaine partie de Hic» sinon la décomposition de B^^' 
ne serait pas maximale. D'autre part,(p^î^ )”^(Bg»)=+ 
avec Cg = (p^f)“i(B^i ) Bg et po\jr tous les h sauf un,

C ker p^j^' (autrement on obtiendrait une décomposition 
de B)Ç«)o Les conditions de 5.3.4. sont djnc réalisées et la 
première partie en résxilte. La seconde est évidente.

5.3.8. Exemple Soit A un module résidusllement semi-simple.
La àéc omp OSiui on en composantes isotypiques est
&(A^)-compatible (J^vide), tout épimorphisme est & -compatible. 

On vérifie que la décomposition est bien maximale. Ici, l'image 
d'une décomposition maximale est maximale.

5.3.9. Exemple Si 1 est principal et si A est ^ modiile 
rèsiduellement à torsion, la décomposition des A^ en 
composantes p-primaires est ^-maximale ( î^Vide).
Ici aussi l'image de la décoçg)08ition maximale est exactement 
la décomposition maximale.

5.3.10; Pour qu'un sous-module ouvex’t 0 rèsiduellement à torsion 
n'aît qu'un nombre fini de composantes non-nulles dans ses 
décompositions p-primaires résiduelles, il faut et il suffit 
que pour tout k et pres-^ue tout premier p dépendait de k, 
pour tout O f. 0, po é ^ entraîne o e Aj^. C'est notamment le cas 
si 0 est compact po\ir % (exemple des groupes localement 
compacts). C'est une généralisation du théorème de 
décomposition des groupes abéliens en composantes p-primaires.



3.3.11. Si = î Ap = lim. A^» Ap est caractérisé par la s

Proposition : Ap est le séparé-complété de A poior la topolo^^;ie 
engendrée par Tes A^^ = ÿa ^ A| 3 n? (nVp) = 1 ei na ^ Aklr »

Démonstration Soit h^j; ; A—> A^ î a—r»'p-composante de a Afeo 
G ' est im épimorphisme et ker h.fc = Ag , n reste à vérifier que 
lim A^ = lim A/Âg = complété de A=
Les forment un ensemble filtrant à gauche pour C,
Si k ^■^k’ le schéma

A/ig -----» Ai

l i
a/ A.g s---------^ Ap

est commutâtif O

Si A^ C A^r, sans que k < k*, il existe \m k" ^ k,k' 
et Agir C Ag C Agi et les deux limites sont iaomorpheso

Si3o3.12c THDORSIÆ _______
décomposi-bion de D-modules tel que tou_______
module décomposable de type J soit décomijosable de t;/pë

si T est un 
sommante

tvpe de 
directe

de
"tê

ïï' un
______ ... ■ ■ - ■ ■

est résiduellement décomposable de t:/pe J et résiduellement
K-filtration en sommantes directes, ^ors les conditions
^.2»2» sont réalisées^

si

Démonstration ; Prenons une décomposition quelconque de type 
T sur A^o Puisque le noyau est sommante directe de A^, 
a1 = A'O + Aq avec A'°c: A°. Prenons sur A^° la décomposition 
transportée de A® et sur A^ une quelconque décomposition du 
type To Alors, p^*° réalise les conditions requises.
Le résultat vient par récurrexice»

3o3.13<. Exemples
1} Si A est residuellement semi-simples, les autres conditions 
sont réalisées pour T = décomposition en modules simples,
2) D = Z, A résiduellement divisible sans torsion. Toutes les 
conditions sont remplies pour T = décomposition en groupes Q,
3) A résiduellement libre. Les noyaux sont toujours sommantes 
directes mais pas nécessairsiaent libres (c'est cependant le cas 
si D = Z et même si tout idéal gauche de D est libre( ly],p = 17)o
4) Si A est résiduellement somme directe de groupes cycliques 
ou module de longueur finie avec la décomposition en modules 
indécomposables, il faut supposer simplement que kft est 
sommante directe.



3.4o Rapports avec Ext.

3 = 4.1. Si A est séparé, l’injection canoniq.ue de A dans son 
cokpl'été 1 est un morphisme propre injectif (5.1ol0)o 
Appliquons le théorème 3.2.5.

Proposition La suite <Com(X,Â/A)—»Ext(X,A)—»Ext(X,Â)—a 
est exacte pour tout~n

Démonstration II suffit de vérifier que Hom(X,A’) ='3êom(X,A'), 
Éxt(X,A’) =txt(X,A') (A' = a/a).
Or A'A = A* pour tout i puisque A est dense dans A.
Soit h un homomorphisme de X dans A', h{X^) CA'^ = A’ et h est 
un morphisme. Si tj. est un homomorphisme de Xi dans A’^, 
ti = 0, To(X»A') = 0 et Exto(X,A') =0. , ^
Si (f,u) est un couple, x,y€Xi, f(x,y)£A'i, u(r ,x) € A* i pour 
tout r ; tout couple est donc équilibré et 
Sxt(X,A') = txt^^(X,A’) =^xte(X,A') =ixt(X,A').

5.4.2o Remarque : Hom(X,Â) = lim Hom(X^j,A^) (on applique la 
proposition 1.1.7. (3) au cas ouX = lim X et on remarque que 
Hom(X,Ai) Hom(Xi,Ai) ^

ous notons Ap le complete-séparé de A 
dique. La topolot^ie 'S’n de Ap est la 
[2^ , P 8} ex Âp est p-linéairement

P 11 et(0.4.10)) 
de premiers de R et

5.4.3. Nous supposerons juqu'à la fin du panagraphe que 
^ est un a^eau principal (i chgmp). Si p est un premier de 
R et A un R-module, nous notons Ap le complété-séparé de A 
pour la topologie p-adique, " '
topologie p-adique ( [2^ , _ 
corapact (0.4.10;) donc cotorsion (
Considérons maintenant une famille 
A avec la topologie S-adique où S est le monoîde multiplicatif 
engendré par P. Chaque A® = A/qa es't somme directe d'un nombre 
fini de composanijes p-primaires donc (5.2,3.9 5.3.7.) le 
complété-séparé Ap est produit direct des limites projectives 
des composantes p-primaires. Chacune de ces limites est le 
complété de A pour la topologie des (sA)P (5.3.11.)
Si séS, (s,p) = 1, (sA)P = A ;
si s «3, s = p^q, (p,q) = 1, (sA)P = p^A.
Cette topoD^gie est donc la topologie p-adique de A.
Ainsi Ap =Q, p -^p et Âp cst P-algébriquement compact, 
donc CQtorslon'^ ( [25J , p 11)

5.4.4. Supposons désormais que A est I-filtré, n’a pas d'éléments 
complètement S-divisibles ( é O) et que Aj = Âj (-adhérence pour 
la topologie P-adique). ^A est ainsi sépare pour la topologie 
P-adique. Nous sommes dans la situation de 5.1.9. et 
Âp est une extension I-filtrée de A (5.1.10.)



(la deuxième condition est équivalente à t A est résiduellement 
sans éléc^ents complètement divisibles 0, Si A est séparéj 
la deuxième condition entraîne la première)»
Posons Ap/A. = A'

5.4.3. Pro|)03ition (1) Aj est l'adhérence de Aj pour la 
topologie bn de Â.
(2) Si Aj est S-pur, alors A± est son complété pour la 
topologie S~adique ^ donc 3-algé'briqueiâent compaet»

•remenx
top

ff

<j>v.xxq duric.» O"ux ±u Lmiiidx o v.» uxiiy^o w o 
Si A est sépüjre ei linéairemenx compact^ alors 

•=~^Tm'~A'g'lT3 -5T»-------- --------------------- --------

Démonstration (1) immédiat par la construction de
K± = ^m Ai +iA/sAo

(2) Si Ai est S-pur, la topologie induite sur Ai par la 
topologie S-adique de A est la topologie S-adique»
(3) Pour a t S, sA est linéairement compact donc fermé ^
( €. continue 0.3.5.). est linéairement compact et Ap
ftuaai (0.3.5.) _ j
Ai = lim As/iim C lim A^ji = lim(A3/Af)* D'autre p^t, 
(aS) é lim ASj^ et s' divise s, -projèction(as) éAf . 
ïl y a donc un système (âs) d'antécédents des aS dans 
Ap qui forment un système de Cauchy po\ir la topologie des 
Asji (i fixe), moins fine que donc complète (0.3.5.)
Si a est une limite des â®, â + Ai a (a®) comme images, ce 
qui teriaine la démonstration.

ai

5.4,6. Proposition (1) Si X estT_sans torsion, alors la suite 
Hom(X,Âp }—J» Hom(X,A' )--^ Ext(X, A)-^ Extn(X, Ad )—> ExtoCXçA' ) 
est exacte. De plufc:
(è) Si A e 
(3) Si I e 
complète p

Démonstration^; (l) résulte du théorème 3.2.5. et de la 
cotorsion de (5.^.3.)
(2) Aest dense dans A pour '2’a» Si A est résiduellement S-borné, 
Ta est plus fine que T, donc Ai est ouvert pour Tg, et Âi

pour (5.4.5.(1/) de sorte que 
A + Âi = Âp, A'i = A', A'i = 0 et TqCX.A') = 0.
(3) loi Ai = Âi (5.4.6.(D), A'i = 0, A'^ = A'.
X est exhaustif donc Hom(X,A') = 0, Si t^ ; Xi----- > A\ on
peut trouver un t prolongeant les tj^ et Exto(X,A' ) = 0.

sfTesTïïuellement S-borné, alors h est STor.liiective,
st filtrant à droite. ï exhaujtif et A à filtration 
OTor T R, alors h est bi.jectlFI



6^

3.4.,7. THBOnülL-iE Si X est sana toraion, S^divisible, 
S-valué, alors axt(XjA) Hom(X;,A* )/iia Hom'(X,Âp)

Démonstration î Considérons la suite exacte
Hom(X,Âp)—» Hom(X,A' )—> Ext(X,A)—» Exto(X,lp) (5o4«6. (1))
Par 4.3.3. Exto(X,Âp) = 0 puisque X est S-divisible^et 
S~valué, q^ue S est im monoîde (central) et que les sont 
formés pour la topologie (5.4.5.(1)) donc, a fortiori,
pour la topologie S-adique de Ap qui est plus fine
(sa C (sA))

Ce théorème fournit une sorte d'injectivité partielle : tout 
module réalisant les conditions de 5.4.4. peut être plongé 
dans un monoîde injectif pour les extensions de la forme 
0—»• T—^ If—»X—►O où X est sans torsion, S-divisible et 
S-valué,



CHAPITHE 6 MODULES DE FRACTIONS FILTRES

Dana ce ciiapitrej nous étudions quelques extensions construites 
sur des modules de fractions et liées à la notion de "boule unité 
Le paragraphe 1 étudie ces constructions et donne quelques 
propriétés des extensions obtenues«
Le second étudie les rapports avec le foncteur Ext et fournit, 
comme en 5.4.7. j une propriété d'injectivité partielle»

6.1. Boules unités et modules de fractions

6.1.1 » Boule unité Si A est un R~module filtré, l'ensemble 
Al =“ja 6 A |v(,aj ^ w(l)j est im sous-groupe de A appelé 
boule unité de A. On définit la boule unité Rq de R comme la 
boule -unité du R-module R. Un élément de AiCRq) est appelé 
entier de A (R). Un module entier est mi module égal à sa 
boule unité.

6.1.2. Proposition (1) Si w(l) est idempotent, alors Ri est 
un s PUS-anneau de R et Ai un R-module.
(2) si wÇ!) confient un n, ni < i pour tout 1; alors w(l) est 
idempotent, bout module est jll -valué, les Aj et les A^ 
sont de s Ri -module s.

I^ei w(r)rw(l), w(a)^w(l)Démonstration (1 , 
alors w(.ra}4 w(l)^ = w(l).
(2) w(l) est idempotent car w(l)^^ n.w(l)^ w(l) et w(l)^Tw(l)‘^ 
de toute façon.
De même, v(a) = w(l).v(a) pour tout a.
Si riêRi, v(ria)^i' w(ri),v(a)^ w(l) ,v(a) ^ v(a) ce qui établit 
que les Ai(et donc les A^) sont des Rq-modules.
Remarquons que dans To(C,A) les tq sont des Rq-homomorphismes 
(cfr 4.3.2.)

//
6.1.3o‘ Dans le cas où. R est un champ valué non-archimédien réel 
ÏÏJ’bsxl ' ensemble des s"^rq, rqéRq, s€Rn\\oi , et si A est un 
vectoriel normé, A est l'ensembîie des s~lai, aq 6 Aq,
Dans le cas général, il n'est pas toujotirs possible de
reconstituer R ou A à partir de Rq et Aq ; nous désignerons 
par R'(S) (A'(s)) l'ensemble des éléments de R (A) de la forme 
s^^ri (s“laq) avec rq fr Rq (aq t Aq) et s 6 S, S sous-monoîde 
formé d'éléments inversibles de Rq tel que R soit S-valué»



6,1,4. Les valuations classiques réalisent toujours la 
propriété t
P : R est exhaustif et V i t I, 3 j t Iq tel que ji ^ vv(l) 
qui est aussi satisfaite dans le cas simple (puisque chaque fois 
vv(l) est le neutre de I, que dans les cas classiques I est un 
groupe et dans le cas simple, ij^1 pour tous i, j),
La deuxième partie de P est aussi satisfaite si w(l) est 
minoré et si I satisfait à 5.1.2 P2.

Proposition Si la catégoriesatisfait P et si S 
possède des éléments aroitraireùent petis, alors 
R*(S)= R et A'(S)= A pour tout R-module A S~valué.

Démonstration ; Il faut démontrer que pour tout r, 
r = s~^ri, 3 é S, ri € Ri ; ou encore sr 6 Rq, w(sr )=w(s) .w(r ) w(l).
R est exhaustif, donc xl existe un ié w(r7. Pour ce i, par 
l'hypothèse P, il existe un j tel que ji^w(l). Puisque S a 
des éléments sj^hitrairement petits, Rj contient un s et 
w(sr)*W4^w(r) ^ j . i i vv(l) ; cqfd. Môme raisonnement pour A.

Les anneaux étudiés par Benz W s'ils sont commutatifs et si 
leur topologie n'eot pas discrète réalisent cette condition s 
I est le monoîde multiplicatif des réels positifs et pour 
tout r, il existe un s inversible avec w(r) = w(s) et 
w(r's) = w(r').vv(s) pour tout r' donc il y a des s 
arbitrairement petits.

6.1.5. Jusqu'à la fin de ce paragraphe nous supposons que R et 
T sont coflurmtatifs, I imitai, vy(lT = 1. Nous allons former un 
opérateur, en gros réciproque'de l'opératoirr "boule unité" qui 
à un objet A d'une catégorie .y^R,l) où R est entier, associe 
un objet 3”1a de ^(S~1r, I) .
En réalité, il n'est pas utile de supposer R entier. Nous 
supposons simplement que S contient 1, que ses éléments sont 
f-slmplifiables, et que R est 3~yalué. Clairement, on peut 
admettre que S est une partie multiplicative.

6.1.6. Puisque R est sans S-torsion, S“1r est un anneau 
incluant R, sans S-torsion dans lequel les éléments de S sont 
inversibles et tout R-module A S-valué étant sans S-torsion 
puisque les éléi.ents de S sont f-simplifiables, peut âtr«
plongé dans un S"“^R-module S“^A = A. ^ S“^R, sansSutorsion 
et S-divisibla, Comme R-module- S”1r est un module niât e 
S“lR<Ôrî S“1r = S“lR (0.5.2.)

6.1.7. TIIEOREIvIB 1. S^^R est -une extension filtrée de R pour 
w(3-^r)= H fe ï ! w(r ) jC lw(s) i»et si A est S-valué. est une
extension :^iltrée de A pour v(s~^a) = H<: ï 1 v(a)i iw(s)î 
è, S^lîî est 5-valué ai et seulemenx si wÇsj esx inversible pour 
tout s ; alors 3~^A est S-valué.

Démonstration : 1. Voyons la par exemple pour A.
Si 3“la = t“lb, v(a)<iw(s) entraîne v(b) ^ iw(t) de sorte que 
la filtration ne dépend pas de s.



Ai est im sous-groupe additif car si s”la,t“l'b é(S“lA)i, c'est-à- 
dire v(a) $iw(8),v(b)4 iw(t),alors
v(ta-3b) ^sup(v(ta),v(sb))= sup (w(t),v(a),w(s)oV(b)î

^iv/(s)w(t) = ivv(st)„
Si w(t“lr) ^j et v(s“la) i i alors
v(ra)^' w(r).v(a)^ ij w(t),w(s)= ijw(ts), La restriction à A 
est bien le v initial ; puisque a = l“^a et w(l) = 1 
2O Si w(s) est inversible.
w(s”ltr)=w(s“l)w(tr)= w(t).w(s“l)w(r) = w(t).w(s~lr).
Si S”1r est S-valué, i = w(l)= w(3).w(s“l) et w(s) est 
inversible, S“1a est alors S-valué.

6.1.8. Divisé Soit A entier, S“1a est S-divisible. Sa boule 
unité divsa est Sf-dlvisible (c'est-a-dire que si a fc div^A,
s & S et v(a) ^w(s), alors a est divisible par s). Ce qui 
montre bien qu'en général A^-div^A. diV3A est une généralisation 
du divisé introduit par Lazard [2li , Nous disons que c'est 
le divisé pour S de A, C'est im diVoR-module.
Un lien important entre A et divsA est établi par le théorème 
suivant où nous supposons I filtrant à gauche

6.1.9. THBQRBLîE (1) Si tout iw(s) est mnoré et si A est 
réaiduelienen^~^f-divi3ible. alors A est dense d^s divcjA
(2) Si pour tout = In si de filtration
régulière, la conditi&i'^^ est necessaire.

Démonstration : En fait nous travaillons sur la proposition i 
A-^ = (divgA)i qui, si I est filtrant à gauche, est équivalente 
à la densité.
(1) Il faut que pour tous i, a, s, v(a)^w(s), il existe un Xi 
tel que s'^a - Xi = s“i(a - sxi) i (diV3A)i ou encore
v(a - sxi) iw(s). Cette condition est réalisée si pour tout J, 
il existe un Xj avec a - sxit Aj. ,En projetant : â=sxj 
avec v(â)^v(a;<r w(s) et puisque aJ est Sf-divisible, il 
existe toujours un tel xj.
C'est le cas si A = Z avec une_filtration g-adique.
(2) S'il.existe un â t A^i v(â)^ w(s) et a non divisible 
par s, AJ étant un quotient régulier, il existe un a dans A 
avec v(a) = v(â) ^ vv(s) et a n'est pas résiduellement 
divisible par s donc il n’existe pas de Xi tel que
a - sxj C Aj. Pour i tel que ivv(3) ^ j, (diV3A)^.
Si I est toxalement ordonné, A est toujours de filtration 
régulière.
Si w(s) est \m inversible de I, alors iw(s) est minoré et
^Uioiw(s) = lo



6.1.10 D^3 le cas simple, tout sous-monoïde contenant 1 et
forcié d'éléments aiiLplifiablea peut servir de S,
La filtration introduite au théorème 6.1.7. revient à prendre 
(S“^A)i = AiS“^3, Bien sûr, S-^A = div sA.
Nous dirons qu'un R-module X possède la propriété P(S) si pour 
X' sous-module de X , X' S“^R = 0 entraîne X' = 0.

6,1.11. Proposition Dans une catégorie simple. S^^A est une 
extension filtrée de si et seulement si A est résiduellement
wsr.---------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Démonstration ; Un modxile est S-valué si et seulement si il est 
résiduellement sans S-torsion, Si A n'est pas 3-valué, il 
existe un A^, un a^ e A^ et im s f S tel que sa^ = 0.
Alors mod ialj ®^^S’"1r = 0 car S“1r est S-divisible et A 
n'est pas résiduellement P(S).
Donc si A est résiduellement ?(S), il est 3-valué, 
Réciproquement, si A est 3-valué, A est résiduellement P(S),
Si T était sous-module 0 de A^ tel que
T ®RS”iR = 0, T contiendrait un module cyclique mod avec
mod ® rS"".R = 0 (puisque S”iR est plat).
L'ordre U. de a^ est tel que U S =/^ .
Si mod (alj: ® j;^S“^R = 0, U ®pS“"^R = R®fîS’"^R puisque la suite 
0—♦ U ^ R<S> :^3“^R—vmod ^a^^ ® r3“1r—0 est exacte.
Mais c'est impossible parce que
U® rS“1r = I u ® s”l lut U [ et que s par exemple ne peut être 
mis"sous cette forme.
Ikr 6.1.?., il résulte que la condition est suffisante 
Montrons qu'elle est nécessaire ; si sa^ = 0, alors soit A'i 
l'image réciproque de mod {ai} dans A. A’j_ 3 Ai ; or de la 
suite exacte
0—►AiflDçS-lR—> A' i rS“^R—> mod |al^ © rS“^R = 0, on déduit 
que (S“lA)i Tl A 3 A'i donc k± et S*“1a n'est pas une extension,

6.1,12. Jusqu'à la fin du pî^ragraphe, nous supposons que nous 
sommes dans une bonne situation topologique, c'eat-à-diro que 
la catégorie réalise 3.Pi♦ 3.1.2.Pp, et que les filtrations 
envisagées sont séparées et exhaustives.
Nous écartons le cas ou la topologie de R est discrète.
Dans ces conditions, divsA est un R-mod\ile topologique et 
nous pouvons construire son complété sat3A (sature de A pour S) 
que Lazard [2]J a également étudié.



6.1,13■ Proposition Si iw(a) est minorisé pour tout i 
et tout a S, et si w(s) est inversible pour tout s (~5Tl.7°(2)) 
alors eatsA est Sf-divlsi'ble.

Démonstration î II est équivalent de démontrer que 
si X est un module S-divisible et S-valué, son complété 
f. est S-divisible :
soit xic—xjj; = syio uniques. Pour tout iy il existe 
une infinité de k avec
syk - sy^j-i fe Xi donc w(s).y(^ - y^j-i ) 4 i»
Pour j 6 I, prenons i ^ jw(s; ;
alors v(yij; - yjj;*) < 1 ( s f-simplifiable) donc yjj;—>• y 
et i = sy par continuité»
Notons que si I est totalement ordo^é, et si S = R\iOj y 
iw(r) est minoré car w(r) est minoré par un certain j 
et ij 0 puisque nous avons écarté le cas discret»
6.1.13; généralise un résultat de Lazard C^ll »

6.1.14. La boxile unité d'vin module est étroitem^j^ liée à 
ce module et notamment divcA à S“1a. sat3A à (S”-^)
En particulier, A = © Aj^ ^ Ai = ® ^-^k)l

6.1.15. Proposition Si I est totalement ordonné, un champ 
value R est 2/ CD-compact Ri est JT'd)~ooiQpaQ'fc°

Démonstration ; La condition nécessaire est évidente.
Supposons maintenant que Rq est ^(l)-compact et soit 
I r± + Rij; une fsimille centrée de classes latérales.

On peut évidemment se limiter à la sous-famille 
^ri + Ri \ , i ^ io» Prenons r de telle sorte que 

wUI^maxUo» w(rio)), , iv
La famille rir""-'- + Ri, i 4!' io Q't 1 ^ d ^ iw(r""-^) est une 
famille centrée de classes latéredes de Rq donc possède 
une limite x. Alors xr est limite de la famille initiale.

6.1.16. Si R est un domaine d’intégrité et si S = R\ -{0^ , 
nous écrivons R’*, A*, div A, sat A au lieu de
S”1r, S“1a, divsA, satsA.

THE0.^ÆB Si I est totalement ordonné, R domaine d'intégrité 
v^ué tel que w(r) est inversible poijr 0 et sat R 
.^CÏ)-cogipaot. A \m xR-module value de rang au plüs 

denomorable iel que 'v(a) soit inversi'ble pour a jh 6, 
alors sat A contieni un sous-modtile dense © Ëtv qui est 
filtre-libre régulier et sat A = ("bug), biiç—» p.

Démonstration : Le complété R* de R** est un champ^(I)-compact 
puisque sat R est valué et .7(I)-compact (6.1.15=;



A étant de^dimension au plus dénontrable,
B = A* ® g* R* est vin R^ -vectgriel de dimension au plus 
dénombrable J intercalé entre A'* et un sous-groupe dense A* ^ 
donc dense.
Pour tout r~la t A* , v(r“la) = v(r)~l.v(a) est inversible ; 
pour tout â* t Â'*’ , v(â^ = v(a*) povir un certain a* (5.1.11/ 
donc est inversible. Mêmes remarques pour R' et R* .
Les conditions du corollaire 4,3.13. sont donc remplies 
et 3 est filtre-libre régulier.
Le premier résultat vient alors de 6.1,14. et le second 
de 5.3.3.

6.1.17. Si A est un module de rang au plus dénombrable à 
valuation réelle sur un domaine value discret R, alors les 
conditions du théorème sont remplies car sat R est complet 
et value discret donc I7(l)-compact,
6.1.16, généralise donc également-mais avec une restriction 
sur la dimension -vm résultat de Lazard,

6.2, Rapports avec Ext

6,2,1. Plaç>ns-nous d'abord dans les conditions de 6.1,2,(2) 
et dans la catégorie >^(Ri,l),

Proposition Si w(l) est principal et X entier filtrant (1,2,2,) 
alors ËxtÇlt^A) Qj SxmX,AiJ,

ous partons de la suite exacte 
(XsAi)—Ext(X,A)—^ Ext (X, Al)

Démonstration t Nous 
Hom(X,Al}^ Ext

et nous démontrons que le premier et le dernier terme sont nuis, 
Soit wU) = (n). n t I.
Alors Aq = A«, A^ = 0 tandis que X^, = X puisque X est entier, 
donc Hom(X,A^) =0.
Êxt^(X,Al) = 0. En effet si (f,u,t) tT(X,Al) ,povir tous 
X* y t Xn = X.
f(x»y)+ 3n(X)+ 3n(y) “ 3n(3C + y) é aJ = 0 

u(ricx) + ri3n(x) - 3n(^ix) é A^ = 0 
où 3n.(x)—»-tj,(x) i. a1^ a1 donc (f,u) est algébriquement 
équivalent à "(0,0)

tn C 9bomg2^(X,Al), Povir i^ n, ti(x)=tn(x).Exto(X,Al) = 0<
SixcXj, 3i^^,n xei qu< 
filtrant à gauche) et ti(x)=tn(x), ti(x)=tn(x)+ A^ ®t 
Io(X,a1) eat âe^o^TlAl) ’’ ^

n tel que x € Xq (puisque v(xT est



6.2.2c Corollaire Sis en plus des li.ypotlièaes de 6,2.1.» 
I est totalement ordô'nnéV alors Bxt-pCX, A) ca axtrCX, Ai ).

Démonstration Si I est totalement ordonné, Ai = est 
totaiement reg\ilier (2,2.7.)
Extr(X,A^) = O puisque Ext(X,A^) = O, Le corollaire résulte 
alors du corollaire 3.2.7.

6.2.3» On reprend les hypothèses de 6.i.9»
Si A est dense dans diV3A, A^ = (divsA)^,
On peut construire une application U de'34om[î, (X,divsA) dans 
Exto(X,A) en associant à 1'homomorphisme h la classe de 
(0,0,-h(x) 4- (divsA)i) où tù(x) + (diV3A)j_ est identifiée 
à son correspondant dans Ai.

Proposition Si tout iw(s) est minoré et si A est résiduellement 
Sf-divisible, alors les suites ;
(1) '3éom(X, divsA/A)—» Ext(X, A)—^ Ext (X, diVgA)—» ixt (X,diVc;A/A ) et
(2) 0—»^om(X, A)+Hom(X, divsA)—»$[>om(X, divciA)—» Extn(X^ A)

—»Exto(X,divcjA)—» O sont exactes.

Démonstration (1) En vertu de l'hypothèse, A est dense dans 
divsA (6.2.9.(1)) donc on peut reprendre la démonstration de la 
proposition 5.4.1.
(2) L'exactitude en 'c^om(X,A) + Hom(X. divctA) est évidente et 
celle en Exto(X,diV3A) vient de I = div^A.
L'exactitude en ExtQ(X,A) résulte du théorème 2.1.3.
Que im 1 c ker U résulte aussi de 2.1.3. Enfin, ai h est un 
homomorphisme de X dans divsA dont l'image est la classe nulle, 
(0,0,-h(x) + (diV3A)i) = (0,0,-h(x) + Ai) où x t Xi et 
hi fe '^om(X,A), Alors h - hq fe Hom(X, divsA). cqfd.

6.2.4. Nous allons maintenant démontrer un résultat du même 
^ypê^ue 5.4.9. Supposons co^e d.uia 6.1.7. (2), v/(s) inversible, 
et considérons l'extension S~1a du module S-valué A.
Posons A' = S^^A/j^c Un module L est dit d'ordre résiduel S 
si tous ses quotients ont au moins un élément d'ordre 0 
ou engendré par S,

6.2.5. THEOREI^üE Si X est ^"torsion et d'ordre résiduel S, 
alors Bxt(X,A) ^ !Hom(!X, A* ).

Démonstratioïjddans la suite exacte 
■Hbmrïj'S-l'AT-î^ Hom(X,A' )—^ Ext(X, A)—>■ Ext (X, 3“1a) ,
Hom(X,S~lA) = O puisque S~1a est sans S-torsion.



ExtQ(X,S~lA) = 0 en vertu de la proposition 4.3o4<, puisque 
3“1a est S-valué (6.1.7»(2))
Reste à prouver que Ext(X,S“lA) = ExtQCX,Sz^A) = O j c'est une 
conséquence du

. _ ________I résiduel S.

Démonstration : 3“1a est 3-divisible et sans S-torsion.
Suit h un homomorphisme de N dans S“^A. Peirmi tous les 
prolongements possibles de h à xin sous-module de U, il y en a 
un maximal hi de support Ni C M. (Zorn). Supposons M gt Ni» 

est \m quotient de L, donc M contient un m dont l'ordre 
relativement à Nq est .-Oj; ou un idéal 0 engendré par une partie 
T de S, Dans le premier cas. il existe évidemment un 
homomorphisme de Ni + mod (mj dans S“1a prolongeant h.
Dans le second, les éléments hi (tm) sont tous égaux à \m 
a de S“1a. t
Alors h2 : Ni + mod {m^ î ni + rm—►h^^Cni) + ra est un 
homomorphisme bien détermine , ce qui contredit la 
maximalité de hi et Ni = M.

6.2.7. Rem^que Considérons une catégorie simple (2,l) 
e'i 3 = Z N ^ Oj . Un groupe X à torsion est d'ordre résiduel S. 
Si A est un groupe sans torsion, S^^A est sa clôture divisible. 
Si on munit X et A des filtrations de 3.1.4., 6.2.5. n'est 
rien d'autre qu'un théorème bien connu de la théorie des 
groupes s £xt(X,A) -3* ^m(X,A') (12J .

pour les



CHAPITRE 7 s APPLICATIONS TOPOLOGIQUESo

Au chapitre 5» nous avons étudié des critères qui permettent 
de décider si un module filtré est un module topologique 
(5.1.2.J 5.1.3.). Ici nous cherchons à étudier les modules 
topologiques comme modules filtrés et à leur appliquer les 
résultats des chapitres précédents,

7.1. Annea;ric et modules filtrables

Nous cherchons dans ce paragraphe à découvrir quand un anneau 
topologique est filtrable, c'est-a-dire peut être muni d'une 
filtration dont la topologie est la topologie initiale 
(filtration compatible) et quand un module topologique sur 
un anneau I-filtré est un objet

7;1.1. ^Soit R un anneau topologique dont la topologie est 
engendrée par ses sous-groupes ouverts Ri> i fe I.
R peut être muni de diverses filtrations compatibles par 
exemple en posant ij = m avec Rm = R. Toutefois, \me 
filtration n'est satisfaisaiite dans l'application des chapitres 
1 à 4, que si son I satisfait à 5.1.2,P2î car autrement 
on ne peut décider si une extension filtrée est topologique.

7.1.2, Si R = Z, toutes les filtrations possibles sont entières, 
les sous-groupes sont nécessairci-ent des idéaux. C'est un 
exemple de la

7.1.3. Proposition Pour qu'un anneau topologique commutatif 
puisse être muni d'une filtration compatibleT e^ntière, satis- 
-falsant à SPi, 5.1.2, Pp, et 6.1.2.(2), il faut et il 
sul'fit qu'il possède -un système fondamental de voisinages de 0 
constitué d'idéaux.

Démonstration s Si R est muni d'une telle filtration ,
Ri est un R-module (6.1.2.) donc Ri est un idéal de R 
(A commutatif) et l'ensemble des Ri est le système de voisinages 
demandé puisque I est filtrant à gauche.
Réciproquement, on peut construire xme filtration suivant le 
raisoimeii.ent plus général ;



7olo4» Si un amieau topologique possède système fondauental 
de voisinages de 0 constitué d'idéaux bilatèreai alors il 
peut être mimi d*une filtration du type envisagée
Considérons l'ensemble 0 ={Ri> i ^ li des idéaux bilatères 
ouverts de il ; c'est un systSme fondamental de voisinages de 0; 
posons ij = k avec Rv = RiRj j i i j ^ RiCRj, I,., ^ ,
est un monoîde comniuxatif ordonné, filtrant a gauche et a 
droite,
RioRi C Ri-j (idéaiix bilatères) } tout i est tel q.ue ij ^ j 
pour tout 3 ce qui établit 6.1,2,(2)(et R3)
Pour tous i, ô, il existe un k avec Ri A Rj^. c R j » d'où 
le résultat.

7.1.6. Si R est discret, noua sommes dans la situation de
7.1.4. En fait, si I est un ensemble ordonné, on peut lui 
ajouter 0 et 1, respectivement minimum et maximum, et munir R 
de la filtration Rq = R, Rq = 0 pour i ^ 1. Un anneau discret 
est donc I-filtrable pour tout I dans \me catégorie simple.

7.1.6, Si R est un anneau filtré satisfaisant à 6.1.2.(2), 
R;j_ son anneau des entiers, parmi les modules topologiques 
filtrables, on trouve ceux dont la topologie est engendrée 
par la filtration A± = mod|Ri Aqj^ , Ai sous-Rq-module de 
A ouvert. Nous appelons cette filtration la filtration

7.1.7. THEOREIŒ Si R est un anneau filtré satisfaisant à
6,1.^. (2) dansTequel il y a des éléments inversibles' 
arbitrairement petits -par exemple ^^c!h^p valué non 
^chimédien- alors les modules de sony^les modules dont
la topologie est moins fine qu'une topologie (R-,,At j-adigue.

Démonstration : La condition est nécessaire (7.1.6,)
Réciproquement, s'il existe xm sous-Rq-module ouvert Aq de A 
tel que tout sous-groupe ouvert A' contienne un mod^Rq Aqj , 
nous allons démontrer que les mod [ Rq Aq^ sont ouverts.
Si r est inversible et appartient a Rq, rAqc modjRq Aq i et est 
ouvert puisque Aq est ouvert et que r. est la réciproque 
de l'application continue r”^. La topologie initiale est donc 
la topologie (Rq,Aq)-adique et A est donc filtrable.
Les anneaxix de Benz [l^ satisfont aussi aux conditions du 
théorème.
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7.1.8» Proposition Supposons R discret. Alors un module est 
linéairement topolo^isé (0.3.2, ) seulenent si il esi'
muni d'une filtration entière satisfaisant à ^.1.2.(2).
Le module esi alors filtrable dans une caté^'orle simple.

Démonstration : Si A est muni d'Tme filtration entière 
satisfaisant à 6.1.2.(2), les Ai qui engendrent la topologie 
sont des sous-modules et A est linéairement topologisé, 
Héciproquement, si les Ai, i é I, sont des sous-modules 
qui forment un s/stème fondamental de voisinages de 0, 
on peut construire siir R la filtration de 7.1.5. et A 
devient un objet de la catégorie simple (R, l).
Sa filtration satisfait donc à 6.1.2.(2), 5.I.2.P2 ainsi 
qu'à 5 Pi puisque I est filtrant à gauche.

7.2. groupes d'extensions topologiques

7.2.1, Soit R un anneau topologique dont la topologie 
est la topologie associée à une I-filtration, A^et C deux 
R-modules I-filtrés, Nous ne prenons en considération que 
les I qui sont filtrants à gauche et à droite, satisfont 
à P2 de 5.1.2.I nous supposons 6.1.2.(2) et R, A, C exhaustifs. 
On vérifie sans peine que ces conditions sont réalisées -ou que 
l'on peut les supposer réalisées sans restriction- dans les 
cas particuliers de 7.1.2. à 7.1.5. et de 7.1.8 ainsi que 
dans les cas classiques.
Toute extension de A par C est exhaustive (2.5.7.)> donc 
toute extension filtrée de A par C est un R-module 
topologique (5.1.3.)
"Piltrable" s'entend ici s "qui peut être muni d'une 
filtration compatible réalisant les conditions ci-dessus".

7.2.2. Natm’ellement, les extensions de A par G doivent 
être classées par la relation d'équivalence topologique ; 
il existe un schéma commutatif ;

A 0

où h est un isomorphisme de H-modules topologiques



7.2,3» Lemme : Poi^ que deiix triples (fa t) et (f*, u* a t') 
définissent des extensions topologi que lient équivalentes 
de A par G, il f'aut et il suffit gu*^il existe une fonction 
Z de G d^s A, nulle en O^aue Çf>u) = z (3.2.4. 
tiCc) - t^i(c; = -z^cj + Ai po\nr c Cv(-i ) » icjij V i.

Démonstration î L'équivalence topologique enti’aîne 
1'équivalence algébrique, donc une condition nécessaire est 
l'existence d'une fonction z avec (f, u) = z, 
h est alors l'application de B sur B' définie par (c,a)

—> (c, a + z(c))
Il faut et il suffit dès lors que pour tout i, il y ait
vin i et un k, i, k^i tels que B'j C h(Bi) donc
t'j(c)—>ti(c) + z(c) + ou encore^'t'i(c)=ti(c)+ z(c)+ Ai(céCj)
h(B}{;)CB'i donc tij(c) + z(c)+ Ajj;—►t'i(c)
ou encore ti(c) + z(c) + Ai = t'j(c) (c € Oh) (CQPD)
Le noyau est formé des triples (f,u) = z et ti(c) localement 
égal à -z(c) + Ai (égal sur un ouvert)

7.2.4. Proposition L'ensemble Bxtt(G,A) des extensions 
filtrées de A peu" C, classé' 3uivant~~7.2.2. peut être muni 
d^^_e loi de groupe et lîxtt(0,A) ^ Bxt (O, Aj/p^rh '
Bxt'n(C>A) est le sous-groupe de Extn(C,Aj des classes des 
éléments localement nuis de TolCjA). * ^

Démonstration : L'équivalence topologique est compatible 
avec 1*addition des triples, donc Sxtt(C,A) est un groupe»
G'est bien un quotient de Ext(OcA) et le noyau est dans 
Exto(G,A)o Si la classe de (ti) appartient au noyau, 
ti(c) = -z(c) + Ai sur un voisinage ouvert de Gi et z est 
linéaire, ti + z est équivalent (au sens de la filtration) 
à (ti) et localement nul. Réciproque évidente,

7.2.3. Du point de vue topologique, la fixation des 
filtrations de R, G, A, n'a pas de sens ; aussi doit-on 
faire varier ces filtrations pour obtenir toutes les 
extensions filtrables de A par G, Ghaque choix des 
filtrations donne: naissance à un groupe Ext-t(G,A),



THEOaSIÆE L'ensemble ET (G, A) des extensions filtrables 
du module filtrable A par le module flltrable classées 
suivait 7.2.2. peut être muni d'une loi de groupe qui en fait 
une limiio inAuctive des groupes Ëxtt(ù\A)'.

Démonstration : Si nous considérons les Ext-t(C,A) comme 
enseiibles d'extensions topologitiues de A par G, il est 
clair que ET(G,A) = Ext+(G,A).
Nous dirons que Ext^ (G,aJ pour R I-filtré et G, A objets 
de vî^(R,I) estiouvert par Ext? (G,A) pour R K-filtré et 
G,A € ,^(R,K) s'il existe un épimorphisme croissant s de J, . 
sur I, ., « et si, po'or tout j, Rj C H3(j), Cj c Gg(j),
Ag(i) c Aj, Dans ce cas nous pouvons construire un 
homomorphisme h de Ext^(G,A) dans Ext? (G,A) qui respecte 
l'équivalence topologique (donc injectif î
si B é Ext^(û,A) est defini par (f, u, t), h4s]est défini par
'f, U, t') où t'j î Gi-------> AJ est la projection dans
A«i de "tgri). On'^vériiie d'une fa>^on routinière que c'est un 
homomorphisme.
B et h(B) sont topologiquement équivalents : pour tout ici 
prenons j J de telle sorte que s(j) ^ i et Aj C Aj^ 
ce qui est possible puisque I est filtrant à gauche, 
alors h(B)j c 3^.
De même, pour j t J, prenons k I avec Gjj; c Gj et 
k * 3(j;, alors Bv C h(B)j.
Deux groupes Ext^(G,A) et‘^Ext|(C,A) peuvent être plongés dans 
un même troisième Ext^(G,A) ;
il suffit de considérer le produit de monoîdes ordonnés 
I X J, ^ et de poser Ri,j = Ri Rj
^i,j = Ai + Ai, Oi.j = Gi Ci qui sont encore compatibles, 
s eit alors la section de I x'^J sur I.
On peut donc construire le groupe lii^ Ext^CCjA).
Tous les éléments identifiés (0.2.1.fappartenant à une 
famille sont équivalents donc définissent la même extension ; 
réciproquement, si deux éléments appartenant à des groupes 
distincts sont équivale-ts, ces groupes peuvent être plongés 
dans un tr-visième dans lequel ils seront identifiés. OQPD.

7.2.6. Si R est discret, nous savons que les modiiles 
linéairement topologisès sont filtrables (7.I08,).
Les opérations du théorème étant fermées pour les filtrations 
introduites en 7.1.8., on peut construire le groupe des 
extensions linéairement topologisées de A par G en se 
limitant à ces filtrations.



7.2.7. Remarque Si on s'intéresse seulement aux R-modules 
î-fiitrés pour une I~filtration donnée de Rf on peut 
effectuer une démarche analogue à celle du théorème en 
construisant les ^-filtrations
A"i = Ai + A'i, C'i = Ci ^ C'i ( les Ai, A'i».. étant des 
I-filtrations compatibles) et en couvrant ainsi deux groupes 
Extt(C,A) par un troisième tout en restant dans les I-filtrations,

7.2.8. Corollaire La suite ;
0--f lim Ext^(C,A)—» l'im ^ ET(C,A)—>0 est exacte.

(les limites des Ext^ et des Ext sont prises parallèlement à la 
limite des Ext-j;.)
Ce corollaire résulte du théorème, de la proposition 7.2.4. 
et de l'exactitude de lin^ (0.2.2.)

7.2.9. Cas particuliers du corollaire
Pour que le xerme lim Ext&(C,A) ne soit pas gênant, il faut 
que Sxt^(C,/H) = 0 poin? toute filtration compatible 
(alors ET(C,A) a lim Ext(C,A) ou encore que 
ExtA(C.A) = ExtO(C.A) pour toute filtration compatible 
(ETTc,A) .. limi^xt^(C,A).
Dans ce dernier cas, si ^xt(C,A) = 0, ET(C,A) = 0

7.2.10. Le cas le plus simple est celui où Exto(C,A) = 0 
pour toute filtration (4.3.)
Par exemple, si R = Z, C p-groupe, A résiduellement q-groupe 
pour une filtration ooppatible, alors pour toute filtration 
compatible, Ci est un p-groupe, A^ un q-groupe et Exto(C,A) = 0.

7.2.11. Proposition Si pour tout C*. sous-groupe d'un 
quotient discre't de G et A' quoiient ai3cret~de A,
^om7.(Ô*. A*) =' 0, alors àx:tMC,A) = 0 pour toute filtration 
compatible.

Démonstration : Soient Ci, Ai des filtrations compatibles de 
C et A. si Tti) définit un élément de Sxto(C,A), (ti) est nul 
sur un certain ouvert donc sur Cjc ç Ci. Or Gi/cv ^ 
sous-groupe de C^ et'^omz(Ci/çj^, A^) .= 0,
Gela implique que l'application de 5É)om2(Gi,A^) dans 
*^iû2;(Gi5;,A^) est invective, donc l'unique prolongement de 

la fonction 0 de Cjj; dans A^ est 0 et t^ = O.



Sc

7.2.12o Proposition Si pour tout O", sous-groupe ouvert 
d'un 30u3-iG;roupe ouvert de O et tout quotient discret 
de A, *:ëoia.7.Tc'\A'} = 0» alors ExtA^C.A) = Bxtr,(0,A) pour toute 
filtration compatilplêt

Démonstration : Soit, pour des filtrations compatibles de 0 
et' À, (ti) e ^To(C,A); tj^ est défini sur Cj^ et nul sinr 
Ci OC car Ci O g' est im sous-groupe ouvert de C et 

dSom/COi O o'y = 0, donc ti définit un élément de 
Exti(C,A).

7.2.13. Exemples î
Pour 7.2.11. » O groupe sans torsion avec tous ses q.uoti0nts 
discrets qui sont des o-groupes tandis que A a tous ses 
quotients discx-ets qui sont des q-groupes.
Pour 7.2.12. î 0 contient un ouvert p-groupe, A a tous ses 
quotients discrets qui sont des q-groupes Tp et q premiers 
non associés).

7.2.14, S'il s'agit de H-modules linéairement topologisés 
(7'."2'/6T) î on peut substituer R à Z dans les propositions 
7.2,11, et 7.2.12. puisque les et les Aj^ peuvent 
toujours être choisis parmi les H-modules,

7.3. Extensions topologiques régulières.

7.3.1. Définition
Une extension topologique de A par G est dite ré^uJ.ière 
si et seulement si elle est une extension régulière 
poui’ un s/stème de filtrations compatibles de H, A, C =

7.3.2. L'ensemble ETr(C ? A) des extensions régulières de
A par 0, classées saivanx 7.2.2. est un sous-groupe de BT(C,A) 
(tout élément do ETi>(C,A) peut être représente par un triple 
(f, U, c)pour une certaine filtration de H, A, G ; l'image 
de ce tï’iple poui’ toute filtration qui couvre la première 
est encore (f, u, o) (7.2.5.); ainsi, pour deux extensions 
régulières, il existe une filtration de H, A, G pour laquelle 
ces extensions peuvent être représentées par des triples 
du t/pe (f, U, o), d'où le résultat. L'équivalent de
7.2,8, est immédiat.



Exemples d'extensions topolo^igues régulières
7.3.3. Si R est discret et si B est une extension 
(ale^èbrique) de A par G, de couple (f, u), (f, u) définit 
sur B une topolOsjie linéaire en prenant comme système 
fondamental de voisinages de 0 les ensembles
B' = (0*5 A') où A' est \m sous-module ouvert de A, G' iin 
sous-module ouvert de G, chaque fois que B' est Ixii-même 
un sous-module de B (f(C' xC') c A', u(r,G') c A* )

B, muni de cette topologie est noté Bf„u
Bf,u n'est pas nécessairement une extension topologique 
de*A prj? G (topologies induites moins fines).

7.3.4. Proposition Si R est discret, mie extension est 
régulière d^s une catégorie simple dont le ï est filtrant 
à gauche si et seimlemant si elle est de la rorme Bf^n.

Démonstration : Si les B± forment une filtration régulière 
et simple de B, ce sont des sous-modules, ouverts dans 
D'autre part, si B’ est ouvert dans Bf y. G' et A' sont 
ouverts (notations de 7.3.3.) donc il êxiste un k 6 I avec 
0' =) Gic, A'3 Ajc et B'3 Bjj..
Réciproquement, si une extension est de la forme Bf^y, 
l'ensemble des B', ordonné par C, est filtrant à gauche 
et définit une filtration simple pour laquelle B est une 
extension régulière de A par G.

7.3.3. Toujours dans le cas où R est discret, si A est 
linéairement compact, toute extension qui possède un 
système fondau-ental de voisinages de 0 totalement ordonné et 
formé de sous-modules est régiüière (2.4.3., 2.4.9.).

7.3.6. Proposition Si e est un opérateur croissant de
^ Têt qu~ë— ------------------------- ----------------------------------------

(Ij iHm.age debout idéal K In Qst telle que K C Ki C e(K) 
où est pr inc î pal

ible de I2) e est un opérateur invers
3) i 4 e~lir.fj

alors toute extension I-filtrable séparée est une extension 
topologique régulière^

Démonstration : Si B est une extension I-filtrée de A par G, 
on peut décrire B par un système de représentants b(c) 
tel que v(b(c)) é e v(c) puisque ev(c) ^ à un idéal 
principal ^v(c).



Changeons la filtration de G en posant C'^ =
C'est encore une filtration de G (condition 3)° ^ '
Pour elle, le couple (f, u) correspondant à b(c) est 
ég_uilibré et on peut donc construire l'extension 
régulière correspondante de triple (f, u, o)o 
Cette extension est topologiqueiuent équivalente à 
l'extension donnée s 
B'i = (C'i, Ai) C Bi ; C B'i

7.3.7. Corollaire Si un monoîde ordonné I unital 
contient xm élèLient inversible >1 et que tout idéal.de 
I Ÿ ^9 ^^tf , nrînçiPad-9 sdlt différence d'i^ idédl.
princxpal et ai son generaieur, alors toute extension 
1-filtra‘ble est régulière.

Démonstration s A tout idéal K ^ Iq on peut associer 
1‘élément k = inf K, On pose alors e(K; = ik où i est 
inversible et > 1 de sorte que ik > k é K.
La réunion d'un groupe totalement ordonné qui est un treillis 
complet et d'im minimum absorbant (réels positifs par 
exemples), réalise les conditions du corollaire.
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