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INTRODUCTION

"L'essence des mathématiques réside dans

leur liberté"™, Cantor,

Les quadrlguBS projectives sont au centre de nombreuses recherches
actuelles] notre travail contribue a leur caractérisation, par I'étude de

classes de sous-ensembles des espaces projectifs, qui les généralisent.

Dans la littérature contemporaine, le sens attribué au mot quadrique
ne fait pas l'unanimité des auteurs. Cette ambiguité découle du développe-

ment récent de multiples concepts élargissant la notion classique.

Apparues déja dans l'antiquité, les quadrlques sont associées, au 16e
siecle, a I'étude des formes quadratiques Vers le milieu du 19e siécle,
elles donnent naissance au concept de polarité, lié a celui de forme biliné-
aire, Tandis qu'au début de ce siecle se développent les géométries sur les
corps quelconques, cette dernieére notion conduit a celle de forme sesquillné-
alre, dont sont issues les quadriques orthogonales, hermitiennes et symplec-
tigues des espaces projectifs arguéslens. Cette nouvelle classe d'Stres géné-
ralise les quadriques connues précédemment, a l'exception toutefois de celles
définies par une forme quadratique sur un corps de caractéristique 2, Une
uniformisation parfaite de ces diverses notions est obtenue par TITS [ 44] ,
par la définition de formes pseudo-quadratiques. Les structures géométriques
ainsi obtenues sont appelées, par BUEKENHOUT | 6] , semi'*quadriques, Ce sont

celles-ci que nous étudions, principalement dans les espaces projectifs finis.

L'intérét des seml-quadriques réside dans leur lien profond avec la
théorie des groupes. Certaines classes de groupes simples (groupes orthogo-
naux, unitaires et symplectiques) sont représentés naturellement comme grou-
pes d'automorphismes de seml-quadrlques (voir par exemple DIEUDONNE { 18],
TITS [43]), De plus, c’est en théorie des groupes que I'étude des seml-qua-
drlques trouve ses applications les plus fécondesi citons notamment les ré-
sultats relatifs aux groupes de permutations de rang 3 de HIGMAN-Mc LAUGHLIN
[ 20] , HIGMAN [19] , BUEKENHOUT-HUBAUT [10], KANTOR [ 22] .

1) Pour des détails sur ce bref historique, nous renvoyons, par exemple, le
lecteur a [ 6] .



L'importance des automorphismes des seml-quadrlques explique, pour une
large part, I’IntérSt porté aux caractérisations de leur structure. Les nom-
breux travaux relatifs a la question (voir par exemple | 8] ) peuvent se ré-
partir en deux courants de recherches : la caractérisation des seml-quadri-
ques en tant que sous-ensembles des espaces projectifs d'une part, leur étude
intrinséque d'autre part. Quoique notre mémoire se rattache au premier de
ces courants, nous allons rappeler deux approches intrinséques des qua-

drlques qui ont Influencé notre travail.

Une premiére axiomatisation des seml-quadriques conduit a la notion
d'espace polaire, due a VELDKAMP [ 45] et TITS [44] j ces auteurs montrent que
tout espace polaire qui n'est pas un quadrilatére généralisé, est une semi-
quadrique, a quelques exceptions prés qu'ils ont pu déterminer, La classifi-
cation des quadrilatéres généralisés est, quant a elle, sans espoir, ceux-cCi
étant en quelque sorte aux espaces polaires ce que les plans projectifs sont
aux espaces projectifs de dimension quelconque. Par ailleurs, la notion d'es-
pace de Shult Introduite par BUEKENHOUT-SHULT [ 13] fournit une axiomatique
équivalente, mais beaucoup plus simple, des espaces polaires. Cette notion,
qui a une influence considérable sur notre travail, est née de lI'étude de la
structure d'incidence constituée des points et droites totalement Isotropes
des semi-quadrlques : un espace de Shult Q est une structure d'incidence

iC(Q)) telle que, pour tout A 6 X(Q) et tout a 6<?CQ) non incident a A,
le point a est adjacent exactement a un ou a tous les points de A, deux points
étant dits adjacents s'ils sont incidents a une mSme droite de JC(Q), Cette
condition, que nous appelons axiome de Shult, est a la base du chapitre 2 de

ce mémoire.

Examinons maintenant le sujet proprement dit de notre travail : la ca-
ractérisation des semi-quadriques comme sous-ensembles des espaces projectifs
(le plus souvent finis). Cette question trouve son origine dans I'article de
SEGRE [29], montrant que les arcs maximaux d'un plan arguéslen fini d'ordre
Impair sont les coniques non dégénérées, ainsi que dans les travaux de TITS
(42] relatifs aux ovoides. Les recherches se sont alors développées dans deux

directions, qui se retrouvent respectivement aux chapitres 2 et 3 de notre

1) Pour d'autres approches intrinseques, voir ( 8]



travail : l'une exige l'existence d'un hyperplan tangent en chaque point de
I'ensemble consldéréj l'autre impose des restrictions sur le cardinal des

intersections de lI'ensemble avec les droites de l'espace.

Dans la lignée des travaux de lits utilisant la notion d'hyperplan
tangent, s'inscrivent les résultats de BARLOTTI [5] et BUEKENHOUT [7], ainsi
gue ceux que nous avons obtenus en collaboration avec BUEKENHOUT dans [ 12].
Nous y obtenons une caractérisation des semi-quadriques par I'étude des
eneemblee ami-giuxdpatiques, qui contiennent une droite ou qui sont inva-
riants par certaines perspectivités. De plus, nous montrons que, dans les
espaces projectifs de dimension finie, la notion d'ensemble semi-quadratique
contenant une droite coincide avec celle d'espace de Shult projectif, inspi-
rée du concept intrinseque d'espace de Shult ( 13] rappelé plus haut. Un espace
de Shult projectif d'un espace projectif P est une structure d'incidence
Onm JC(Ol) satisfaisant a l'axiome de Shult, ol est un ensemble
de points de P et X(01 un ensemble de droites de P toutes contenues dans
|{Q), I'incidence étant la relation d’appartenance dans P. Soulignons 1’im-
portance de la définition de Q comme paire de points et droites de Pj elle
est en effet indispensable pour la caractérisation des quadriques symplecti-
gues dont la structure totalement Isotrope n'est pas déterminée par son en-

semble de points.

Le chapitre 2 de notre travail étudie un concept plus général, celui
d'espace de Shult faiblement projectif, dont des exemples sont fournis par
les semi-quadrlques des sous-espaces projectifs de P. Un espace de Shult
faiblement projectif de P est un espace de Shult 0 = X(Q)) dont les
pointa et droites sont des points et droites de P, ces derniéres n'étant pas
nécessairement contenues dana”™(Q), l'incidence étant l'appartenance dans P,
et qui satisfait a quelques conditions naturelles (nécessairement vérifiees
dans le cas d'espace de Shult projectifs). Nous appliquons les résultats re-
latifs a ces ensembles au chapitre 3 de ce travail, montrant ainsi 1'intérét
que présente leur étude pour le deuxieme type de caractérisations des semi-

quadrlgues mentionné précédemment.

1) Le terme sous-espace projectif est employé ici pour désigner une sous-struc-
ture d’incidence de P qui est elle-méme un espace projectif, c’est-a-dire
un espace projectif construit sur un sous-corps du corps de base de P,
pour un choix convenable de coordonnées.



L’étude des espaces de Shult faiblement projectifs de P nous conduit
a conjecturer que, si P est fini, ceux-ci sont des espaces de Shult projec-
tifs dans un sous-espace projectif de P et sont donc, d’aprés [ 12], des semi-
quadriques de ce sous-espace. Notre principal résultat est de montrer qu’il
en est bien ainsi lorsque P est fini et de dimension 3, en construisant a
partir de I’espace de Shult, un sous-espace projectif de P. Cette construc-
tion utilise des caractérisations des plans affins et projectifs flnlsj on
ne peut donc espérer la généraliser aux espaces infinis. Par contre, il semble
fort probable qu’elle puisse s’étendre aux espaces projectifs finis de dimen-
sion quelconque : dans ce cas encore, nous pouvons construire, a partir de
I’espace de Shult considéré, un ensemble de points susceptible d’Stre un

sous-espace projectif de P,

Nous terminons le chapitre 2 par 1’étude des espaces de Shult projectifs,
en reprenant des résultats obtenus en collaboration avec BUEKENHOUT dans [N ]
et Une synthése de ces deux articles dégage les lignes directrices de
la démonstration prouvant que les espaces de Shult projectifs de P sont es-
sentiellement les seml-quadriques et permet de montrer que, par quelques mo-
difications des démonstrations, une hypothese exigée, dans [12], dans le
cadre des ensembles semi-quadratiques est superflue pour 01’étude des espaces

de Shult projectifs.

Le chapitre 3 de notre travail se rattache au deuxiéeme courant de
recherches évoqué plus haut : I'étude des sous-ensembles des espaces projec-
tifs par des restrictions sur le cardinal de leurs intersections avec les
droites de I’espace. Remarquons qu'une telle étude ne peut conduire, sans
autre condition, a la caractérisation des quadrlques symplectiques, leurs
droites totalement isotropes ne pouvant Etre distinguées, de cette fagon,
des autres droites. Le sujet a donné lieu a un trés grand nombre de publi-
cations, relatives toutes aux sous-ensembles des espaces projectifs finis.
Cette exclusivité des recherches pour les espaces finis s’explique par le
fait que les données mémes de la question conduisent naturellement a des
raisonnements de type arithmétique. Nous nous sommes efforcé de traiter le
probléeme de facon aussi géomeétrique que possible, ce qui nous a permis
d'obtenir quelques résultats valables dans les espaces projectifs Infinis
la réduction (selon des méthodes classiques) des ensembles dégénérés, I'étude
des ensembles de classe (0, 1, q, g«l) et celle des ensembles de Tallinl
dont nous parlons ci-aprés. Toutefois, nos principaux résultats sont rela-

tifs aux espaces projectifs finis.



Le chapitre 3 est consacré aux sous>ensembles des espaces projectifs
finis P~(q), rencontrés par toute droite en 0, 1, n ou g'»! points, avec
2 J n < q. De tels ensembles sont appelés, par G. TALLINI [ 34], ensembles
de classe (0 T, n, g+1). Leur étude n'a été entreprise Jusqu'lci, que pour
diverses familles restreintes d'entre eux. Citons, tout d'abord, les ensem-
bles de classe (0O, 1, n), ou arcs et calottes, qui font I'Objet de nombreux
articles repris, pour la plupart,dans [4] et [ 3l]i les ensembles de classe
(O, 1, 2, g+l1) sont étudiés par G. TALLINI [32], (33]i plus récemment,
M. TALLINI-SCAFATI (35], [36] détermine les ensembles de classe (1, n, qgq+1],

pour 3 { n < Q.

Les travaux de G, TALLINI sont a l'origine de la derniére section du
chapitre 3, Nous y définissons la notion d'ensemble de Tallini, étendant
celle d'ensemble de classe (0, 1, 2, p*!) aux espaces projectifs infinis.
Nous abordons leur étude par leur classification dans les espaces de dimen-
sion inférieure ou égale a 4 et par la construction de familles infinies
d'ensembles de Talllnl qui ne sont pas des quadrilquesi ceci nous conduit a
penser que la classification générale des ensembles de Talllnl est sans
espoir. Nous nous orientons alors vers la caractérisation des quadriques
orthogonales (finies ou non) grSce aux résultats sur les espaces de Shult
projectifs. Nous nous consacrons ensuite plus particulierement aux quadrl-
ques finies, en généralisant les résultats de G. TALLINI. Dans [32], cet
auteur prouve que les ensembles de classe (0, 1, 2, g'»l) de P.(q), dont le
cardinal vaut au moins qCJ“I 1, sont essentiellement Ié\s quadriques
orthogonales de P™(q), si d est pair, et les quadriques hyperboliques de
P~(q), si d est impalri dans son deuxieme article [33], il donne une carac-
térisation particuliére des quadriques elliptiques des espaces de dimension
impaire. Nous améliorons ces résultats, lorsque q est impair et supérieur a
3, en abaissant la borne choisie par G. Talllnl, de facon a caractériser

globalement les trois types de quadriques finies.

Les deuxieme et troisieme sections du chapitre 3 concernent les ensem-
bles de classe (O, 1, n, g” 1), pour n > 2| elles élargissent donc les re-

cherches de fl. TALLINI-SCAFATI sur les ensembles de classe (1, n, q+1).

Nous déterminons entierement les ensembles de classe (0, 1, q, g+1),
en généralisant les méthodes utilisées par M. TALLINI-SCAFATI [ 36] pour classer
les ensembles de classe (1, q, gq*!). En fait, ce résultat est valable dans

les espaces projectifs Infinis de dimension finie.



Vi

L'étuda des ansamblas de classe (0O, 1, n, g+1) des plans projectifs
se ramene a celle des arcs réguliers. M, TALLINI-SCAFATI [35] prouve que
les arcs de typa (I,n) sont, pour 3 * n g g-1 et g puissance d*un premier,
les sous-plans de Baer et les unltaux du plan. Ces derniers sont loin d'Stre
classés. Pourtant, dans les plans arguéslens, la seule classe d'unltaux
connue est celle décrite récemment par METZ [ 24], qui généralise les coniques
hermitiennes. Nous en obtenons une caractérisation par leur propriété d'inter-

section avec les sous-droites de Baer du plan.

La troisieme section du chapitre est sans doute la plus importante
elle constitue un premier pas vers une généralisation des résultats de
M, TALLINI-SCAFATI [ 36] caractérisant les quadriques hermitiennes finies en
tant qu'ensemblesde classe (1, n, g+1). Nous étudions les ensembles () de
classe (0, 1, n, g+l1) de F?j.(q), avec 3 g n ( g-1, contenant une droite, par
des méthodes essentiellement différentes de celles utilisées par M. TALLINI-
SCAFATI, Sachant que tout ensemble 0 cl-dessus, qui satisfait a lI'axiome de
Shult, est une quadrlque hermitienne, nous analysons les ensembles Q qui ne
constituent pas un espace de Shult projectif de P~(g). Nous montrons que ces
ensembles admettent nécessairement des sections planes réunion d'une droite
et d'un arc maximal ou complément d'un tel arc. Les ensembles 0 possédant
une section de ce dernier type peuvent 6tre déterminés, si n + 1, g pair.
Par contre, les ensembles n'en possédant pas sont plus difficiles a cerner)
nous en donnons une classification dans les espaces projectifs de dimension 3
et en déduisons une caractérisation des quadrlques hermitiennes en dimension
supérieure. La classification de ces ensembles dans est réalisée grSce
a la théorie des espaces de Shult faiblement projectifs établie au chapitre 2,
Elle permet, en effet, de déterminer les droites de Qi la seule inconnue sur
0 est donc I’ensemble de ses points n'appartenant a aucune droite de Q, Nous
n'‘avons pu prouver l'existence ou la non-existence de tels ensembles, mais
nous montrons que, si n est suffisamment grand par rapport a q, ils ne peu-

vent exister.

Pour terminer la section, nous déduisons de nos résultats le théoréme
de M. TALLINI-SCAFATI, en signalant que sa portée est, en fait, moins géné-
rale qu’elle ne I’annonce : en effet, elle utilise implicitement I'hypothése

n 2 1 pour q pair, hypothése qui nous est également nécessaire.



VI

Cléturons cette introduction en signalant que, s'il n'y est pas question
de chapitre 1, celui-ci n'en existe pas moins dans notre travail : il rassem-

ble les définitions et notations utilisées par la suite.



1. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Ce chapitre introduit la notion de sous-atructure d’incidence d’un
espace projectif P et réunit les diverses définitions et notations utili-

sées dans la suite.

Soit P un espace projectif. Dans ce travail, P est supposé de dimen-
eion finie d 5 2, Lorsque P est un espace projectif fini, son ordre est
noté gi si P est arguéslen, q est puissance d’un nombre premier p ; noua
posons g m p~. L’espace P peut 8tre considéré comme une structure d’inci-
dence P » (™(P), £(P)), ou NPJ est I’ensemble des points de P (notés a,
b,c, ...),X(P) [I’ensemble des droites de P (notées A,B,C, et I’inci-
dence, la relation d’appartenance. P est alors un espace linéalrei un sous-
espace de P (au sens usuel) est un sous-espace linéaire de P. Pour éviter
toute confusion avec la notion de sous-espace projectif de P définie ci-
dessous, nous appelons les sous-espaces linéaires de P, rxeeiétée linéaires
de P| elles sont notées S,T,U, ... . La variété linéaire engendrée par un
sous-ensemble X de points de P est notée<X>; En particulier, <a,b>est la
droite de P déterminée par les deux points distincts a et bi<a,b,c=est le
plan déterminé par les trois points non alignés a,b,c et est noté a ou 3 ou
y
Une structure d’incidence (5\ X) est une sous-structure d'incidence de P si
S* est un sous-ensemble de/~(P), X un sous-ensemble deX(P) et I’incidence
entre et X, la relation d’appartenance dans P, Une sous-structure d’inci-
dence de P qui est elle-mSme un espace projectif est appelée sous-espace

projectif de P,

Ce travail est consacré a I’étude de sous-structure d’incidence
0 m (*0), X(0)) de P, telles que toute droite de X(0) est incidente a au
moins deux points de 57(0). Un point appartenant a 5%(0) est dit point de 0
et I’ensemble des points de Q incidents a une droite de X(Q) est appelé
droite de Q«En d’autres termes, nous étudions les sous-ensembles de points
de P (appelés points de Q], muni des "traces” de certaines droites de P
(appelées droites de Q). La sous-structure d'incidence Q est dite structure

d'incidence dans P si <™0)> 1 P«



S| tout point de P appartenant a une droits de X(0) est un point de Q
(c’est-a-dire si les droites de 0 sont des droites de P) et si tout point
de Q est Incident a au moins une droits de Q, alors Q est dite réglée et

0 est déterminée par un ensemble X(Q) de droites de P,

Les espaces de Shult projectifs définis dans [ 12] sont des ensembles de

ce type. Si S est une variété linéaire de P, noua désignons par S O 0. la
structure d'incidence formée des points de S ™ NQ] et des droites de JC(Q)
contenues dans S. Un eoue-eepaoe de 0 (noté X.Y.Z] est un sous-espace lineé-
aire de la structure d'incidence (cNQ}. X(Q])| si Q est réglée, tout sous-

espace de Q est une variété linéaire de P.

Deux points distincts a, b de Q sont adjacente al la droite < a.b >
appartient a X(Q)| nous écrivons a V' b et nous convenons que tout point de
Q est adjacent a lul-méme. Si a n’est pas adjacent a b. nous écrivons a > b.
Le voieinage Qé d’un point a de Q est I’ensemble des points de Q adjacents
a a. Un point a de 0 est point double de Q si a est adjacent a tout point
de Q. c’est-a-dire si 0 m Q. Si Q possede un point double. Q est dite
dégénérée. Une droite A de P est dite tangente a 0 si |[An 5*0)| m 1 ou
si A B X(Q). Nous disons que A est une vraie tangente a Q si |AONQ] > 1.
Une droite de P qui ne rencontre pasc(O) ast extérieure a 0. Une droite de
P qui n’est ni tangente, ni extérieure a Q est dite sécante a D. Si a est
un point de P. le collier Qa du point a est 1’ensemble des points b de Q
tels que < a.b > est tangente a 0 an b. Remarquons que si a est un point de

0. alors le collier de a est le voisinage du point a.



2. ESPACES DE SHULT FAIBLEMENT PROJECTIFS.

L'objet de ce chapitre est une généralisation (dont I’intérfit appa-
raitra au chapitre 3) de résultats obtenus en collaboration avec BUEKENHOUT
dans [11] et [ 12] . Nous y avons montré que les espaces de Shult (et en par-
ticulier les quadrilateres généralisés] projectifs sont essentiellement les
semi-quadriques. Nous Introduisons Ici la notion d'espace de Shult faiblement
projectif. Nous prouvons que, dans tout espace projectif fini de dimension 3,
de telles structures sont essentiellement des espaces de Shult projectifs
dans un sous-espace projectif de P et sont dés lors des semi-quadrlques dans
ce sous-espace. De plus, notre méthode de démonstration permet de conjecturer
que le résultat est valable en toute dimension et que, dés lors, les espaces
de Shult faiblement projectifs d'un espace projectif fini P sont essentiel-

lement les semi-quadrlques d'un sous-espace projectif de P.

A. PRELIMINAIRES.

Définissons la notion d'espace de Shult faiblement projectif.
DEFISITION 2,1, Soit D - (™(Q), iT(0O)] une structure d'incidence de (resp.
dans) l'espace projectif P, comme nous l'avons définie au chapitre 1, (Rap-
pelons que P est de dimension finie). Nous supposons que X(O) 0 et que le
cardinal des droites de Q est supérieur a 2, Nous disons que Q est un espace
de Shult faiblement projectif de (resp, dans) P, si les conditions suivantes

sont satisfaites.

(1) La structure d'incidence (™N(Q), X(Q)] est un espace de Shult [I3 1,
c'est-a-dire, pour tout A 6 X(0) st pour tout a 6<(Q) n'appartenant pas a
A, le point a est adjacent a exactement un point de A, a moins que a ne soit
adjacent a tous les points de A n g.

(2) Pour tout a 6("(Q), la variété linéaire <Od > engendrée par le
voisinage Qé du point a rencontre Q exactement suivant Oé.

(3) SI A et B sont deux droites de X(Q) concourtantes dans P, alors

A et B se coupent en un point de Q.



Les aous-espaces projectifs de P sont des exemples d'espace de Shult
faiblement projectifs de P« ainsi que les seml-quadrlques d'un sous-espace
projectif de P, Remarquons qu'un espace de Shult faiblement projectif réglé
est un espace de Shult projectif au sens de [ 12]. Dans ce cas, les conditions
(2) et (3) sont en effet automatiqguement satisfaites : la condition (3) est

trivialement vérifiée et la condition C2) est démontrée dans (12] .

Une étude des espaces de Shult abstraits a été faite par BUEKENHOUT-
SHULT [13], Divers résultats obtenus dans cette étude intrinséque peuvent
Stre démontrés ici plus aisément. De plus, les démonstrations effectuées
dans le cadre des espaces de Shult faiblement projectifs permettent d'éten-
dre, aux ensembles dégénérés, certains résultats valables, dans le cadre
général, pour les espaces non dégénérés seulement. C'est l'objet des pro-

positions 2.1 a 2.4 qui suivent.
PROPOSITION 2,1, Soit Q un espace de Shult faiblement projectif dans P,
Alors tout sous-espaae de Q est un sous-espaoe projectif de P,

Démonstration. Un sous-espace de Q est, par définition, un espace linéaire
dont les droites sont des droites deX(D). Il suffit donc de montrer que
deux droites de Q dans ce sous-espace, qui sont concouriantes dans P, le

sont aussi dans le sous-espace de Q. Ceci est assuré par la condition (3].
PROPOSITION 2,2, Soit Q un espace de Shult faiblement projectif dans P,
Alors les sous-espaces maximaux de Q sont des sous-espaces projectifs de
méme dimension.

Démonstration, Soit r-1 la dimension maximale des sous-espaces maximaux de
Q. (Cette dimension maximale existe puisque P est de dimension finie). Sup-
posons Qu'il existe un sous-espace maximal X de 0 de dimension strictement
inférieure a r-1. Considérons un sous-espace Y de 0 de dimension r-1 tel que
dim (X Y) est maximale. Soit x un point de X-Y (le point x existe car X
est maximal et donc non Inclus a Y] et soit Z le sous-espace de Q engendré
par X et l'ensemble des points y de Y adjacents a x.

Par la condition (1) de la définition 2.1, lI'ensemble de ces points y est
un hyperplan de l'espace projectif Y et donc est un espace projectif de di-
mension r-2. Dés lors, le sous-espace Z est de dimension r-1. Hais, comme
I'ensemble des points y de Y adjacents a x contient X n Y, le sous-espace Z
contient le sous-espace engendré par x et Xn Y, Donc X Z contient stric-

tement X n Y, ce qui contredit I'hnypothése de maximallté de dim (X ™ Y).



DEFINITION 2,2, Si r-1 désigne la dimension commune aux sous-espaces maximaux
d'un espace de Shult faiblement projectif, alors r est appelé le rang de Q.
Les espaces de Shult de rang 2 sont les quadrilatéeres généralisés.
PROPOSITION 2,3, Soit Q un espace de Shult faiblement projectif dans P, Alors
I'ensemble A des points doubles de Q est un sous-espace de Q (et donc un

sous-espace projectif de P),

Démonstration. 11 suffit de montrer que, si a et b sont deux points doubles
distincts de 0» alors tout point ¢ de 0 sur la droite < a,b > est un point
double de Q. Le point c est évidemment adjacent a tout point de < a,b Q.
Prouvons que c est adjacent a tout point e de (0) m < a,b >. Puisque a et
b sont des points doubles, a e et b xe. Des lors, par (1), le point e est

adjacent a tout point de <a,b >N (J et donc c v e.

LEnBE 2,1, Soit Q un espace de Shult faiblement projectif dans P, Si S est
une variété linéaire de P, alors S n Q est un espace de Shult faiblement
projectif de (et non nécessairement dans) la variété S,

Démonstration. Soit A une droite de X(Q] contenue dans S et a un point de
Sn 0 non sur A, Toute droite par a quirencontre A est contenuedans la
variété linéaire S. Dés lors, puisque Qest un espace deShult, S n Qsatis-
fait a la condition (1) de la définition 2.1.

De méme les conditions (2] et (3) sont vraies pour S n Q, puisqu’'elles sont

vraies pour Q.

PROPOSITION 2,4, Soit Q un espace de Shult faiblement projectif dans P,
Alors les droites de Q ont méme cardinal (éventuellement infini), a moins
que Q ne soit dégénéré et de rang 2 ou que Q soit un réseau

Démonstration. Soient A, B 6 X(Q). Montrons que |[An g| ® |b n O].
1) Nous prouvons tout d'abord la proposition dans un espace projectif P de
dimension 3. Si 0 est de rang 4 (c'est-a-dire si 0 est un sous-espace pro-

jectif de P), la proposition est triviale. Si 0 est de rang 3, alors, par

1] Nous appelons réseau une structure d'incidence dont l'ensemble des droi-
tes est la réunion de deux familles de droites telles que deux droites
d'une méme famille sont gauches et toute droite de l'une rencontre toutes
les droites de l1’autre. Ces droites sont donc contenues dans une quadrlque
réglée a 3 dimensions, lorsque le corps de base est commutatif.



la proposition 2,2, A st B sont contenues dans des sous-espaces de dimension
2 de Q. Par la condition (3), ceux-ci se coupent suivant une droite de 0 et
sont donc des sous-espaces projectifs de méme ordre. Dés lors, 1A n o n
IBn O, SI Q est non dégénéré de rang 2, alors la condition (1) de la dé-
finition 2,1 permet d'établir une bljectlon entre AnQetBnNnQa moins que

Q ne soit un réseau, ce qui achéve la preuve,

2) Sl P est de dimension supérieure a 3 et si A et B sont deux droites gau-
ches, considérons la variété linéaire a 3 dimensions < A,B >, Par le lemme
2,2, < AB > n 0 est un espace de Shult faiblement projectif dans < A,B > et,
puisque A et B sont gauches, < AB > n Q ne peut 6tre dégénéré de rang 2, Dés
lors, par le 1), |An Q = |B Q , SI A et B sont concourkantes, soit C une
droite de Q rencontrant A en un point distinct de A n B ; une telle droite
existe deés que Q n'est pas dégénéré de rang 2, Alors < A,B,C =n 0 est un
espace de Shult faiblement projectif dans la variété a 3 dimensions <A,B,C >
qui ne peut 8tre dégénéré de rang 2. SI < AB,C =n 0 n'est pas un réseau, le
1) permet d'achever la démonstration, SI < AB,C > m» Q est un réseau, soit a
un point de C, non sur A, Les deux droites C et C par a du réseau<A,B,C >n 0
rencontrent respectivement A et B en les points ¢ et c'. Soit D une droite de
0 non dans < A,B,C = rencontrant B en un point différent de c', (Une telle
droite D existe car les droites de 0 extérieures a < A,B,C > ne peuvent tou-
tes passer par An B), Par la condition (3), 11 existe une droite E par a
rencontrant D ; cette droite est nécessairement gauche a A et B,

Par ce qui précede, on a alors |[ANQ| - |Enol "iBnol,

COTATION 2,1, Dans la suite, Q sera toujours un espace de Shult faiblement

Y

projectif dans P, qui n'est ni un réseau, ni a la fois dégénéré et de rang 2,

Nous désignons par e+l le cardinal des droites de Q,

Nous donnons maintenant une propriété des espaces de Shult dégénérés
faiblement projectifs, montrant le lien de ceux-ci avec les espaces non dégé-
néreés.

Soit L le sous-espace des points doubles d'un espace de Shult Q faiblement
projectif dans P de dimension d. Considérons l'espace projectif P* quotient
de P par la variété linéaire < A > ,

Sl 5 est la dimension du sous-espace projectif A et donc aussi de la variété
linéaire < A >, lI'espace P" est un espace projectif de dimension d-6-1, dont
les points sont les variétés linéaires de P de dimension 6+1 contenant < A >

et dont les droites sont les variétés de dimension 6+2 contenant < A >,



L'espace de Shult 0 de P induit alors dans Pé une sous-structure d'incidence
0" dont l'ensemble des points est Il'ensemble des variétés < X > engen-
drées par les sous-espaces X de Q de dimension 6*"1, contenant A, et dont
I'ensemble des droites "CQ") est l'ensemble des variétés < Y > engendrées

par les sous-espaces Y de Q de dimension ~*2, contenant A.

Visualisons la sltuatlont L'espace quotient P peut Stre réalisé par
la "projection a partir de 0" de p sur une variété linéaire S de P complé-
mentaire a < A >, La sous-structure d'incidence décrite ci-dessus fournit
alors une "projection” Og de Q dans S, Analysons cette projection, Gn volt
facilement que tout point a de Q engendre avec A un sous-espace X de Q, de
dimension 671 ce sous-espace X est un sous-espace projectif de la variété
linéaire < a,A >j] comme celle-ci rencontre S en un point ag, le point a se
projette dans S en ag. De méme toute droite A n Q de 0 gauche a A engendre
avec A un sous-eapace Y de Q, de dimension 6'»2) ce sous-espace Y est un
sous-espace projectif de < AA >j comme < AA > rencontre S suivant une
droite Ag, la droite A n Q se projette suivant la droite A*n Qg de Qg. On
volt alors facilement qu'il existe une projection canonique des sous-espaces
de Q sur les sous-espaces de Q et Q apparait comme la réunion de sous-espa-
ces projectifs dans les variétés linéaires < Xg,A >, ou Xg est un sous-eapa-

ce maximal de Qg,

Nous allons montrer que OO est un espace de Shult faiblement projectif

dans S et est non dégénéré,

PROPOSITION 2,5, Soit A le eoue-eepaoe des pointe doubles d*un espace de
Shult Q faiblement profeotif dans P et soit S une variété linéaire de P

complémentaire < < A >, Alors la "projection** de Q sur S a partir de A est

x

un espace de Shult non dégénéré faiblement projectif dans S, a moins que
ne soit une structure d*incidenoe dont lI'ensemble des droites est vide.

Démonstration, 1] 1l est clair que Qg est une structure d'incidence dans S.
En effet, nous avons vu que Q est Inclus a la réunion des variétés <

ou X est un sous-espace maximal de Q . Dés lors, si l'ensemble des points
de Qg n'engendrait pas S, l'ensemble des points de Q ne pourrait engendrer P,
2) Si 0 est de rang £"1, alors l'ensemble des droites de Qg est vide. Si le
rang de Q est supérieur a 671, noua montrons que Q vérifie les conditions

(1), (21, (3) de la définition 2.1,



(1) Soient Bg un point de Qg et Ag une droite de Qg ne comprenant pas
Bg. Considérons les sous>espaces correspondants X et Y de Q : ce sont des
sous-espaces contenant A, de dimension respective 6+1 et 672, Soit A n Q
une droite de 0 dans Y, gauche a A et soit a un point de X-A, Puisque 0 est
un espace de Shult, a est adjacent a un ou tous les points de An Q. Or*
toute droite B de 0 par a rencontrant A détermine avec A un sous-espace Z
de 0 de dimension 6*2 contenant X et rencontrant Y suivant un sous-espace
de dimension 671. Comme les droites de Q par a , qui rencontrent A , cor-
respondent a ces sous-espaces 2, nous av;r:;,[;;(;avé la propriété souwhaitée.

(2) Soit X le sous-espace de Q correspondant & un point a® de Q et
soient Y" les sous-espaces de Q contenant X. Si la condition (2; n'esvtv pas
satisfaite pour le point aW de OO’ alors il existe, dans la variété < YX >,
un sous-espace Z de dimension 6™ non contenu dans un Y™ Si a 6 XiA, alors
les points de ZnA appartiennent a < Qa >, mais ne sont pas adjacents a a,
ce qui est contraire au fait que 0 est un espace de Shult faiblement projec-
tif. La condition (2) est donc vérifiée.

(3) La condition (3) se veérifie aisément.
3] 1l reste a prouver que Qg est non dégénéré. Supposons que Qg possede un
point double Og : pour tout point bg de Qg, bg v Og. Soit X le sous-espace
de Q correspondant a Bg. Exprimer que Bg est adjacent a tout point bg de Qg
revient a dire que, pour tout sous-espace Y de Q de dimension 6*1 contenant
A, X et Y sont inclus a un sous-espace de Q. Par conséquent, tout point de

X est adjacent aux points de Y, pour tout Y, Donc les points de X sont des

points doubles de Q et X C A, ce qui est impossible par la définition de X.

Nous terminons par un lemme.

LEMME 2,2, Soit Q un espace de Shult faiblement projectif dans P et soient
a et h deux points adjacentede Q, qui ne sont pas des points doubles de Q,

Alors il existe un point o de Q tel que c "a et ¢ ™ b.

Démonstration, Supposons, par l'absurde, que tout point de Q est adjacent a
a ou b. Puisque a et b ne sont pas points doubles, il existe e " a (et alors
e b) et T % b. Soit An Q la droite de Q par e rencontrant < f,a >) le
point e' d'intersection est nécessairement distinct de a. Dés lors, tout

point c e, e de An Q est un point de Q non adjacent a a et b.



B. HYPERPLANS TANGENTS A g ET PERSPECTIVITES CONSERVANT Q,

Nous allons prouver pue, si 0 est un espace de Shult non dégénéré
faiblement projectif dans P, alors la variété linéaire < Qﬁ > engendrée

par le voisinage de tout point a de Q est un hyperplan de P.

LEMME 2,3, Soit Q un espace de Shult faiblement projectif dans P, Alors,
pour tout point a non double de Q, l'espace ™ sous-espace

propre de P,

Ceci est une conséquence immédiate de la condition (2) et du fait que Q

est non dégénéré.

LEMME 2,4, Soit Q un espace de Shult faiblement projectif dans P et soient

a et b deux pointe non doubles de Q, Alors dim ™ N~ ~

Démonstration, 1) Si a ™ b, alors <O =>n < Q. > est un hyperplan dans

fi U

< Qa > . an effet, <Oa >N < 0, > est une variété linéaire propre de < 0a >,

b

sinon par (2) (définition 2,1) a «w bi d’autre part, par les conditions (1)

et (3), Oan Qb engendre avec le point a la variété < Qa > et donc

<Q, =N<Qp =>»<Q _L>0) > est un hj¥perplan de < 0, >.

De méme < in >n < QD > est. un hyperplan de < DD ~ et donc

dm <0_>n81 dm <20
a b

2) Si a % b, on peut choisir un point ¢ /7 a, b (voir lemme 2.2) et des lors,

par le 1), on peut achever la démonstration.

LEMME 2,5, Soit Q un espace de Shult non dégénéré faiblement projectif dans
P, Alors, pour tout point a de Q, le point a est I'unique point de Q adja-

cent a tous les points de

Démonstration. Supposons qqu'il existe un deuxieme point a’ de Q adjacent a
tous les points de Qﬁ. Alors a* 'v a et, puisque Q est un espace de Shult,
tout point de < a,a’> n (Q est adjacent a tous les points de Qﬁ. Soit

b 6 ?2'(0) - Qﬁ. Il existe une droite de Q par b qui rencontre la droite

< a,a> n 0 en un point a". Par conséquent ™ Dﬁ» N contient strictement

< Oﬁ > , ce qui contredit le lemme 2,5.
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PROPOSITION 2,6, Soit Q un espace de Shult non dégénéré faiblement projectif
dans P, Alors, pour tout point a de Q, l'espace ™ hyperplan de Q,

Démonstration, Soit b 6 iT (0) "Oé et S la variété linéaire <Oé,b > , GrSce
aux lemmea 2.1 et 2,5, S o Q est un espace de Shult non dégénéré faiblement
projectif dans S, Par conséquent (lemme 2,4), pour tout point c de S n O.
dm < (S n O)C > 1 dim <Oa puisque Qa B (Sn Q)a, Or (S Q)C c QC et,
par le lemme 2,4, dim < QC > o dim <Oa >. Donc <(Sn0)C >"<OC pour
tout point ¢ de S n O.

Supposons, au contraire de la thése, que dim <Oé >1i d-2, ou d est la di-
mension de P. Alors dim S t d*l et il existe un point e de 0 extérieur a S.
Si A est une droite de X(Q) par a, alors il existe un point c de An 0 tel
que c e. 1l existe donc un point ¢ de S adjacent a un point extérieur a S,

ce qui contredit le résultat < (S n Q)C >0 < QC >, obtenu ci-dessus.

Si l'espace de Shult non dégénéré Q est réglé, on peut pousser plus
loin l'investigation de < Oé1 > et montrer que cet hyperplan est exactement
la réunion des droites tangentes a D en a (voir [12]). Ce résultat est faux

en général, mais i1l Justifie la définition suivante,

DEFINITION 2,3, Soit 0 un espace de Shult non dégénéré faiblement projectif

A

dans P, Alors 1'hyperplan < 0, > est appelé hyperplan tangent a Q en a et

d

est noté H ,
i a

La proposition 2,6 permet de prouver une propriété importante des

espaces de Shult faiblement projectifs.

PROPOSITION 2,7, Soit Q un espace de Shult faiblement projectif dans P et
soit a un point non double de Q, Si A* sont les droites de L(Q) dans un
plan a par a, alors toute droite B / A. de a joignant deux pointe de Q
rencontre chacuns des droites A" en un point de Q,

Démonstration. Remarquons tout d'abord que si a n Q contient une droite de
0, O n 0 doit étre une réunion de droites de 0 par a ou un sous-plande a.
Si an 0 ne contient qu'une seule droite de D ou si a n Q est un sous-plan,
alors la proposition est trivialement veérifiée. Supposons que a n 0 con-

tienne deux droites de 0 sans é&tre un sous-espace de O.
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Soit b un point do 0 non adjacent a a. La variété linéaire < a,b >, de di-
mension 3, rencontre 0 en un espace faiblement projectif dans < a,b >,

Cet espace de Shult < o,b > n Q ne peut Stre dégénéré ; en effet, supposons
qu'il posséde un point double ci ce point est nécessairement différent de a
et non dans ou des lors, une droite de o n 0 par a et le point ¢ sont conte-
nus dans un sous-espace de < a,b > n Q et donc a 'v ci par conséquent, la
variété linéaire engendrée par le voisinage de a contient < a,b>et, par

la condition (2) de la définition 2.1, on aurait a 'v b, ce qui contredit

le choix de b. Nous avons ainsi montré que l'intersection < a,b > HQ

est non dégénérée. Par conséquent, tout point de < a,b. H Q posséde un. plan -
tangent dans < o,b > (voir proposition 2.5)

Soit B une droite de a joignant deux points de 0 : B est une sécante <

avec a,‘:'B‘é' n 0 et a.K B AK nQ (= k). Comme il existeun point e a de
< a,b =>n 0 adjacent a a‘j et a, la sécante B est l'intersection des plans
tangents a <a,b >n 0 en a et e dans < o,b >. Dés lors, les conditions (1)

et (3) de la définition 2.1 montrentque B rencontre toutes les droites A"

par e en des points de Q.

En fait, la propriété que noue venone de démontrer est équivalente a
la condition (3) de la définition 2,1" lorsque Q est non dégénéré. En effet,
la proposition 2.7 montre que, si Q est non dégénéré, (3) implique la condi-
tion t

(3") Soit a B ~(0O) Bt A* les droites de JC(0) dans un plan a par a.
Alors, toute droite B A" dans a, joignant deux pointa de a n Q, rencontre
chacune des droites A" en un point de Q.

Inversément, C3") implique (3), pour toute structure d'incidence (dégénérée
ou non) veérifiant (1) et (2). Prouvons-le.

Soient A et B deux droites concourrantes appartenant a £(Q).

Soit a B An Q. Par (1), le point a est adjacent a au moins un point de B n Q]
il existe donc par a une droite C-B X(Q) rencontrant B en un point de Q. Deés
lors, le plan < A,C > est contenu dans <Oé > et donc, par (2), a est adja-
cent € tous les points de B rt Q. Comme B comprend au moins deux points de O,

la condition (3') permet de déduire que B rencontre A en un point de Q.

Nous prouvons maintenant une propriété des hyperplans tangents a Q.
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PROPOSITION 2,8, Soit Q un eepaoe de Shult non dégénéré faiblement projectif
dans P et soient a,b,a trois points non adjacents de alignés dans P,
Alors les intersections h_ n I-b* H nH_ et H n H_ coincident,

a b c c a

Démonstration. 11 suffit de montrer que Ha n H_est inclus a Hc’ Soit e un

b
point de Q dans Ha n Hb c'est-a-dire soit e S Oa Ob- Alors a,b 6 Qe et
donc He contient la droite < a,b >. Des lors, ¢ e et e 6 Hc' Comme
- . L .
Oa b a nl—!), nous avons ainsi prouvé que Ha n Hb & HC

La proposition suivante permet de construire des perspectivités con-

servant Q.

PROPOSITION 2,9, Soit Q un espace de Shult non dégénéré faiblement projectif
dans P, Soient a un point de Q et b* b' deux points de Q non adjacents au
point a, alignés avec a. Alors™ la perspectivité de centre a et axe

envoyant b sur b’, conserve Q,

Démonstration, Soit a la perspectivité de centre a et axe Ha’ appliguant b
sur b'. Désignons par A la sécante < b,b* >. La perspectivité o fixe tous
Soit ¢ 6i™M0) = Qﬂo

les points de H, et donc tous les points de 0

fl fl’
Supposons ¢ 0 A, Considérons la droite B » < b,c >. Elle rencontre H, en un

point B et B < Db'e >. ’

1) Si B est une droite de O, alors e est un point de 0. par la condition (2)
de la définition 2,1 et, par cette mfime condition, la droite < a,e > est une
droite de Q.

Alors, le plan < a,b,e > est contenu dans H6 et donc le pgint b', contenu
dans ce plan, est adjacent a e. Dés lors, le point ¢ " B n < a,c > est un
point de Q, par la proposition 2.7.

2) Si B n'est pas une droite de 0O, supposons tout d'abord qu’il existe un
point f, non dans Ha’ adjacent a b et c. Par le 1], " appartient a 0 (car
f n'est pas sur A), Dés lors, les points f et f° peuvent Jouer les ri5les de
b et b' en 1) et donc ¢* est un point de Q. Si tous les points adjacents a

b et c appartiennent a H,, on choisit deux points adjacents f et g, tels que

fl’

f b et gV c. En appliquant le méme raisonnement que ci-dessus, on obtient
0 .

gque ¢ est un point de Q.

Enfin, si ¢ 6 A, on choisit un point h de 0 non sur A et on utilise les ré-

sultats précédents.
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On a donc prouvé que Q est conservé par o.

De l'invariance de Q par ces perspectivités, nous pouvons déduire les

propriétés suivantes.

COROLLAIRE 2,2, Soit Q un eapaoe de Shult non dégénéré faiblement projectif
dans P, Alore toutes lee droites sécantes a Q rencontrent Q en le méme nom-
bre de points.

Démonstration. Soient A et A' deux sécantes. Nous allons montrer que
tAnQ -1A*O Q.

1) Si A et A* se coupent en un point a de Q, soit B une sécante quelconque
par a. Considérons le groupe Z des perspectivités de centre a et axe H3
laissant Q invariant. Par la proposition 2.9, ce groupe est régulier sur
I'ensemble des points CB n 0) " {a}, pour toute sécante B. Par conséquent,

[B n o] mlel¢+ 1 et en particulier [An g & |a' n O]

2} Si Aet A n'ont pas de point de Q en commun, considérons un point a
A et un point a' sur A'.

Si a / a*, alors par ]leD)» |[AnO | <a,a =no|l & [A" O].

Si a wa', on peut considérer (lemme 2.2) un point b non adjacentaa eta'.
Dés lors, land| » |[<ab>ngqg n |[<b,a> n Q =® |[A'n g, ce qui acheve

la démonstration.

NOTATION 2,2, Le nombre de points de Q sur une droite sécante a Q est noté

t* 2

COROLLAIRE 2,2, Soit Q un espace de Shult non dégénéré faiblement projectif
dans P, tel que t > 2, Soient a,b,fc' trois points de Q appartenant a une droite
de Q, Alorst il existe une projectivité fixant a et appliquant b sur b*, qui
conserve Q,

Démonstration. Soit A la droite < a,b > et soit B n Q une droite de 0 par a,
telle que < A,B > ne rencontre pas 0 suivant un sous-espace de Q : une telle
droite B (/ A) existe, car si toute droite B de Q par a était contenue dans
un sous-espace de Q par A, alors Qa serait la réunion de sous-espaces de Q
par la droite A et donc il existerait plus d'un point adjacent & tous les

points de 0 ce qui contredit le lemme 2.6. L'intersection < AB = (Q est

3 H
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donc formée de t*l droites de 0 par a (voir proposition 2.7 et notation 2,2),
Puisque t > 1, nous pouvons choisir une droite C 6 X(0) avec C ™~ A,B dans le
plan < A,B >, Soit 6 B,

La sécante < b = rencontre C en un point c®. Soit la perspectivité de

centre b et axe appliquant b sur ¢ : elle conserve Q (proposition 2.9).

La droite < c,b’ = rencontre la droite B en un point b”. Soit perspec-

tivité de centre et axe appliquant c® sur b* ; elle conserve également

Q. Deés lors, la composée O*0200" envoie b sur b* et fixe le point a n

A n B, puisqu'elle fixe la droite B incluse a H. n H , Remarquons que o
l1i I.2
induit dans le plan < A,B > une perspectivité de centre a et axe B.

C. CONSTRUCTION D'UN SOUS-ESPACE PROJECTIF DE P A PARTIR DE Q.

Nous avons remarqué que les semi-quadriques, et plus généralement les
espaces de Shult projectifs d'un sous-espace projectif de P, sont des espaces
de Shult faiblement projectifs de P. On peut se demander si tout espace de
Shult faiblement projectif de P est de ce type. Une réponse partielle a cette
question est donnée dans ce paragraphe. Nous allons prouver que si P est un
espace projectif fini de dimension 3, alors tout espace de Shult non dégénéré
0 faiblement projectif dans P, tel que t > 1, est un espace de Shult projec-
tif dans un sous-espace de P, L'hypothése de finltude de l'espace projectif
joue un roéle essentiel dans la démonstration (voir proposition 2.10)} par
contre, la restriction sur la dimension de P ne nous parait pas fondamentale,
ce qui nous conduit a conjecturer la généralisation du résultat aux espaces

projectif finis de dimension quelconque d i 3.

Le lemme suivant ne nécessite aucune hypothése sur l'espace projectif

P, excepté la flnltude de dimension Imposée dés le début.

LQIME 2,6. Soit Q un espace de Shult non dégénéré faiblement projectif dans P,
tel que t > 1, Soit a xm plan de P rencontrant Q suivant t+1 droites de Q

par un point a. Alors, le groupe G engendré par les perspectivités o de
centre b 9 anQ et axe laissant Q invariant, est transitif sur les sé-

cantes a Q dans a.
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Démonstration. Soient A et A* deux sécantes a Q dans a.

Il Supposons que A et A* se coupent en un point ¢ de Q. Soient e E An Q

et e 6 A'n Q» tels que e, €' c et e e*. (Les points e et e' existent car
t > 1), La droite sécante < e.e' > rencontre la droite de a n Q par ¢ en un
point e" de Q (proposition 2,7), Considérons la perspectivité o de centre e"
et axe o envoyant e sur e : elle conserve 0 (proposition 2,9), Cette pars-
pectlvité fixe la droite < e",c > de X(Q)) elle fixe donc le point c. Par
conséquent, < e,c >° 1 < e*,c >, c'est-a-dire A - A'. Noua avons ainsi montré
qu'il existe un élément de G qui applique A sur A'.

2) SI A et A* se coupent en un point n'appartenant pas a ~(0), considérons

un point f 6 An 0 et un point F E A" r* 0 telsque T 7" F, Soit g un point

de < F,F > n 0 différent de f et ¥'. (Le point g existe car t > 1), La
perspectivité t de centre g et axe H envoyant ¥ sur F conserve Q. Elle
envole donc la sécante A sur une séc%mte A” de plan a qui rencontre A' en
lepolnt f* de Q. Deées lors, par le 1), 11 existe une perspectivité a appli-
quant A" sur A*. Par conséquent, la projectivité o o t de G applique A sur

A', ce qui compléete la démonstration.

Nous allons maintenant construire a partir de 0 (supposé non dégénéré
et tel que t > 1) une sous-structure d'incidence de P. Dans ce but, nous
construisons tout d'abord une sous-structure d'incidence dans chaque plan a
de P rencontrant 0 suivant t+1 droites de Q par un point . Cette construc-
tion n'est Intéressante que al P eet fini, car, c'est sous cette hypothese
seulement que nous pouvons montrer qu'elle constitue un sous-plan projectif

de a.
1) Sous-structure d'incidence (’\a, Xa) de a.

Soit a un plan de P rencontrant 0 suivant t+1 droites de Q par un
point a. Considérons la sous-structure d'incidence suivante (’a\, Xa) du plan
a | S est I'ensemble des points de a appartenant a deux droites de a sécan-

tes a Q, XO est lI'ensemble des droites de a sécantes a Q,

Cette structure d'incidence'Jouit des propriétés suivantes.
(Il Comme a contient s(t'Ml) points b de 0 non adjacents a a, comme 11 existe

st points de Q non adjacents a b et qu'une sécante a 0 comprend t™l points

de O, noua avons |X/ -
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(i) Par la définition mfime da (5’{;, Xa), deux droites de Xa se coupent en

un point de 5*\

(111) Grace au lerme 2.6, X peut 6tre considéré comme I*orblte par le
groupe G d'une sécante A a gdans a. Oe plus, les points de -a appartenant

a une droite de Xa sont les Images par un élément de G des points de 9'CL sur
A. Par conséquent, le nombre de points de 9' incidents a une droite de X

est indépendant de cette droite. Deés lors, Iae nombre de droites de X pag-
sant par un point de j est également indépendant du point. Or, par Sn point
(distinct de a) de a n®0,11 passe Ss_t B s sécantes a 0 dans a. Par conséquent,

par tout point de of passent s droites de Xa'

Cas trois propriétés montrent que ( £ ) eet un plan affin dual
d'ordre e .En effet, sa structure d'incigencae duale est un ensemble de
52 points, muni de droites de s points, tels que deux points déterminent
une droltei cette structure est un plan affin, par une caractérisation connue

des plans affins finis (voir [16] p.I139).
2) Sous-structure d'incidence (’\O, Ta) de o.

Nous allons corrlpléter la sous-structure d'incidence {3('), Xa) en un
sous-plan projectif (sT? 1) de a, grSce aux observations suivantes.
(Iv) Les S pointa, distincts de a, d'une droite de Q par a dans a consti-
tuent une classe de pointa paralléles de ( >"a, Xa)' En effet, par la defi-
nltion de Xa’ deux pointa d'une droite de 0 par a n'appartiennent a aucune
droite de £~ et, par conséquent, les s points de Q différents de a sur cette
droite forment une classe de points paralleles,
(v) Soient b et b' deux points distincts d'une droite de a n 0 par a (b, b’
y a). Par le corollaire 2,2, il existe une projectivité conservant 0 et in-
duisant dans a une perspectivité de centre a qui a pour axe une droite de
an 0 et qui appligue b sur b'. Considérons l'ensemble H des s perspectivi-

tés induites dans a et déterminées par les s points b' ade <a,b>=n 0.

1) Lin plan affin dual est la structure d’incidence duale d’un plan affin.
Dans un plan affin dual d'ordre s, les droites sont incidentes a s*I
points et deux droites quelconques ont un point commun. Deux points dé-
terminent 0 ou 1 droitej si deux points n'appartiennent pas a une droite,
ils sont dits paralleles et I’ensemble des points du plan est partitionné
en sl classes de s points deux a deux paralleles.
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Soit ¢ un point de 3'a n'appartenant pas a Q. L'orbite de ¢ par H est un en-
semble de s points alignés avec a. Comme ces s points sont forcément des
points de 5~ et comme aucune droite de o par a n'appartient a ces s

points constituent une classe de points paralleles de

Nous avons ainsi montré que les classes de points paralléles du plan

affln dual {3a,£>a) coincident avec les "traces" dans 30 des .droites de a

par a. Par conséquent la structure d'incidence . JCa), ou AO est la réu-

nlon Sa U {a} et JCa est la réunion de Xa avec les droites de a par a com-

prenant un point de ™ , est un sous-plan projectif de a. Nous avons donc la

PROPOSITION 2»10, Soient P un espace projectif fini et Q un espace de Shult
non dégénéré faiblement projectif dans P, tel que t > 1, Soit a un plan de
P rencontrant Q en t+1 droites par un point a. Alors”™ la réunion de a et
des pointe de a appartenant a deux sécantes a a n Q constitue un sous-plan
projectif de a, (Les droites de ce sous-plan sont, bien sdr, les "traces"

des droites de a).

Nous sommes maintenant en mesure de construire une sous-structure
d'incidence de P et de prouver que celle-ci est un sous-espace projectif de
P, lorsque P est de dimension 3,

DEFINITION 2,4, Soit P un espace projectif fini et 0 un espace de Shult non
dégénéré faiblement projectif dans P, tel que t > 1. On définit une sous-

structure d'incidence (3. £) dans P par réunion des plans projectifs {J"a’ £O)
définis ci-dessus : 3 est la réunion des ensembles de points 3a et X la réu-

nion des ensembles X”, pour les plans o de P rencontrant 0 suivant t*l droi-

tes de Q.

Noua allons montrer que, ai P est de dimension 3, {3, £) est un sous-
espace projectif de P,

Ceci nécessite les lemmes suivants.
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LEMME 2,7, Soient P un eepaoe projectif fini de dimension 3 et Q un espace
de Shult non dégénéré faiblement projectif dans P, tel que t > 1, Si

et (S"Pf |P) sont des sous-plans projectifs distincts définis ci-dessus”®
alors l'intersection de ces deux plans est une droite dans chacun d'eux.

Démonstration. Soient H_ et Hb les plans tangents qui contiennent respect!-
a
vement , Jt et (7., ),
a a) ( 6 6)
Comme P est de dimension 3, a et b sont nécessairement distincts, sans quoi

a m b serait un point double de D. Des lors, la droite Ha n H_ ne peut 8tre

b
une vraie tangente a Q. Si Hd N HD appartient a £(0), le lemme est trivial,
Si H n H est une sécante a D, H n H appartient a8 £ et , Tout point
de 0 sur cette sécante appartient évidemment a et Soit ¢ un point de

y01 0 Hé1 n H.D, non dans O. Le point ¢ appartient a une sécante A a 0 dans Ha,
avec A K Ha n H.D, Soit e un point adjacent aux points de A n Q : ce point

est choisi parmi les points de Q appartenant a I’intersection des plans tan-
gents en deux points de A n Q (voir proposition 2,6), Le point e ne peut 8tre
dans n 0O, sinon 0 serait dégénéré. Des lors, le plan tangent en e rencon-
tre suivant une sécante B a Q, Cette sécante B passe par c, ce qui montre
que c 6 ™ ,

P
Nous avons ainsi prouvé le lemme 2.7.

LEMME 2,8, Soient P un eepaoe projectif fini de dimension 3 et Q un espace
de Shult non dégénéré faiblement projectif dans P, tel que t > 1, Si a est
un point de Q et si (.Jél. Ta) estun sous-plan projectif ne contenant pas a,
alors toute sécante a Q par a rencontre le plan a en un point de

Démonstration, Soit A une sécante a Q par a. Elle rencontre le plan a en un

point c. Soit H, un plan tangent contenant A. Si e est un point de a, alors

0
le point ¢ appartient clairement a Aa' Si e n’est pas un point de a, alors

le point ¢ appartient a a -n et, par le lemme 2.7., c 6

LUIME 2,9, Soient P un espace projectif fini de dimension 3 et Q un espace
de Shult non dégénéré faiblement projectif dans P, tel que t > 1. Si a est
un point de Q et si estun sous-plan projectif ne contenant pas a,

alors toute droite joignant a & un point de est une sécante a Q,
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Démonstration. Calculons le nombre de sécantes a Q par un point a de Q.
Puisque Q est un espace de Shult non dégénéré d'un espace projectif de
dimension 3. Q est de rang 2| Q est un quadrilatére généralisé dont les
droites ont s-*1 points et ayant t~l droites par un point. Dés lors [38].
le nombre de points de 0 vaut (s+IHst+IT. Or. il y a exactement s(t+l) +1
pointa de 0 adjacents a a et les points de Q non adjacents a a se répar-
tissent sur des sécantes a 0, qui rencontrent Q en t~l points (voir corol-
laire 2.1). Par conséquent, il passe - c’est-a-dire
8 droites sécantes a 0 par a. Par le lerrme 2.8, toute sécante a 0 rencon-
tre Oen un point de ™~ . Dés lors, comme aucune droite par a dans H n'est
sécante a Q, les 52 sécantes par a sont les 52 droites Joignant a alix 32

oints de 3* - H
P a a

LEtME 2,10, Soient P un espace projectif fini de dimension 3 et 0 un espace
de Shult non dégénéré faiblement projectif dans P, tel que t > 1, Si a est
un point de Q et si est un sous-plan projectif ne contenant pas a,
alors tout point de 9 appartient a une droite joignant a a un point de 9,

Démonstration, Supposons qu'il existe un point b de ? non situé sur les
droites Joignant a a un point de Ce point b est un point d’un sous-plan
projectif (fP, JCP) dans un plan B rencontrant Q en t+1 droites de 0, Ce plan
6 est nécessairement distinct de Hé, car, par le lemme 2.7, b ne peut appar-
tenira H, Sia 09 , alors, par le lerrme 2.9, < a,b > est une sécante a 0)
si a 6 )_(® alors < a,b > est également une sécante a O,puisque B /7 H . Par
conséquepnt, grace au lemme 2,8, < a,b > rencontre a en un point de ce

qui acheve la dérrronstration du lemme.

Ces divers résultats permettent de montrer que (N£) est un sous-espace
projectif d'ordre s dans P, Des lors, Q est un espace de Shult projectif
dans
THEOREME 2,1, Soient P un espace projectif fini de dimension Z et Q un
espace de Shult non dégénéré faiblement projectif dans P, tel que t > 1,
Alors Q est un espace de Shult projectif dans un sous-espace projectif dans P,

Démonstration, Nous prouvons que la structure d'incidence (*JC) définie ci-
dessus est un sous-espace projectif dans P. Remarquons que, si [9, X) est un

sous-espace projectif de P, alors {9, X) ast nécessairerrrent un sous-espace
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dans P, puisque ?'3 MQ) et que > n P. Pour montrerque est un
sous-espace projectif de P, il suffit de prouver que est un espace
linéaire tel que deux droites de X concourltantes dans P se coupent en un
point de 5',
1) Soient A, B 6 X concouriantes dans P, Montrons que A o B G”*, Soient

o x et O'r—‘>|‘;!>") deux sous-plaru contenant respectivement A et B. Par
le lemme 2.7, I’intersection de ces deux sous-plans est une droite dans
chacun d’eux. Par conséquent, A n B est un point de 57,
2) Montrons que deux points b et b' de 5 déterminent une droite appartenant
a X. Si b et b sont dans un mSme plan rencontrant 0 en t*-! droites de Q,
alors la propriéeté est veérifiée. Supposons qu'il n’ensoit pas ainsi. Con-
sidérons un sous-plan (’\a, Ua) et un point a de Q nondans a, ni sur < b,b’ =.
Par le lemme 2.9, < a,b,b’ = rencontre ’\a suivant une droite de JPa et
< a,b,b’ =>n 9 est I’ensemble des pointa de 9 sur les droites joignant a a

la droite < a,b,b’ N Donc I’intersection < a,b,b’ >'*5'e3t un ensemble

1
113

de 52 ¢ s ¢ 1 points. De plus, les droites de la structure d’incidence

< a,b,b* = O C5,X) comptent toutes a+l points) le nombre de droites par un

point dans cette structure d’incidence est donc indépendant du point choisi ;

il vaut a-»l (voir nombre de droites par le point a). Par conséquent, < a,b,b’ >
(™, X) est constitué de s ¢ s ¢ 1 points dont chacun est incident a a+l

droites et est tel que deux de ses droites sont toujours sécantes. Par une

caractérisation des plans projectifs finis (voir | 16] p.I38), < a,b,b’ =0

(S'X) est un plan projectif, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

La démonstration ci-dessus ne peut s’étendre directement aux espaces
projectifs P de dimension d > 3. Toutefois, il doit 6tre possible de géné-
raliser le résultat ci-dessus, en utilisant une induction sur la dimension
de P. Par exemple, considérons un hyperplan H de P engendré par des points de
0 et tel que H o Q soit non dégénéré. Si 1’on peut prouver des résultats ana-
logues a ceux des lemmes 2.6 a 2.10, en remplagant le sous-plan (?#, JCY) par
le sous-espace projectif dans H construit a partir de H n 0, alors la démons-
tration du théoréme 2,1 peut se généraliser aux espaces de dimension supé-

rieure a 3. Ceci nous conduit a la

CONJECTURE 2,1, Soient P un espace projectif fini de dimeneion d i 3 et Q
un espace de Shult non dégénéré faiblement projectif dans P, tel que t > 1,

Alors Q est un espace de Shult projectif dans un sous-espace projectif dans P,
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Cette conjecture. Jointe aux résultats de la section D, permet de
penser que les espaces de Shult 0 faiblement projectifs cl-dessus sont
les quadrilques hermitiennes ou symplectiqueBd'un sous~espace projectif
dans P# Ce résultat est en tout cas démontré en dimension 3 par les théo-

remes 2.1 et 2.5.

D. ESPACES- DE SHULT PROJECTIFS.

Cette section synthétise les résultats relatifs aux espaces de Shult
projectifs, obtenus on collaboration avec Buekenhout dans [ 11] et [ 1/~ .
Nous décrivons, sans démonstration détaillée, les lignes directrices du
raisonnement prouvant que les espaces de Shult Q projectifs dans P sont
essentiellement les seml-quadriques dans P, Soulignons que cette caracté-
risation des seml-quadrilques en tant qu'espaces de Shult projectifs n'est
pas tout a fait générale : quelques hypotheses supplémentaires (sur Q ou P)
doivent 8tre Introduites au cours du travaili notre but est de mettre en
évidence l'origine de ces restrictions, dont on peut conjecturer que la

plupart sont superflues.

Dans [12], le point 4] cl-dessous a été placé dans un cadre plus géné-
ral, celui des ensembles seml-quadriques Invariants par "suffisamment de
perspectivités" (nous verrons plus loin en quoi consiste cette généralisa-
tion). Le plongement de tels Stres dans une polarité de P n'a pu se faire
qu'en les supposant de défaut non maximal (voir définition plus loin). Nous
montrons, dans le présent travail, que cette hypothése est supeirflue pour

les espaces de Shult.

Une premiere étape est de ramener I'étude des espaces de Shult pro-
jectifs dans un espace projectif P quelconque, a celle des espaces de Shult

projectifs non dégénérés,

THEOREME 2,2, Soit Q = £(Q)) un espace de Shult projectif dans P,
Alors, l'ensemble des points doubles de Q est une variété linéaire a. de P,
De plus, si S est une variété linéaire de P complémentaire a L , alors

Q = S n Q est un espace de Shult non dégénéré projectif dans S et Q est
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A

entierement déterminé a partir de Q et é ; &(Q) eet I'eneemble dee pointe
dee variétés linéairee déterminées par L et un point de Q et £(Q) eet en-
semble dee droites dee variétés linéaires déterminées par A et une droite
de Q

Inversémentf toute structure d’incidence Q décrite comme ci-dessus”™ a
partir d’une variétée linéaire de P et d’un espace de Shult non dégénéré
Q dans une variété linéaire S complémentaire a A, est un espace de Shult

projectif dans P dont 0I’ensemble dee points doubles est A,

Une démonstration détaillée de ce théoréme, valable également en dimension

infinie, est due a PERCSY [ 26] .

La suite du travail est consacrée aux espaces de Shult non dégénérés.
Pour prouver que ceux-ci sont essentiellement les seml-quadriques, nous
construisons a partir de Q une polarité dans laquelle Q est plongée En
effet, puisque la notion d'espace de Shult coincide [ 13] avec celle d'espace
polaire introduite par TITS [ 44], nous pouvons, une fois ce plongement réa-
lisé, nous référer au théoreme de TITS ( 44]classant les espaces polaires
plongeables dans une polaritéj ce théoréeme achéve alors la démonstration

du résultat que nous avons annonce.

La construction d'une polarité a partir de Q se fait en plusieurs
étapes. Certaines parties du raisonnement ne sont malheureusement pas vala-
bles en toute généralité : nous sommes amenés a introduire quelques hypo-

théses complémentaires en cours de démonstration.

1) "Hyperplan polaire* d'un point de P.

Nous associons a chaque point a de l'espace projectif P un hyperplan
de P ou l'espace P lui-mbme. Cette relation peut étre établie dans un espace

projectif P quelconque de dimension finie d» La définition de cette relation

1] La notion de polarité est prise ici dans son sens le plus large, intro-
duit par TITS [44] i toujours selon la terminologie de TIts, 0 est dit
plongeable dans une telle polarité si I'ensemble des droites de Q est
Inclus a lI'ensemble des droites totalement isotropes de la polarité.
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est dictée par les propriétés de la polarité déterminée par une semi-qua-

drlque de P.

DEFINITION 2,5, Pour tout point a de P, on définit \*hyperylan polaire n(a)

du point a comme la variété linéaire < Qé > engendrée par le collier Od du

point a (voir définitions du chapitre 1). On montre que la variété <Qé>est

un hyperplan de P, & moins qu’elle ne coincide avec P,

Remarquons que si a est un point de O, < Oa N sst 1*hyperplan tangent
Ha tel qu'il a été défini dans la section B de ce travail. Pour les espaces
de Shult projectifs, cet hyperplan est exactement la réunion des tangentes a
0 par a, résultat qui sera utilisé dans les démonstrations ultérieures. Ceci
explique que les raisonnements ci-dessous ne peuvent se généraliser directe-
ment aux espaces de Shult faiblement projectifs. De plus, cette propriété
nous a permis [ 12] de généraliser la notion d'espace de Shult projectif en
définissant le concept d’ensemble semi-quadratique : un eneemble aemi-quadrati-
que dans P est une sous-structure d'incidence de P telle que la réunion des
tangentes en un point est un hyperplan de P ou P lul-mfime, (Si ce dernier
cas est réalisé pour un point de I’ensemble, I’ensemble est dit dégénéré).
Il est facile de voir qu’un ensemble semi-quadratique dont I’ensemble des
droites est non vide est nécessairement un espace de Shult projectif. La
notion d’ensemble semi-quadratique est donc plus générale que celle d’es-
pace de Shult en ce sens qu’elle peut étre définie pour des sous-structures
d’incidence de P dont I’ensemble des droites est vide. Les points 2) et 3) qui
suivent sont relatifs strictement aux espaces de Shult projectifsi le point
4) par contre, est valable également pour certains ensembles semi-quadrati-

ques sans droite. Nous y reviendrons plus loin.

La suite de la démonstration consiste a prouver que la relation Il
définie en 1) est une polarité de P, c’est-a-dire qu’elle satisfait a la
condition a 6 n(b) => b 6 ll(a), pour tout a,b 6 P, La preuve de cette pro-

priété est basée sur I’existence de certaines perspectivités conservant Q.
2) Construction de perspectivités conservant Q.

La proposition ci-dessous est valable dans tout espace projectif de

dimension finie d.
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PROPOSITION 2,12, Soit Q un espace de Shult projectif dans P, Soient a xm
point de P et b”b* deux points distincts de C, différents du point a. Alors

la perspectivité de P de centre a et axe Tl(a) envoyant b sur £ conserve Q,
Remarquons que cette propriété a été prouvée, pour a 6 (Q), dans le cadre

des espaces de Shult faiblement projectifs.

Nous savons que toute sécante a un espace de Shult (faiblement] pro-*
jectif 0 rencontre 0 en t+1 points. Dés lors, la proposition 2.11 montre
que, si t > 1, il existe, pour tout point a de P tel que Ill(@a] ™ P, une

perspectivité non triviale de centre a et axe n(a) conservant Q.

Dana la suite du raisonnement, nous supposons t > 1, Cette restriction
n’est pas fort génante car, ai t«l, 0 est un ensemble quadratique dans P et,
grace au résultat de BUEKENHOUT [ 71, Q est une quadrique dans P, ce qui

prouve le résultat annoncé lorsque t=l.

3) Points défectifs de Q.

Noua allons montrer qu’en général, les points de P tels que n(a) » P,

sont les points défectifs de P,

DEFINITION 2,6, Un point de P est appelé point défectif de Q s’il appartient a
tous les hyperplana tangents a Q. On voit facilement que I’ensemble des
points défectifs de 0 est une variété linéaire de P, dont la dimension est

inférieure ou égale a d-2. Si elle vaut d“2, Q est dit de défaut maximal. M

PROPOSITION 2,12, Soit Q un espace de Shult non dégénéré projectif dans P de
rang r i 2, Si a est un point de P tel que T(a) = P, alors a est un point
défectif de Q,

Ce résultat n’est autre que celui de la proposition 10 dans [ 12] .

Cette proposition ne peut s’étendre aux espaces de Shult de rang 2,

c’est-a-dire aux quadrilatéres généralisés, que si P est fini.

1) Cette définition peut étre étendue aux ensembles semi-quadratiques
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PROPOSITION 2,13, Soient P un espace projectif fini et Q un quadrilatere
généralisé non dégénéré dans P, tel que t > 1. Si a est un point de P tel

gque \[(a) = P, alors a est un point défectif de Q,

Ceci a été démontré dans | il] , On y définit la fermeturB linéaire dans
d’un sous-ensemble de ~(0), par la notion d'ensemble linéairement fermé
dans ; un ensemble E de points de 0 est linéairement fermé dans 57(0)
si les points de 0, appartenant a toute droite de P joignant deux points
de E, sont dans E, On montre alors (lemmes 11 a 14) que la fermeture liné-
aire dans Q) d'un ensemble E de points de Q est la section de Q par la
variété < E >j ce résultat est basé essentiellement sur l'inégalité de
HIGMAN [ 19], redémontrée par CAI'ERON [ 14] . Or Cpropositlon 4), si une droite
de P comprend doux points du collier 0a d'un point a, alors tous les points
de 0 sur cette droite sont dans Oa' On déduit de ces deux propriétés (pro-

position 10) que si < Oa > 1 P. alors a est un point défectif,

Les deux propositions ci-dessus. Jointes a la proposition 2.11, mon-
trent que si t > 1 et si 0 est de rang » 3, ou lorsque P est fini si Q
est de rang 5 2, alors il existe, pour tout point a non défectif de P,

une perspectivité non triviale de centre a conservant Q.
4) Polarité n dans P.

Considérons la relation n construite en 1), Voyons sous quelleCs) con-
dition(s) n est une polarité de P, Nous donnons ici une nouvelle étude de
la question qui s’inspire néanmoins fortement de [ 11] et [12] . En effet,
les démonstrations de [ 1™ sont faites dans le cadre des ensembles semi-quadra-
tiques Q qui admettent, pour chaque point a non défectif, une perspectivité
de centre a conservant Oi dans ce contexte plus général, le travail néces-
site I’hypothése que 0 est de défaut non maximal, hypothése qui est super-

flue dans le cas des espaces de Shult comme nous le montrons ci-dessous.

Nous allons prouver que, si tout point a de P tel que I[(a) = P est
un point défectif de C, alors la relation n est une polarité de P. Montrons
que si a E n(b) alors b E n(a).
a) Si n(a) m P, la propriété est triviale.
b) Si n(b) » P, alors, par I’hypothése faite, b est un point défectif de Q.
Prouver la condition revient alors a montrer que I’ensemble des pointa dé-

fectifs est inclus a I’hyperplan polaire n(a) de tout point a de P, Nous
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pouvons supposer que IUa] est un hyperplan. Considérons (proposition 2.11)
une perspectivité non triviale a de centre a et axe ll(a) conservant 0. La
variété linéaire des points défectifs de 0 est évidemment Invariante par>.
Or les variétés linéaires Invariantes par a sont les variétés comprenant a
et les variétés contenues dans n(a). Comme a n'est pas un point défectif,
ceci montre que la variété linéaire des points défectifs de Q doit Stre

contenue dans llI(a), ce qui acheve le b).

c) Sl n(a) et n(b) sont des hyperplans, considérons la perspectivité a de
centre a et axe ll(a). Puisque b E n(a), b est fixe et donc, par la défini-
tion de n(b)M'hyperplan n(b) est Invariant par o. Or les hyperplans Inva-
riants par 0 sont les hyperplans par a et 1l'hyperplan n(a), La propriété
souhaitée sera donc démontrée si l'on écarte la possibilité n(b) = n(a)»
avec a 0 n(a). Ce cas a été écarté dans [ 12] grSce a I'hypothése de non
maximallté du défaut de O. En fait, un raisonnement effectué dans [ 11] pour
les quadrilateres généralisés peut Stre appliqué aux espaces de Shult, comme
suit. Soient e et e” deux points de 0 sur une sécante par b| nécessairement

H ff H . Grace a l'existence d'une perspectivité de centre b et axe n(b),
®1 ®2
I’Intersection des hyperplans tangents H et H est la variété H nlli(b).
®1 ®2 ®1
De plus, H et H ne contiennent pas a, puisque e , e 0 n(a). Des lors,
®1 ®2 A
puisque b 0O H , H , les hyperplans H et H rencontrent la droite

®1 ®2 ®1 ®2
a,b > en deux points distincts ¢c* et c®, différents de a et b.

Comme la droite < a,b > est contenue dans 1'hyperplan tangent de tout point

de Onn() m»m 0 nll (b), le collier 0 contient tous les points de 0 dans
N

n(a "H(b). Mais c1 B H , Donc H (CI) B P et, par I’hypothése faite au

départ, ¢™ est un point défectif. Ceci contredit le fait que c* 0

Nous avons ainsi prouvé que T est une polarité de P dés que les seuls
points a tels que ll(a) m P sont les points défectifs de 0. Par la définition
mSme de H, Q est plongé dans cette polarité et dés lors, par le résultat de

TITS [44], et en se référant a [7] pour le cas t''lI, on a démontré le

THEOREME 2,3, Soit Q un espace de Shult non dégénéré projectif dans P tel
que le collier d'un point a de P engendre P si et seulement si a est un

point deéfectif de Q, Alors 0 est une eemi™quadrique dans P,
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GrSce aux propositions 2.12 et 2.13. on obtient ainsi les

THEOREME 2»4, Soit Q un espace de Shult non dégénéré projectif dans P de

rang r i 3, Alors Q est une semi-quadrique dans P.

THEOREME 2,5, Soient P un espace projectif fini et Q un espace de Shult non

dégénéré dans P de rang r 1 2, Alors Q est une semi-quadrique dans P,

Nous terminons le chapitre en signalant que THAS-DE WINNE [**1] ont
trouvé récemment une autre démonstration du fait qu’un quadrilatere géné-
ralisé non dégénéré projectif dans un espace fini est une semi-quadrique.
Cette démonstration est basée sur divers résultats combinatoires, relatifs
notamment aux sous-quadrilateres d’un quadrilatére généralisé et a la carac

térlsation des semi-quadriques (notamment [28] et [36]).
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3. ENSEMBLES DE CLASSE (O, 1, n, g+1)

Dans ce chapitre, nous n’envisaEBons que des sous-structures d’inci-
dence Q m (5°CQ), <C(0)) de P telles que les droites deXCQ} sont les droites
de P incluses a ~Q). La sous-structure d'incidence Q est alors entierement
déterminée par l'ensemble ~(0) de ses points s Q peut Etre définie comme un
ensemble de points de P. Ce chapitre étudie donc certains sous-ensembles de
points do P, que, par abus de notation, nous noterons Q. Ce qui précéde per-
met d'adopter, a propos des sous-ensembles 0 de P, les définitions du chapi-
tre 1 relatives aux sous-structures d'incidence de P : par exemple, une
tangente & Q est une droite de P qui rencontre 0 en un seul point ou y est
incluse, une Vraie tangente a Q est une droite rencontrant Q en un seul
point, une sécante & Q est une droite non contenue dans (l qui rencontre Q
en plus d'un point, une droite extérieure & Q est une droite ne rencontrant

pas O.

Le chapitre 3 de notre travail est consacré aux sous-ensembles de P
dont toutes les sécantes comprennent le méme nombre de points de Q, L'étude
systématique de tels ensembles de points peut se faire dans tout espace pro-
jectif. Elle n'a cependant été entreprise que dans les espaces projectifs
finis [34] | certaines caractérisations des semi-quadriques finies ont
ainsi été obtenues, par des méthodes combinatoires. On pourrait se demander
si des résultats analogues ne peuvent 8tre prouvés dans les espaces projec-
tifs infinis (moyennant peut-Otre quelques hypothéses groupales), mais ce
n'‘est pas l'objet de notre étude. Nos principaux résultats ne sont valables
que dans les espaces projectifs finis. Seules les sections A et B ainsi que
certains résultats de la section D peuvent fitre étendus aux espaces projec-

tifs inflnisj nous le signalerons lors de I'énoncé de ceux-ci.

Nous étudions donc certains sous-ensembles de points d'un espace pro-
jectif fini P~(q), ou q » p" lorsque l'espace est arguéslen. Nous adoptons
la terminologie de G. TALLINI [34] .
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DEFINITION 3,2, Soit Q un ensemble de points de Pd.(q). L’ensemble Q est
dit de alasee (0™ 1, <J*¥2)t si toute droite de P™Mtq) rencontre Q en O,
1, n, ou gNl points. Conformément au chapitre 1, un tel ensemble 0 est de

classe (0, 1, n, g+1) dcms si<Q>nP

Oans la suite de ce chapitre, q est supposé supérieur a 2, Nous excluons
le cas q ® 2, car tout sous-ensemble de FE.(Z] est de classe (O, 1, 2, 3].
Noua supposons également qu’iZ existe une droite de P~(q) rencontrant Q en
n points, avec 2 i n ( q , En effet, les ensembles de classe (0, 1, g+1)

sont les variétés linéaires de I—‘a,(q).

Nous examinons tout d'abord les ensembles dégénérés de classe (0, 1, n,
g>l) et montrons que leur étude se raméne a celle d'ensembles non dégénérés.
Ensuite, nous déterminons les ensembles de classe (G, 1, q, q+l). La troi-
sieme section étudie les ensembles de classe (0, 1, n, g+If, pour 3 j n g g-1.

Le cas n m 2 fait lI'objet de la derniere section.
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A. ENSEMBLES DEGENERES DE CLASSE (O, 1, n. g-*-!).

Cette section détermine les ensembles dégénéirés de classe (0, 1, n, g+1),
en les décrivant a partir des ensembles non dégénérés. Les arguments utili-

sés ne font pas appel a la finltude de I’espace projectif.

LEMME 3,1, Soient Q un ensemble de classe (0 1, n, g+1) dans et S
une variété linéaire de P™(q), Alors l'ensemble S n Q est un ensemble de
classe (Of 1, n, g+1) de (non nécessairement dans) S,

La démonstration de ce lemme est immédiate.

THEOREME 3,1, Soit Q un ensemble dégénéré de classe (0, 1, n, g+1) dans
P~(g), Alors l'ensemble des points doubles de Q est une variété linéaire A
de P, De plus, si S est une variété linéaire de complémentaire a A,
I'ensemble S n Q est non dégénéré de classe (0 1, n, g+1) dans S et Q

est la réunion des droites < a"b > joignant un point a de ts. a un point b
de S Q,

Démonstration.

1) Montrons que I’ensemble des points doubles de Q constitue une variété
linéaire de P. Il suffit de montrer que, si a et b sont deux points doubles
distincts de D, alors tout point c¢ de la droite < a,b > est un point double
de Q. Comme a est un point double de Q, a est adjacent a b et donc c est un
point de Q. Prouvons que c est adjacent a tout point de Q. Le point c est
évidemment adjacent aux points de la droite < a,b >. Considérons un point e
de 0 “ < a,b >. Puisque a est un point double, a est adjacent a e, c’est-a-
dire la droite < a,e > est une droite de 0. Dés lors, comme b est un point
double, b est adjacent a tout point de la droite < a,e > et donc le plan

< a,b,e = est inclus a Q. Nous avons donc prouvé que c est adjacent a e, ce
qui achéve la démonstration du 1).

2) Prouvons que (0 est la réunion des droites < a,b >, ou a 6 Aetb G SnQ.
Puisque A est I’ensemble des points doubles de Q, les droites < a,b > sont
des droites de Q. Soit ¢ un point de Q n’appartenant pas a A. Puisque A est
I’ensemble des points doubles de C, la variété linéaire < c,A > est incluse
a Q. Elle rencontre donc S, complémentaire a A, en un point ¢ 6 S n D. Des
lors, le point c appartient a la droite joignant ¢ au point double < c,c >0 A,

ce qui prouve le 2).
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3] Par le lermie 3.1, S n Q ast un ensemble de classe (O, 1, n, g*\] de S.
Par le 2), S nQ est de classe (0, 1, n, g+l1) dans S, En effet, si S n Q
engendrait une variété linéaire propre S* de S, la réunion des droites

< a,b =, pour asAetbBSrvQ, engendrerait la variété < A,S' >, variété
linéaire propre de P et Q n'engendrerait donc pas P.

4) 11 reste a prouver que Sr\ 0 est non dégénéré. Supposons, au contraire,
gque S n Q posséde un point double a : le point a est adjacent a tout point
de S O Q. D'autre part, a est adjacent ¢ tout point de A, puisque A est la
variété des points doubles de Q. Soit b un point de Q - (A U S), La variété
< b,A > est contenue dans 0 Bt rencontre donc S en un point b 6 S n Q. Puis-
gue a est un point double de Sn 0, a % b. Dés lors, tout point double de Q
est adjacent aux points de la droite < a,b > et donc < a,b,A > est inclus a
Q. De ce fait, a « b. En conclusion, nous avons montré que a est adjacent a
tout point de Q, c'est-a-dire est un point double de 0) ceci contredit I'hypo-

thése que S est gauche a l'ensemble A des points doubles de O.

THEOREME 3,1', Soient A et S deux variétés linéaires complémentaires de
P~(), Si Q est un ensemble non dégénéré de classe (Oj J, n, g-t1l) dans S,
alors la réunion Q des droites < a™b > joignant un point a de A a un point
b de Q est un ensemble de classe (0 2, «, g+l1) dans P~(q), dont A est
I'ensemble des points doubles.

Démonstration.

1) L'ensemble 0 engendre P"Mtq) car Q engendre S, complémentaire a A.

2) Montrons que la variété des points doubles de Q est A. 1l est clair que
A est inclus a l'ensemble des points doubles de Q. Supposons que 0 posséde
un point double a, n'appartenant pas a A. Dans ce cas, < a,A > est contenu
dans la variété linéaire des points doubles de Q. Dr, I’espace < a,A > ren-
contre S, complémentaire a A, en un point a de Q. Ce point a est donc un
point double de Q, ce qui est impossible puisque Q est non dégénéré.

3) Il reste a prouver que 0 BSt de classe (0, 1, n, g+1). Soit A une drtjite
de Pd.(q). Si A est incluse a A, la droite A est contenue dans Q. Si A ren-
contre A en un point a, elle est tangente a Q en a, puisque a est un point
double de Qi elle rencontre donc Q en 1 ou g”"l points. Si A est gauche a A,
la variété linéaire < AA > rencontre S suivant une droite coupant 0 en

D, 1, n ou gMl points. Dés lors, < A/A > rencontre Q respectivement suivant

A, un hyperplan de < AJA > par A, n hyperplans de < A/A > par A ou < AA >
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lu-méme. Il est alors clair que A rencontre Q suivant O, 1, n ou g+l points.

Les théorémes 3.1 et 3,1* raménent donc lI'étude des ensembles de classe

@, 1, n, qtl] a celle des ensembles non dégénérés.
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B. ENSEMBLES DE CLASSE (O, 1, g, g™

Cette section détermine les ensembles (dégénérés ou non) de classe
(G, 1, n, g+1) pour n m g. Les ensembles de classe (1, g, g+1) ont été
déterminés par M, TALLINI-SCAFATI [ ]i nous retrouvons, en particulier,
son résultat. En fait, notre étude est valable dans les eepaoes projectifs
infinis, de dimension finie,: les raisonnements ci-dessous s’appliquent
aux ensembles 0 de points de tout espace projectif de dimension finie,
tels que toute drnalte sécante a 0 comprend exactement un point n’apparte-
nant pas a Q. La détermination de ces ensembles s’obtient par induction sur

la dimension d de I’espace projectif.

Nous établissons tout d’abord quelques lemmes.

LEMME 3,2, Soit Q un ensemble de classe (0, 1, q, g+1) dans et soit
a un point n'appartenant pas a Q, Si A est une droite extérieure a Q par a,
alors, pour tout plan a par A, l'intersection a n Q est I'ensemble a- A, a
moins que a n Q n'‘engendre pas a.

Démonstration. Supposons que a n 0 engendre a : il existe trois points liné-
airement Indépendants b”, b”. b" de Q dans o. La droite < b™, b" = contient
deux points de 0) elle en contient donc au moins q. Puisqu’elle rencontre A
en un point ¢ n’appartenant pas a 0, < b" b" > est une sécante a Q. Considé-
rons les droites < b, e=, ot eGA- {c}. Chacune d’elles rencontre Q en
au moins g points et, puisqu’elles rencontrent la droite A extérieure a Q,
ce sont des sécantes a Q. De plus, la droite < b”, ¢ > est également une
sécante a Q : an effet, al < b”®, ¢ > était une tangente en b”, toute droite
B de a ne passant ni par b”, ni par c couperait < b®, ¢ > et A an deux points
extérieurs a Dj B couperait donc 0 an zéro ou un point. Or B rencontre g-1
des droites < b”, e > en g-1 points do D. On a donc une contradiction, puis-
que q > 2. En conclusion, les seuls points extérieurs a Q dans a sont ceux

de la droite A.

LEMME 3,2, Soit Q un ensemble de classe (0, 1, q, gq+1) dans soit
a un point n'appartenant pas a Q, Si A* et A" sont deux tangentes a Q par
a, en les points bj et b”", alors l'intersection **Aj, A™>n Q est contenue

dans la droite < b”, b" >.
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Démonstration, La droite < > est nécessairement sécante a Q, Soit

b ¥ bj®, b appartenant a < b®, b > 0 Q ; l'exist;ence de b" est assurée par
I’hypothése q > 2, Supposons, contrairement a la thése, qu’il existe un point
b de Q - < bj*, b >, dansle plan < >. Considérons la droite < b”, b" >.
Elle coupe Q en au moins g points. Or < b”, b" > rencontre les deux tangentes
Al et A" en des points distincts n’appartenant pas a Q. Nous avons donc une

contradiction, ce qui démontre le lemme.

LEMME 3,4, Soit Q un ensertble de alaeee (0, 3, <, g+1) dans soit a
un point n'appartenant pas a Q, Alors, le collier du point a engendre
une variété linéaire propre de P/(Q),

Démonstration, Nous raisonnons par induction sur la dimension d de 1’espace
projectif.

1) Le lemme est trivial si d « 1

2) Si dm 2, le résultat découle du lemme 3.3, puisque Q est supposé engen-
drer P2(q)*

3) Supposons le lemme vrai en dimension dj prouvons-le pour un ensemble Q
dans Pd,\](q). Supposons que 0a engendre Pd+I(O|)' Soit H un hyperplan engendré

d Oo+i
rencontre H en un point ¢ 2 Q, Par I’hypothése de récurrence et puisque H

par des points bo' ..., D7 de Qa et soit bd*l 6 Qa - H, La droite < a, b

est engendré par des points de Qé, il existe 1 E {D, 1, d} tel que
< b®, ¢ > soit sécante a Q. Des lors, le plan < a, b”", ¢ > contient trois
points linéairement indépendants de Q ; les points de < b”, ¢ > n Q et le
point , Mais ce plan contient deux tangentes a Q par a, puisque b" et
d+1 6 Qa’ Ceci contredit le lemme 3,3,

Nous pouvons maintenant décrire les ensembles de classe (0, 1, g, qg+1)
de PjjCq) a partir des ensembles de classe CO, 1, g, g+1) des espaces projec-

tifs de dimension inférieure,

THEOREME 3,2, Soit Q un ensemble de classe (0, 1, g, g+1) dans P~(q), Alors
Q est la réimion du complément d'une variété linéaire propre S de P~(q) st

d'un ensemble de classe (0, 1, g, gq+1) de (non dans) S,

1) Voir définitions du chapitre 1
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Démonstration, Nous raisonnons par induction sur la dimension de l'espace
projectif, le théoreme étant évidemment vrai en dimension 1. Pour prouver
le théoréme, il suffit de prouver que lI'ensemble des points n'appartenant
pas a Q engendre une variété linéaire propre S de P : en effet, par le
lemme 3.1, les points de Q dans S sont ceux d'un ensemble de classe (0O, 1,
g, g*l) de S| cet ensemble ne peut engendrer S, sinon, par l'hypothéese
d'induction, les points extérieurs a 0 engendreraient une variété linéaire
strictement contenue dans S.

Nous pouvons supposer 0 distinct de Pd(q), Soit a un point n'appartenant pas
a Q, Considérons un hyperplan H engendré par des points de 0 et contenant
le collier Oé du point a, mais non ai l'existence de H est assurée par le
lemme 3,4 et par le fait que Q engendre P‘D.(q), L'ensemble H n 0 est donc

de classe (0, 1, g, g+1) dans H, Par I'nypothese d'induction, Hn Q est la
réunion du complément d'une variété linéaire T dans H et d'un ensemble de
classe (O, 1, q, g+1) de T,

1) Montrons que, ou bien < Qa > est Inclus a T, ou bien T est Inclus a

< Qa >, Supposons, au contraire, qu'il existe un point b de Qa non dans T
et un point ¢ de H extérieur a H n 0, n'appartenant pas a < Qa >. La droite
< a,c > comprend deux points extérieurs ¢ Q : elle est donc soit tangente
soit extérieure a Q et, comme Qa c h, la droite < a,c > est extérieure a O.
Dés lors, par le lemme 3,2 et puisque < a,b > est une vraie tangente a Q,
I'ensemble < a,b,c > n Q ne peut engendrer < a,b,c >. Or, par la définition
de T, la droite < b,c > est une droite sécante ¢ 0. Donc, l'intersection

< a,b,c > 0 Q est l'ensemble des q points différents de c sur la droite

< b,c >, Par conséquent, la droite < b,c > est dans < Qa >, ce qui contre-
dit c g < Qa >,

2) Si< 0a > est inclus a T, toute droite Joignant a a un point de H exté-
rieur a T est une sécante a Q. Par conséquent, l'ensemble des points n'ap-
partenant pas a Q engendre la variété S » < a, T > strictement contenue dans
Pd(q) et le théoréeme est démontré dans ce cas,

3) Si T est inclus a < Oa >» toute droite Joignant a a un point de H exté-
rieur a < Qa > est une sécante ¢ 0. Remarquons que <OA5 > ne peut coincider
avec H, sinon Q n'engendrerait pas P~(q), Par conséquent, I'ensemble des
points n'appartenant pas a 0 engendre la variété linéaire S n < a, Dé >,

strictement contenue dans Pd_.(q), ce qui acheve la démonstration du théoréme,

Comme toute réunion du complément d'une variété linéaire propre S de

et d'un ensemble de classe (0, 1, q, g*lI) de S est clairement un ensemble
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de classe CO, 1, g, g*l) dans P~Cq), ce théoreme détermine entierement les
ensembles de classe (0, 1, q, g*lI) a partir de ceux de dimension inférieure.
Mais les ensembles de classe (0O, 1, q, g+l) de la droite projective P*Cq)
sont aisément classés : ce sont lI'ensemble vide, un point, q points de P"Cq)
ou la droite elle-mSme. Par conséquent, nous avons ainsi déterminé, par

induction, les ensembles de classe (O, 1, g, g+l1) de Pqu).

De ce qui précede, on déduit, en particulier, la classification des
ensembles de classe (1, q, g+1), obtenue par H. TALLINI-SCAFATI [37] .

THEOREME 3,3, Soit Q un ensemble de classe H, g, gq+1) dans P~(q), Alors Q
est la réunion du complément d'une variété linéaire propre S de PA(Q)
d'un hyperplan de S,

Démonstration, Soient H et T comme définis dans la démonstration du théo-
reme 3,2, Pour démontrer le théoreme 3.3, il suffit de prouver que T est

vide. Supposons, au contraire, qu'il existe un point ¢ de H n'appartenant
pas a Hn Q, Alors, la droite < a,c > est extérieure a 0 et Q n'est pas de

classe (1, q, g+1].
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C. ENSEMBLES DE CLASSE CO, 1, n, g*I) POUR 3~ ng g-1

Cette section est consacrée aux ensembles de classe (0O, 1, n, qgq+1),
pour 3 ~ n ™ g“l» Pour ces valeurs de n, M. TALLINI-SCAFATI a étudié les
ensembles Q de classe (1, n, g+l1) des espaces Fa.(q), avec d 1 2 et g> 2,
Elle classe ces ensembles pour d m 2 135] et annonce [ 36] que, sSi
d5 3 et qg> 4, l'ensemble Q est une quadriqgue hermitienne ou un cflne "pro-
jetant”, a partir d'une variété linéaire de dimension d-3, un ensemble
plan de classe (1, n, g*l). Toutefois, nous avons relevé une lacune dans
la démonstration de ce résultat : une partie du raisonnement n'est valable
que si n / 2n 7 1, Ecarter cette hypothese ne parait pas immeédiatj il
semble donc qu'il faille remplacer la condition q > 4 par une condition
plus forte, par exemple n K 2 » ¢ 1 c’est-a-dire n ™ ¢ 1 lorsque g est
pair. (Nous verrons plus loin d'autres conditions suffisantes). L'étude du
cas n n ¢ 1, g pair, reste a faire. Cette étude a été entreprise par
RUSSO [28] pour le cas n = 3, q n 4 (écarté par M, Tallini-Scafatl). Elle
en déduit que, si Q est un ensemble de classe (1, n, g+l) non dégénére,
de cardinal suffisamment grand dans P~(4), alors Q est une quadrique her-
mitienne, Malheureusement, le travail de Russo est influencé par celui
de M, Tallini-Scafati et, de ce fait, ce dernier résultat n'est valable,

a priori, que pour une partie des ensembles de classe (1, n, g+l1) dans P”™(4).

Nous préciserons plus loin la portée réelle de son théoreme (remarque 3,3).

Dans cette section, nous tentons de généraliser les résultats ci-dessus aux
ensembles de classe (0O, 1, n, g+l1) d'un espace projectif de dimension au
moins 3j nous retrouvons, en corollaire, les résultats "affaiblis" de
M, Tallini-Scafati et Russo, Notre méthode de démonstration est essentiel-
lement différente de celle utilisée par M. Tallini-Scafati ; elle est basée

sur I'étude des espaces de Shult faiblement projectifs (chapitre 2).

Ce paragraphe rassemble divers résultats relatifs aux ensembles K de
classe (0, 1, n, g+1), avec 3 { n J g-l, d’un plan projectif fini P2(q)
d’ordre q quelconque. Les résultats que nous mentionnons, proviennent tous
de la littérature) ils sont utilisés dans la suite de notre exposé. Nous
traitons d’abord les ensembles K ne contenant pas de droites de P2(qg)» ensem-
bles appelés également {K,n} - arc réguliers, ou k est le cardinal de K.

Ensuite, nous donnons la classification des ensembles K contenant une droite

de P2(q).
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1) Les {k,n} - arcs réguliers de P"q).

La notion de {k,n} - arc est due a BARLOTTI | 2 ]: un {k,n} - arc est
un ensemble K de k points d'un plan projectif fini P*Cqg) contenant n points
alignés, mais n'en contenant pas n+l. Selon la terminologie de [35], le type
dun (k,n) - arc K est l'ensemble des entiers 1 tels qu'il existe une droite
de P2(gq) rencontrant K en exactement 1 points. 1l est facile de voir que
ky (n-D(@@*) ¢ 1. Un {(n-D@™) ¢ 1, n) - arc est appelé are maximal.
Il est clair que les {k,n} - arcs maximaux sont les arcs de type (O,n). Un
{k,n} - arc est dit végutieTf si toute droite du plan le rencontre en 0, 1 ou
n pointa. Les {k,n} - arcs réguliers sont donc les ensembles de classe (G, 1,
n) du plan. Nous n'envisageons ci-dessous que les {k,n} - arcs réguliers pour

3fnf gl , le cas n»2 faisant lI'Oobjet de la section D.

Diverses limitations ont été obtenues sur le cardinal de ces {k,n }-
arcs réguliers : BARLOTTI [2], HUBAUT [21], WILSON [46], Mais, en fait, peu
de résultats généraux (voir par exemple [4]) sont connus a leur sujeti ce
sont les arcs de type (0,n) et de type (I,n) qui ont fait lI'objet des prin-

cipales recherches.

_Lef fkjin?2 2.

Ces arcs K sont les arcs maximaux ; leur cardinal vaut k = (n-1)(g-+I]+l.
Soit a un point n'appartenant pas a K, Toute droite par a qui rencontre K
coupe K en n points. Donc k est divisible par n, ce qui donne n 7, Cette

condition de divisibilité constitue une condition nécessaire d'existence d’un

arc de type (O,n),

DENNISTON [ 17] a prouvé que cette condition était suffisante dans les
plans arguésiens d'ordre pair, THAS [ 3i'] a également construit des arcs maxi-

maux dans les plans de Luneburg’ d’ordre 2.

Mais lorsque g est Impair, cette condition d'existence n'est nullement
suffisante, COSSU [ 15] a prouvé la non existence de {21, 3} - arcs dans le
plan arguéslen d'ordre 9, THAS [ 40] a généralisé ce résultat en montrant qu'il
n'‘existe pas de (2q ¢ 3, 3) - arcs dans les plans arguésiens d'ordre q m 3"
(h > 1), Dans le mfime article, Thas conjecture la non existence d'arcs maxi-

maux dans tout plan arguéslen d'ordre impair.
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B3 7 arc3_d™ “yEe_ CILEi)

Ces {k,n} - arcs sont étudiés par M. TALLINI-SCAFATI [35] (dans tout
plan P2(q) tel que g » p”). Elle donne une borne Inférieure et une borne
supérieure pour le cardinal de ces ensembles. Elle détermine la nature des
ensembles dont le cardinal vaut une de ces deux valeurs extrSmes et montre
ensuite qu'il ne peut exister de {k,n} - arc de type (I,n) pour k compris

strictement entre ces deux valeurs. Elle prouve ainsi le

THEOREME 2,4, Soit K un {k™n) - arc de type (2”n) dans un plan projectif
d'ordre q = p , Alors q est un carrée n = ™ + 1 et K est I'un des suivants
() un {q /q + /q 1) - arc, c'est-ardire un sous-plan de Baer du plan

(i) un [q /g + 1, /g + 1 }- arc, c'est-a-dire un unital du plan.

Une classification des sous-plans de Baer et unitaux des plans non ar-
guésiens est sans espoir. La situation n’est pas la mfine dans les plans ar-
guésiens. Les sous-plans de Baer des plans arguésiens sont déterminés
ce sont les plans projectifs d’ordre /q sur le corps GF (™. Par contre, les
unitaux des plans arguésiens de P”tq) ne sont pas classés. Un exemple en est
donné par I’ensemble des points absolus d’une polarité hermitienne, que nous
appellerons conique hermitienne ou unital hermitien. Une autre famille d’unl-
taux a été obtenue par METZ [ 24] dans tout plan arguéslen d'ordre q carré.
Leur construction est inspirée de celle de BUEKENHOUT [ 9 ] qui a décrit des
unitaux dans certains plans de translation non arguésiens ainsi que des uni-
taux non hermitiens des plans arguésiens d’ordre pair. Ce sont la les seuls

unitaux non hermitiens connus dans un plan arguéslen.

Donnons une description bréve des unitaux de Metz, Considérons un plan
projectif arguéslen P~Cq), q carré, et soit A™Mq] un plan affin que compléte
P~qg). Ce plan affin peut fitre représenté par un espace affin A™N(/q) muni,
dans son hyperplan a I’infini H, d’un recouvrement (spread) E de droites [U]
les points de A"Cq) correspondent aux points de AN(/qQ), les droites de A"C(q]
sont les plans de AN(/”) dont la droite a I’'infini est une droite de E, les
points a I’infini de A*Cq) sont les droites de E, Désignons par PA(M) l'es-
pace projectif complétant AN(/q}. Metz construit un unital U de P"Cq), a
partir d'un ensemble 0 de P~(/g™ rencontrant I'hyperplan H suivant une droite

de Z, Soit r une ellipse d'un plan de A™(/”), qui ne correspond pas a une
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sou3-drolte de Baer de A™Cq). Soit 0 un ovoide d’un hyperplan de A™N(/q) tel
gque 0 contienne r et ait exactement un point a I'infini noté a’. Soit a a’
un point de la droite A 6 E passant par a*. Considéirons la réunion 0 de la
droite A et des droites < a,b >, ou b est un point de O, Cet ensemble 0
fournit dans P~tg) un unltal U, qui n'est pas hermitien, du fait du choix

de la conique r#

Suite a ces résultats, un probleme naturel se pose ; existe-t-il
d'autres unltaux dans les plans arguéslens que ceux mentionnés ci-dessus ?
Peut-on caractériser les unitaux hermitiens et les unitaux de Metz ? Une
caractérisation des unltaux hermitiens est donnée par M, TALLINI-SCAFATI [ 35],
Notons toutefois que les conditions Imposées dans cette caractérisation
sont trés fortes, rendant difficile l'utilisation du résultat. A la section D
de ce chapitre, nous donnons, en application de résultats sur les ensembles

de classe (0, 1, 2, q+1), une caractérisation des unitaux de Metz.
2) Les ensembles K contenant une droite.

Ces ensembles sont nécessairement des ensembles de classe [1, n, g+1).
llIs ont été étudiés par M. TALLINI-SCAFATI [ 36] qui obtient le résultat sui-

vant.

THEOREME 3.5. Si K est un ensemble de classe (1" g+1l) de *TNN - con-

tient une droite du plan™ alors K est I'un des suivants

(i) le plan Pé,(q)

(ii) un faisceau de n droites concourrantes

(i) la réunion d'un {(n-2) (g+D+I, n-1 }- arc K' (K' est un arc maximal)
et d'une droite extérieure a K'

(iv) le complément d'un {(g-n) (g+D+I™ q - n+l) - arc (qui est également un

arc maximal),

La détermination de tels ensembles se raméne donc a celle d’arcs maxi-
maux du plan. Or, comme nous l'avons vu, un arc maximal n'existe que si le
cardinal de son intersection avec une droite sécante divise l'ordre du plan.
Dés lors, un ensemble de typa (ill) n'existe que si n-1 divise . Par consé-

quent, si g m p®, on a
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(1) N>»>p*"+| O<£,<h.

De mSme, un ensemble de type (iv) n'existe que si q - n”l divise q. Par

conséquent, si g ® p*, on a

q—n+|"pI O<=£'<h
On en déduit
2 nmp* (p "~ -11*1 0 < £ < h

En comparant (1) et (2), nous constatons que, pour un n donné, n 20 A+ 1,

il ne peut exister a la fois des ensembles de type (iii) et de type (iv).
Mentionnons enfin que le cardinal d'un ensemble de type (iii) vaut n q - q + n,
celui d'un ensemble de type (iv), n g ¢ n et qu'un ensemble de type (iv] ne

posséde aucune vraie tangente,

b) "NSEMBES £E_CJINSSE £/ _SHUJ.T_PRM"DEECTI"F* £ANS_
PMg) (di 3).

Les ensembles de classe (U, 1, n, g+l1) ne contenant aucune droite de
P~(g], c’est-a-dire les ensembles de classe (0, 1, n), sont mal connus. Les
seuls résultats les concernant (pour d™"3et3% NN g-1] sont, a notre
connaissance, ceux de M, TALLINI-SCAFATI [ 37] , Remarquons toutefois que cer-
tains ensembles semi-quadratiques [ 12] ne contenant aucune droite de
sont de classe (0O, 1, n)i de ce fait, leur étude fournit des renseignements

sur les ensembles de classe (0, 1, n].

Dans la suite de la section C, nous n'envisageons que des eneerrbles 0O
de classe (0, T, n, g-tl) contenant une droite de P~(q). Cette restriction
sur lI'ensemble 0 est redondante si 0 est de classe (1, n, qg*l) dans P~(QqQ),
di 3, Si q> 4, le résultat découle d'une démonstration de [36] i le cas
g m 4 est traité séparément ; des démonstrations différentes en sont données
dans [28] gt [37], Nous reprenons ci-dessous la démonstration de [36] pour

q > 4 et indiquons la méthode de [28] pour g “ 4,

PROPOSITION 2»1, Soit Q un ensemble de classe H, n, g+2) donc P~(q), avec
2 1in (gl etdi 2 Alors Q contient au moins une droite de P/(Q).

Démonstration. Supposons que Q ne contienne pas de droite. Soit S une variété

linéaire de dimension 3 de engendrée par quatre points linéairement
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Indépendants de 0. L'Intersection Q m S n Q est un ensemble de classe
(1, n, g+1) dans S, ne contenant pas de droite. Nous allons montrer qu'un
tel ensemble Q ne peut exister, en calculant de deux manieres différentes le

cardinal de Q.

- Soit A une sécante a Q et les plans de S par A. Par le théoréme 3.4,

toute section plane de Q est un unltal ou un sous-plan de Baer. Dés lors,
IQ «</q+I+X (/> I-/g-D+w@Q™/qg—+I1-7/g-1)

avec X ¢ ji m g ¢ 1. Donc

3 0 mX (@/g-/g-q9) ¢qg*+qe/qe!

- Soit A' une tangente a Q et les plans de S par A,

Grfice au théoréeme 3.4, on a

O] w1 ¢ £ (q/g+1 -1 ¢m(qe/ge+l-1
avec £ ¢ mm g ¢ 1. Donc
(4) O] m £ (q /cf - q - /g) *g eqg/g*q + 7/O>*].
De (3) et (4), on tire

X -£)a/qg-q9g-/d9) -q/q
ou X - £ 8 e S

Dn en déduit, puisque q » p”~, que p™™ (p™M™ - 1) 7 1 divise p”, ce qui est
Impossible sauf al p m 2 et h m 2, c'est-a-dire si q » 4, Dans ce cas,

X - £ m 4 et, dés lors, puisque par une droite de 5 11 passe cing plans,
deux cas seulement sont possibles : ou bien X - 4 et £ * D, ou bien X - 5

et £ m 1. Une analyse numérique de chacun de ces deux cas conduit a une contra

diction (voir ( 28] ).

Nous avons vu (chapitre 2) que les espaces de Shult projectifs (non
dégénérés) dans sont des ensembles de classe (D, 1, n, g'~1). Deés
lors, le théoréme 2.5 du chapitre 2 fournit un résultat sur les ensembles de
classe (D, 1, n, g”~1l) i un ensemble (non dégénéré) * de classe (D, 1, n, q*M)
avec 3 J n J g-1, qui constitue un espace de Shult projectif dans P?j(q) est

une quadrlque hermitienne. On peut alors se demander a quelle condition un

1) En fait ces conditions de non dégénérescence sont superflues grfice aux
théoremes 2.2 et 3.1 - 1'.
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anssmble de classe (0, 1, n, g”l), contenant une droite de P/"(d)« est un
espace de Shult projectif dans P/~(q). Par la définition méme des espaces

de Shult, un sous»ensemble de points (contenant une droite) de est

un espace de Shult si et seulement si toute section plane de cet ensemble,
qui contient une droite de Pd"(q), est soit réduite a cette droite, soit

une réunion de droites par un point, soit un plan. Or, toute section plane
d'un ensemble 0 de classe (0O, 1, n, g>I) est un ensemble de classe (0O, 1, n,
g™) (voir lemme 3.1) et donc, si une section plane de Q contient une droite
de Pd.(q), cette section est lI'un des ensembles décrit au théoreme 3.5. Par
conséquent, un ensemble Q de classe (0, 1, n, gl) est un espace de Shult
projectif dans Pd.(q) si et seulement si Q ne possede aucune section plane
des types (111) ou (lv) du théoreme 3,5. Dés lors, ai Q est un ensemble de
olasse (0, 1, n, g-H) dans <veo dNMNZetS ™ nt g-1, contenant une
droite et ne possédant aucune section plane complément d’un arc maximal ou
réunion d’une droite et d’un arc maximal, alors Q est quadrique hermitienne
de P~(q), Ainsi, si comme le conjecture Thas ( 40], 11 n'exlste pas d'arcs
maximaux dans un plan arguéslen d'ordre Impair, nous aurions prouvé que
tout ensemble de classe (O, 1, n, g”~l1) dans P~(q), avec 3 ~ n < g-1 et q
Impair, est une quadrique hermitienne. La suite de notre travail consiste
a approcher ce résultat, par une autre vole et sans hypothése sur la parité
de g, en étudiant les ensembles Q possédant une section plane de type (111)

ou (Iv).

0) ENSEMBILES UE_ CJ'SSE £%)_PESSEDANT_UNE_SECT jaN_PLANE_CDMPLEriAN2
D'UN__ARC_MAX][riAL_*

Soit Q un ensemble de classe (0, 1, n, g+l1) dans P™tg) Cd T 3) rencontré
par un plan suivant un ensemble K complément d'un {(g-n)(g+l) ¢ 1, q - n+1} -
arc. C'est lors de I'étude des ensembles de classe (1, n, g*!) possédant une
telle section qu'une erreur s'est glissée dans le travail de M. TALLINI**

SCAFATI. Nous en parlons dans la remarque 3.1 cl-apreées.

Nous avons vu (point a) de cette section) que le cardinal d'un tel en-
semble K vaut n ¢ n, que K ne posseéde pas de vraie tangente et que l'exis-

tence de K Implique
2) nepP* pa- 1) ¢ 1 avec 0 < £ < h.

On a vu également que, si n / 2 A 1, il ne peut exister, pour la valeur (2)
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de n, un ensemble réunion d'une droite et d’un {Cn-2)(g"D ¢ 1, n-1} - arc.
Par conséquent, si n 2" N ¢ 1, Q ne peut posséder de section de ce dernier
type. Nous allons montrer, grSce a cette hypothése, que Q est nécessairement
dégénére.

La démonstration de ce théoréeme nécessite deux propositions préliminaires.

PROPOSITION 3,2, Soit Q un ensemble de classe (0, 1, n, g+1) dans P~(Q),
avec 3 i n ( g-"!, possédant une section plane K complément d’un arc maximal.
Alors Q possede une vraie tangente.

Démonstration, Supposons que Q ne posseéde pas de vraie tangente. Dans ce cas,
par le théoreme 3.5, toute section plane de Q contenant une droite est soit
un plan, soit le complément d'un arc maximal. (Les ensembles de type (iii)
sont exclus, car ceux**cl possedent une vraie tangente). De plus, toute sec-
tlon plane de Q doit contenir une droite de PM™Q) * ~n effet, si Q était
rencontré par un plan suivant un arc K’, cet arc K' serait nécessairement
maximal (K' ne peut posséder de tangente) et donc n divise g m p”, ce qui

contredit (2). Calculons de deux manieres différentes le cardinal de Q.

~ Soit A une sécante a Q et les plans de A, Par ce qui précede,

0" n 0 est le complément d'un arc maximal et donc
Ql m n ¢ (g+D(n g ¢ n - n) c'est-a-dire

5) 10 = n " eqg+1)

- Soit A' une droite contenue dans Q et les plans de P@*
ghons par X le nombre de plans contenus dans 0 et par \i le nombre de
plan rencontrant 0 suivant le complément d'un arc maximal*

On a

0] —gq+1+2>X< (q2 *g*l-g-D+y (g™ *nNn-g-bD
avec X ¢« P m d ¢ ! Donc
(6) [Of = (g ¢« D(N q*h—ol)+X(C|2 *g+l-ng-n).
De (5) et (6), on tire

2
~ n(q S ae 1) - (g»D(n g ¢ n - q
g eg+il-mng-n

X

@ *q-nqg - (n-1)
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1, n-1 1 n-1

- gq-n+el

d'ou 5 A
g ¢qg-nq

- £
Orqn pg-n—l'—péphE -Ifetgq - n¢ 1 P avec 0 < J < h

h-£ h h-£

1-1_p 4 _p P L
Donc X n R
P P
d'ou P - X [PAA (ph - 1) ¢ 1] s
. . . h-£ £ \ L
ce qui est impossible car p P -~ 1] 1 n'est pas divisible par p.
PROPOSITION 3,3» Soit Q un ensemble de claaee (0, i, n, g®l) dans P~(q), avec

di3 et BN (g—It poeaédant une section plane K complément d'un arc
maximal et soit A une vraie tangente a Q, Si q > 4, alors un plan par A ne
peut rencontrer Q suivant un arc dans ce plan.

Démonstration. Supposons qu'il existe un plan a par A coupant Q suivant un
arc K' engendrant a. Désignons par a le point de tangence de A et soit B une
droite sécante a K' ne passant pas par a. Les n droites < a,b =, oubEBNK?”,

sont des sécantes. Puisque chacune d'elles rencontre K* en n points, on a donc
nn - 1] ¢ 1 { K|

Mais I'arc K’ admet une tangente en a. Donc, d'aprés un résultat de HUBAUT [21]
IK'l <qg/g ¢ 1

On en déduit

7) n(n-1) < qg /q

- ; *
dou " - Pt e 1y p (" o1y e P2
h t A . h/2”™h-I
' -pt e MM -n i
2h-i i. h-i h/2+h-I
p —%p+p"p -lgp
< - L. I h**|
d'ou, en négligeant le terme positif p + p -1.
P2h-£ < FJh/2+h-| “ 52 ”ph

h-i h/2-£ A
pit o p 2

Posons mm® h-£ . On am5 1. Comme N""* enn~"_7] -1 m - 1. on obtient

m m-~I
<p *2 avec m N 1

m-1
P (p-1) <2



46

ce qui ne peut 8tre réalisé que si p® 2, mn 1, c'est-a-dire si q § 2** et

n e 2"+ 1, Mais, pour ces valeurs, la condition (7) s’écrit

2h-I ¢ 1) 3 2h/2*h
2h-1 A A

h/2-2 ~ 1, ,

A * h72TTA A

CB qui ne peut Otre réalisé que pour h < 4, c'sst-a-dire si q®m 4, nn 3 ou
sigm 6, nm5

Siqgmdetnn 5 la condition [7] donne
21 g |kl g 0. /e * 1
21 g |[K?| ~ 23

Or, comme K' est un {k,5} - arc, |[K'| m 1 ¢ A 4, Donc le cardinal k de K*
vaut nécessairement 21. Calculons de deux manieres différentes le nombre de
paires {b,A), ou b est un point n'appartenant pas a K' et A une vraie tan-
gente a K' en a, dans le plan < K' > |

- Le nombre de sécantes a K,' par un point a de K' est 5| par conséquent, le
nombre de tangentes a K' en a vaut 4, Le nombre total de tangentes a K' est

donc 21,4 m 04, Dés lors, le nombre de paires {b,A} ci-dessus vaut 04,0 » 672,

- Le nombre de points n'appartenant pas a k' est 73 - 21 ®» 52, Mais par un
point b n'appartenant pas a K', il passe p tangentes a K' et 1k’ my ¢ 5 vi
donc, puisque |k'| m 21 et y $ 9, le nombre de tangentes & K' par b vaut 1
ou 6, Par conséquent, le nombre de paires {b,A} ci-dessus vaut au plus

52,6 m 312, On a ainsi obtenu une contradiction : il ne peut exister de

{21,5} - arc K', ce qui achéve la démonstration du théoreme.

N,B. Si g m 4, on trouve |k'| m 7 ou 9, Les arcs K' sont soit des sous-plans
de Baer, soit des unitaux et il est facile de montrer que Q est nécessaire-

ment de classe (1, n, g*I)

THEOREME 2,6, Soit Q un ensemble de olaaee (0, 2, n, g+1) dane ccoea
di2 et 3(nt poeeédant une aeotion plane K complément d'un arc ma-
ximal. Si n 2 *2, alors Q est dégénéré et Q est la réunion des droites

joignant les pointa de K aux pointa d'une variété linéaire de dimension d-2
gauche au plan de K,

Démonstration. 1) Prouvons le théoreme pour d » 3. Soit A une vraie tangente
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a Qen un point a de Q. (L'existence de A découle de la proposition 3.2).
Montrons que a est un point double de 0. Soit B A une droite par a. Consi-
dérons le plan < AB > . Si < AB > n 0 contient une droite de 0» alors, par
le théorbme 3,5, l'intersection < AB >D Q est un ensemble (ii) ou (ii), a
moins gqu'elle ne soit réduite a une droite. Or, nous avons vu que, pour un n
donné, n 2~ A ¢ 1, il ne peut exister a la fols des ensembles de type (iiil)
(Iv), Donc < AB > n Q est nécessairement une droite ou un faisceau de n
droites et donc B est tangente a Q. Si < AB >n 0 ne contient pas de droites
de 0, alors, par la proposition 3,2, l'ensemble < A.B = n Q ne peut engendrer
<AB >, Si <AB >n Q se réduit au point a, alors B est évidemment tangente
a Q, Supposons donc que < A.B > n Q soit un ensemble de n points alignés. Comme
la section K ne posséde ni droite extérieure, ni vraie tangente, < AB >
rencontre le plan de K suivant une aécantB 6 0 qui n'est autre que < AB >n Q,
Oes lors, a S K. Mais alors, par ce qui précede, toute droite par a non située
dans le plan de K est une tangente. L'ensemble Q est donc la réunion de K et
d'un faisceau de droites A" par a. Un plan < A®, C > , ou C est une sécante

a K par a, rencontre alors Q suivant la réunion de C n 0 et de droites par a.
Or, par le lemme 3,1, < A, C>r> Q est de classe (0, 1, n, g+1). Nous avons

donc une contradiction avec le théoréme 3.5.

2) Démontrons le théoreme pour d > 3, Montrons que Q est dégénéré. Soit S une
variété linéaire de engendrée par K et un point de 07K« Par la proposi-
tion 3,2, SO 0 admet dans S une vraie tangente A en un point a. Montrons

gue a est point double de Q. Supposons qu'il existe par a, une droite B de
P~(g) sécante a Q. Par 1], cette droite ne peut 8tre contenue dans la variété
linéaire S. Considérons donc la variété linéaire S' engendrée par A, B et
une sécante € K passant par le point A n K. Si I'ensemble S* rt Q comprend

une section complément d'un arc maximal, alors, par 1), B ne peut Stre sé-
cante. Il faut donc que S'n 0 ne contienne pas de section complément d'un
arc maximal. Or, puisque N>»N2™MM*| One peut posséder de section réunion
d'une droite et d'un arc maximal. Par conséquent (voir paragraphe b) de
cette section) S' n 0 est un espace de Shult projectif dans S', c'est-a-dire
une quadrlque hermitienne. Donc n = 1, ce qui contredit la valeur (2)

de n, pour n 2" ~el(g>"4),- 1l reste a prouver que l'ensemble des points
doubles de Q constitue une variété linéaire de dimension d - 3 complémen-
taire au plan de K. Ceci découle du théoreme 3.1 et du fait que, pour toute
variété linéaire S de dimension 3 par K, l'ensemble S Q comprend un point
double de O.
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THEOREME 3,6°', Soit Q un eneemble de olaBse (0 1, n, g+1) dane P~(q), avec
d"3 et 3BNPB g~-2, posaédant une aeotion plane K complément d'un arc maxi-
mal, Si q > 4 et ai Q ne poaaéde paa de aection plane réunion d'une droite

et d'un arc maximal, alora Q eat dégénéré et Q eat la réunion dea droitea

joignant lea pointa de K aux pointa d'une variété linéaire de dimension d-3
gauche au plan de K,

Démonstration. La démonstration du théoreme 3,6 ne nécessite 1’hypothése
n 2~ N ¢ 1 que pour assurer la non existence de section réunion d’une droite
et d’un arc maximal et la validité de la proposition 3,3. Comme cette derniere

est valable dés que g est supérieur a 4, on en déduit le théoréeme 3,6”.

En conclusion, les ensembles Q de classe (0, 1, n, g*'!) possédant une
section complément d’un arc maximal sont déterminés si n 2~ N ¢ 1, Si
nma2" "¢ 1, le résultat du théoreme 3,6 peut s’étendre, pour q > 4, aux
ensembles Q qui ne possédent pas de section plane réunion d’une droite et
d’un arc maximal. La classification des ensembles possédant a la fois des
sections complément d’un arc maximal et réunion d’une droite et d’un arc
maximal, ainsi que I1’étude du cas g m 4, ne sont pas réalisées (voir toute-

fois le N,B. de la proposition 3.3),

Nous terminons en examinant le résultat de M, TALLINI-SCAFATI [36]

sur les ensembles Q de classe (1, n, g©l).

REMARQUE 3,1, fl, Tallini-Scafati mentionne le résultat du théoreme 3,6

pour les ensembles de classe (1, n, q+l), sans restriction sur n, ni sur g
(proposition X de [36]). Mais la démonstration qu’elle en donne est incomplete
elle donne une preuve complete (analogue a celle que nous avons donnée cCi-
dessus) du fait que tout eneemble de claaae (1, n, g-tl1l) dans P~(q), d i 3,

qui poaaede une aeotion K complément d'un arc maximal, maie ne poaaéde pas

de aeotion plane réunion d'une droite et d'un arc maximal, eat un cbne pro-
jetant K a partir d'une variété linéaire de dimension d-3; mais elle élimine
abusivement, pour tout n, les sections réunions d’une droite et d’un arc maxi-
mal, par les relations (1) et (2) mentionnées au a) de cette section. En
fait, elle n’a prouvé le résultat que pour n 2*" N ¢ 1. Remarquons que cette
condition peut se ramener aqg=4sInNn*/""*-1. Or, un ensemble de classe

(1, n, g+1) qui admet une section plane sans droite est, grSce au théoreme

3,4, tel que n n ¢ 1,



49.

Oe plus, un ensemble dégénéré, décrit au théoreme 3.6, n’admet pas de section
plane sans droite. Dés lors, ci q > 4, tm enaemble de alaeae (2, n, g*l) de
Pd(g)t d i 3, qui admet une eeotion eplane eane droite”™ ne peut admettre de

aeotion oontplément d'un ara maximal,

d) ENSEMBJ-ES cerclasse J. nA £/ SICI"EN_PAANE
£OMP"EMENT D "UN ARE MAXInAE,

Ayant étudié les ensembles Q de classe (0, 1, n, g+l1) possédant une
section plane complément d'un arc maximal, 11 noua reste, conformément au
point b) de cette section, a envisager les ensembles 0 dans P”™(g], rencontré
par un plan suivant la réunion d'un {(n-2)(g™) * 1, n-1} - arc K' et d'une
droite extérieure a K'. Rappelons (voir point a) de cette section) que le

cardinal d'une telle réunion vaut nq - q n et que son existence implique
(1) Nn"'p +1 avec 0 <1, < h

On en a déduit que, si n / 2 » ¢« 1, 0 ne peut posséder, en méme temps, une

section complément d'un arc maximal.

Rappelons également qu'il n'exliste pas d'arc maximal, pour n m 3, dans
un plan arguéslen P (3**), h > 1 [40], Par conséquent, en nous référant au b)
de cette section, Iecs ensembles de classe (0, 1, 4, 3 * 1) dans ™M(3 ), qui
ne possedent pas de section plane complément d'un arc maximal, sont les qua-
driques hermitiennes. Nous avons ainsi une caractérisation des quadriques

hermitiennes des espaces projectifs d'ordre 9.

THEOREME 3,7, Soit Q un enaemble de olaaae (0, 1, 4, 3® + 1) dana P~@""
avec d i1 3f h > 1, ne poaaédant pas de aeotion plane complément d'un arc

maximal, Alora Q eat une quadrique hermitienne dana ) et donc h = 2,

En fait, ce paragraphe ne traite que des ensembles Q ne poaaédant paa
de aeotion complément d'un arc maximal. De plus, nous n'étudions que les
ensembles non dégénérée”™ les ensembles dégénérés pouvant étre déterminés
grSce aux théorémes 3.1-1'. Notre étude commence par celle des ensembles Q

d'un espace projectif de dimension 3,
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1) Ensamblea 0 dans un espace projectif P~(QqQ),

Remarquons tout d'abord que, si Q est non dégénéré, Q ne peut contenir

de plan de PO (a).

PFOPOSITION 3,4, Soit Q un ensemble de classe (0, J, g+1l) dans P~(Q),

avec 3 f n ( g-1, ne possédant pas de section complément d'un arc maximal.
Si Q contient un plan de P~()f alors Q est dégénéré.

Démonstration, Ce résultat est prouvé par M, TALLINI-SCAFATI dans [36], En
effet, si 0 contient un plan de P~Cq), toute droite de comprend au
moins un point de Q et donc Q est de classe (1, n, g-*1). On peut alors se

référer a la démonstration de la proposition Xl de | 3.

La proposition suivante fournit des renseignements sur les ensembles 0
dont toutes les droites sont concourantes, ensembles que nous écarterons

dans la suite de notre travail,

PROPOSITION 3,5, Soit Q un ensemble non dégénéré de classe (0 2, n, g+1)
dans P"(q), avec 3 $ n 1 -1, ne possédant pas de section plane complément

d'un arc maximal. Si toutes les droites de Q sont concourantes, alors

IGl £ (@+1)(hg + n - 2q) + hj (9 + 1 - n).

Démonstration, Soit a le point commun a toutes les droites de 0O, Puisque Q
est non dégénéré, il existe une droite B sécante a 0 par a. Considérons les
g/l plans de PgCq) par B, Par le théoreme 3,5 et les conditions sur Q,
un plan 6" contient au plus une droite de Q. Par conséquent, Q contient au
plus q 1 droites par le point a. Soit A une droite de Q par a et les
plans de P~tq) par A. Par le théoreme 3.5 et les hypothéses faites sur Q,
I'intersection rn 0 est soit la droite A elle-méme, soit la réunion de A
et d'un arc maximal, soit un faisceau de n droites par a. Dr, 0 contient au
plus g ¢ 1 droites. Donc, il y a au plus plan rencontrant Q suivant

un faisceau de n droites par a. Par conséquent

lal J g+l « (ng+I1-g-D + (+l - -p*HN g + n - 29 - 1)
[O] 4 (g+D)(n g ¢+ n - 2q) ¢ e¢1-n,

ce qui démontre la proposition.
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Dans la suite du travail« nous supposons que Q contient deux droites

gauohea. Nous pouvons évaluer le cardinal de tels ensembles.

LEMME 3,6, Soit Q un ensemble non dégénéré de classe (O, n, g*l) dans
P~(g)t avec 3 ( n $ g—Il, ne possédant pas de section plane complément d’un
arc maximal. Si Q contient deux droites gauches, alors

Il = (@D g+ n~29 +\qg 1-n)
Démonstration. Soient A et B deux droites gauches de Q. Sli est un plan de
Pglg) par A, le point n B est un point de Q n'appartenant pas a A. Par
conséquent, tout plan par A rencontre Q suivant un ensemble de classe

(O, 1, n, g+l1) dans et donc (théoreme 3.5 et hypothéses sur 0) Q est
soit un faisceau de n droites, soit la réunion de A et d'un arc maximal. Dés

lors,
Q ® (g+1) ¢+ AW q+I1-g-1)—+ p(h g+ n - 29 - 1]

oCiX+p™gnl, A désignant le nombre de sections o0 0 réunions de n

droites par un point. D'ou,
QL m (@”D(n g ¢ n - 2q) ¢+ A(Q ¢+ 1 -n),

ce qui démontre le lemme.

Nous prouvons maintenant un lemme qui permet de partitionner 0 en

trois types de points.

LEMME 3,6, Soit Q un ensemble non dégénéré de classe (0 J, n, gM1l) dans P6~(q),
avec 3 ( n f g-1, ne possédant pas de section complément d’un arc maximal

et contenant deux droites gauches. Alors, par un point de Q, il passe exacte-
ment O, 1 ou n droites de Q, qui sont nécessairement coplanaires.

Démonstration. SI A et B sont deux droites de D par un point a de Q, le plan

< A,B = rencontre 0 suivant n droites par a. Pour prouver le lemme, 11 suffit
donc de montrer qu’il ne peut passer par a, trois droites de Q non coplanalres.
Supposons, au contraire, que A, B, C soient trois telles droites. Par hypothese,
0 est non dégénéré et contient une droite D ne passant pas par a. La droite O
rencontre le plan<A,B > en un point b a nécessairement adjacent a a. Nous
pouvons supposer que b 0 A. (Dans le cas contraire, la droite B Jouerait le

rOle de A dans la suite du raisonnement). La droite D rencontra alors < A,C >
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en un point c b adjacent a a. Par conséquent, 0 contient trois droites
coplanaires non concourantes i les droites < a,b >, < a,c > et < b,c >, ce

qui contredit les hypothéses du lemme (voir théoreme 3,5),

DEFINITION 3,2, Soit Q un ensemble non dégénéré de classe (0, 1, n, g+l1) dans
PgCq), avec 3 ~ n $ g-1, ne possédant pas de section plane complément d’un
arc maximal et supposons que Q contienne deux droites gauches. Nous disons
qu'un point a de Q est un point d'ovdre (9, 1 ou n selon que a appartient a

0, 1 ou n droites de Q, Nous désignons respectivement par 0"N°A, et

les ensembles de points d'ordre O, 1 et n.

A ce stade de notre étude, nous sommes amené a distinguer les ensembles
Q, selon qu'ils contiennent ou non une droite rencontrée par toutes les autres

droites de Q,
n"emb_lejr ™ Eorifte®n”n_t ji"ne ~roite_A_sécE£nte a toutes les ~roites de

Rappelons que nous supposons que Q contient deux droites gauches, les

ensembles n'en contenant pas ayant été traités précédemment (proposition 3,5),

PROPOSITION 3,6, Soit Q un eneemble non dégénéré de classe (0, 1, n, g+1) dans
PAg)™ avec 3 ( n $ g-lj ne possédant pas de section plane complément d'un arc
maximal. Si Q contient deux droites gauches et une droite A sécante a toutes
les droites de alors |$] = (g+tD(n g + n - 2q) + (g+t1 - n) et l'ensemble

des droites de $ est la réunion de A et de faisceaux de n-1 droites concou-

rantes en des points de A,

Démonstration, Puisque Q contient deux droites gauches B et C, nous pouvons
nous référer au lemme 3,5 et |0] » (g»D(n g ¢ n - 2q) ¢ X(g ¢ 1 - n). Déter-
minons le parameétre X, Ce paramétre est le nombre de sections planes de Q
contenant B, qui sont réunions de n droites concourantesi X est donc le nombre
de points d'ordre n sur la droite B, Puisque A est rencontrée par toute droite
de O, la droite B rencontre A en un point a d’ordre n. Supposons que B com-
prenne un deuxiéeme point b a d’ordre n. Soit C / B une droite de Q par B,
Puisque A rencontre toute autre droite de 0, C coupe A en un point c néces-
sairement distinct de a. Dés lors, 0 contient trois droites coplanaires non
concourantes : les droites A, B et C, ce qui contredit les hypothéses faites

sur O, Par conséquent X m 1 et la proposition est démontrée.
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“n3_embjre” Q tels ~uf£, pLur droirfe_A_dB Q, il existe une_droite® ™

~auche_a A,

LEMME 3,7, Soit Q un ensemble non dégénéré de classe (0, 2, n, g+1) dans
P~(q)j avec 3 $ n ( g-1, ne possédant pas de section plane complément d’un
ara maximal. Si, pour toute droite A de Q, il existe une droite B de Q
gauche a A, alors le nombre de points d’ordre n appartenant a A est indé-
pendant de A et vaut le parameétre X introduit au letme 3,5,

Démonstration. Soient A une droite de D et B une droite de 0 gauche a A,
Par le lemme 3,5, on a |o] - Cg*D(n g + n - 2q) ¢ X(g + 1 - n), ou X est
le nombre de plan par A rencontrant Q suivant n droites concourantes.
Puisque, pour toute droite A de Q, il existe une droite B de Q gauche a A,
ce résultat est valable pour toute droite de Q, ce qui montre que le nombre
X est Indépendant de A, Or, X est le nombre de points d'ordre n sur A : en
effet, soient et deux plans distincts par A rencontrant Q suivant n
droites concourantes respectivement en les points a® et aj de A| par le
lemme 3,5, les pointa a® et aj sont distincts. Noua avons donc prouvé le

lemme.
Ce lemme nous permet de prouver deux propriétés importantes de Q.

PROPOSITION 3,7, Soit Q un ensemble non dégénéré de classe (0, 1, n, g*D)
dans P™(q), avec 3 $ n ( g-1, ne possédant pas de section plane complément
d’un ara maximal. Si, pour toute droite A de Q, il existe une droite B de Q
gauche a A et si \ > 1, alors la structure d’incidence, formée de 0I’ensemble
Q des points d’ordre n de Q et des droites de Q, constitue une quadrila-
tére généralisé faiblement projectif dans P (q), dont le cardinal des droites
est s + 1 - \ et le nombre de droites par un point, t + 1 = n.

Démonstration, Montrons que l'ensemble O™M”, muni des "traces" des droites
de O, satisfait aux conditions (1), (2) et (3) de la deéfinition 2.1 (chapitre 2),
(1) Soit a 6 et A une droite de 0 ne comprenant pas a. Considérons le
plan a des n droites de D par a. Ce plan est rencontré par A en un point b

adjacent a a. Le point b appartient donc a deux droites de 0 ; la droite
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< a,b = et la droite B, Le point b appartient donc a et par conséquent
a est adjacent a exactement un point de A n La structure d’incidence
donnée est donc un quadrilatéere généralisé (espace de Shult de rang 2).

(2] Par le lemme 3,5, la variété linéaire < > engendrée par le volsi-

nage de a dans est un plan de P™(Q).
(3) Si A et B sont deux droites de Q concourantes dans P (q), le point An B

appartient évidemment a Q* , ce qui achéve la démonstration de la proposition.

PROPOSITION 3.6, Soit Q un eneemble non dégénéré de claaee (0, 1, n, qg+1) dans
P~)f avec 3 1 n T g-1» ne possédant pas de section plane complément d’un

arc maximal et tel que toute droite de Q admet une droite de Q qui lui est

gauche. Si Q admet une section plane réunion d'une droite A et d’un arc maxi-
mal K’f alors par tout point de K’, il passe au plus une droite de Q,

Démonstration. Par le lemme 3,7, la droite A comprend X points d'ordre n.

Si X m O, les droites de Q sont gauches deux a deux et la proposition est
triviale. Si X > 0, il existe un point a de A d'ordre n. Supposons, au con-—
traire de la théese, que K' comprenne un point b d'ordre n. On a b a. Alors, par
la proposition 3,7, les n droites de Q par b rencontrent les n droites de Q

par a, en n points (un point sur chaque droite). Or A est une droite par a.

Il existerait donc une droite de 0 par b rencontrant A, ce qui est imposai"

ble par la nature de la section < Ab >n 0 » AU K.

Nous pouvons maintenant classer les ensembles Q étudiés dans ce para-

graphe,

THEOREME 3,8, Soit Q un ensemble non dégénéré de classe (0, I, n, g+1) dans
P~(g), avec 3 $ n ( g-1, ne possédant pas de section plane complément d’un
arc maximal. Si toute droite de Q admet une droite de Q qui lui est gauche,
alors 1'un des cas suivants est réalisé ;

() I¢] = (g+1)(n g + n - 2q) et les droites de Q sont gauches deux a deux
) |qg = (g+rh(ngqg + n - 2q) + 2(g + 2 - n) et les droites de 0 sont les
n2 droites de Pé\(q) joignant un point a,; de Q sur une sécante A a un point
bfs de Q sur une sécante B gauche a A, Dans ce cas, est nécessairement

non vide.



55

(xii) M = (g-t-D(n g + n - 2q) + (n-l)y (g +1 - n) et les droitee de Q
Bont Xee aroitee de P@’(Q) contenant lea droitea d'unequadrique hermitienne
d’un Bous-eepaae projectif d’ordre (n-1)» dane P~(q), Dana ce caBf eat
néceaaairement non vide*

(iv) Q eat une quadrique hermitienne non dégénérée dana P/(Qq),

Démonstration. Cette classification est basée sur les leimes 3.5 et 3.7

qui précedent.

1) Si X m O les droites de Q sont gauches deux a deux et le cas (1) est
réalisé.

2) Supposons X m 1. Soient A une droite de Q et a un point d'ordre n sur A,
Soit a le plan des n droites de Q par a. Si B est une droite de Q gauche a

A. le point b m B n a est un point, distinct de a. adjacent a a. Le point b
appartient donc a deux droites de Q : la droite B et la droite < a,b > . Deés
lors, la droite < a,b = comprend deux points d’ordre n : le point a et le
point b, ce qui contredit X m 1.

3) Supposons X m 2. Par la proposition 3,7, muni des "traces" des droites
de 0 constitue un quadrilatére généralisé faiblement projectif dans P~Cq).
Comme X a 2, les droites de ce quadrilatere sont des droites de deux points et

il est facile de voir que 0™ muni de lI’adjacence induite par les droites de

Q est un graphe biparti complet de 2n points : 1’ensemble des points de
iti i . . telles
se partitionne en deux classes de points n Vvi.l,
que toute droite de est une droite <a , b =>. Soit a. un point d’une
. fn .
des classes de points de 0 ) Chacune des n droites de 0 par a. comprend
exactement un point bJ de la deuxiéme classe de points de . Comme ceci

est vrai pour tout point a* de la premiére classe, les points b” sont conte-

nus dans I’intersection des plans des droites de Q par les divers points a®

les points b sont les points de Q sur uns droite B, sécante a Q. De m8me,

les points a™ sont les points de Q sur une sécante A a Q. Ces droites A et

B sont gauches, car sinon le plan < A,B > serait contenu dana Q. Pour achever
la démonstration du (l), il reste a prouver que ne peut étre vide. Si

on°~r m 0, alors 0 est la réunion des droites < a®, bj > décrites ci-dessus

et donc
n (g-1) e2N"Nng-nNn'>>2n
Dr, puisque X m 2, le résultat du lemme 3.5 donne
O] » (N-2)g™ ¢ 2ng - n 2

Dn en déduit
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(n—2)q2 - n(n-2)q 0n2 -BnN>2>0,

Lb réalisant de cette équation du second degré en g vaut
n™M(N-2)» - 4(n-2)(n™ - 3n ¢ 2)

ou Cn-2)(n™ - 6n™ ¢ 12n - 8) - (N-2)™ .

Deés lors, q étant lI'une des racines de cette équation, on a

n(n-2) + (n-2)» n + (N-2)

n 2Cn-2) 2
ce qui est Impossible, car g ne peut valoir ni n-1 ni 1. Nous avons donc
prouvé le (11].
4] Supposons X > 2. Dans ce cas, le quadrilatere généralisé faiblement pro-
jectif oM~ (voir proposition 3,7) possede des droites d'au moins trois points.
Par conséquent, les résultats du chapitre 2 peuvent étre appliqués : par les
théoremes 2,1 et 2,5, est une quadrlque hermitienne dans un sous-espace
projectif dans P-(q), L'ordre du sous-espace est donné par le cardinal des
droites de 0" ; 11 vaut X - 1, Par conséquent X - 1 m (n-1)™ et le cardinal
de Q est déterminé par le lemme 3,5,
Sl X m g*! (ce qui exprime que Q ne posseéde aucune section réunion d'une
droite ét d'un arc maximal], le sous-espace projectif de P3(c|] coincide avec
P~(g] et Q est une quadrlque hermitienne dans P~Cp) : le cas (lv] est réalise.
Sl X < g+1, alors (111] est réalisé. Nous allons montrer que, pour un tel
ensemble Q, l'ensemble 07°" des points d'ordre 0 ne peut Stre vide. Supposons
que 0"°" m 0 et soit A U K' une section plane de Q réunion d'une droite A et
d'un arc maximal K'. D'aprés la proposition 3,6 et puisqu'on suppose m 0,
tout point de K' appartient & exactement une droite de O. Dr, toute droite
de Q rencontre le plan de la section A U K'. Donc, le nombre de points de
K' est égal au nombre de droites de Q ne s'appuyant pas sur A. Soit a un
point d’ordre n de A, Toute droite de O, ne comprenant pas a, rencontre I’une
des n droites A" de D par a, Dr, par le lemme 3.7, toute droite A" comprend X
points d'ordre n, dont le point a, et ainsi une droite A" A est rencontrée
par exactement (X-I](n-1] droites ne coupant pas A, Par conséquent, le nombre
de droites de 0 ne rencontrant pas A vaut (X—I](n—l]2. Dés lors, puisque

I'ordre de K' vaut nq ¢ n - 2q - 1, on o
KX-IIn-1]™ m gn ¢ n - 29 - 1
Dn en déduit que NN est un entier, c'eat-a-dlre, puisque

(n-1]»

1] Soulighons que ce résultat ne nécessite pas la connaissance de la valeur
de X découlant des théoreémes relatifs aux espaces de Shult faiblement
projectifs.
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g n et n-1 m p*, N est un entier. Cette condition ne peut

p
Stra réalisée, car le numérateur de lI’expression n’est pas multiple de p.

Le théoréeme 3,8 permet de caractériser les quadrigues hermitiennes d’un

espace projectif de dimension 3, On en déduit notamment

COROLLAIRE 3,1, Soit Q un eneemble non dégénéré de claase (0 1, n, g+1) dans

avec 3 $ n $ g-1, ne posaédant paa de aeotion plccne complément d’un
arc maximal. Si toute droite de Q admet une droite de Q qui lui eat gauche et
ai Q ne comprend aucun point d’ordre zéro® xilora Q eat une quadrique hermi-
tienne, a moina que Q ne aoit réunion de droites gauchea deux a deux.

Ceci découle directement du théoréme 3.0.

Pour améliorer les résultats du théoreme 3.8, il convient donc de classer
les ensembles Q comprenant des points d’ordre zéro. Nous avons obtenu un résul-
tat dans cette direction (voir ci-dessous), mais nous n’avons pu résoudre le
probléme : aucun argument combinatoire ne semble permettre une résolution gé-
nérale de la question, Peut-Stre une étude numeérique des ensembles Q corres-
pondant a des valeurs particulieéres de n et q permettrait-elle d’avancer la

question, mais nous n'avons pas entrepris un tel travail.

LEMME 3,8, Soit Q un enaemble non dégénéré de claaae (0, 1, n, g+1) dana P™(Q),
avec 3 $ n i g-1, ne poaaédant paa de aection complément d’un arc maximal et
tel que toute droite de Q admet une droite de Q qui lui eat gauche. Si a G
etb GQ alora tout point de < a,b > n Q, diatinct de b, appartient a

Démonstration, Supposons qu’il existe un point c b de < a,b =>n Q par lequel
passe une droite A de Q. La droite A rencontre le plan des droites de Q par b
en un point e % b. Donc e eat adjacent a deux points de la droite < a,b = : le
point b et le point c. Dés lors, e est adjacent a tout point de < ab > n 0, ce
qui contredit 1’hypothése a G O"°/N,

COROLLAIRE 3,2, Sin » ql'/3

+ 1, alora il ne peut exiater d’enaemblea de type
(iii) du théoreme 3,8,

Démonstration, Supposons que 0 soit du typa CIli) du théoréme 3.8|] aoit a S O"°N
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et A une droite de Q. Par le théoreme 3.5, le plan < a,A = rencontre Q sui-
vant la réunion de A et d'un arc maximal K', puisque a 6 Par le lemme
3.8, les X droites < a, a,> joignant a a un point a, d'ordre n sur A sont
des sécantes dont tous Ieé points diﬁérent§ ge a, a}opartiennent a Q(O) . Donc
K' contient au moins X(n-2) * 1 points de . D'autre part, noua avons vu,
au point 4] de la démonstration du théoreme 3.7, que le nombre de droites de
0 ne rencontrant pas A est (X—IHn—1)2. Par conséquent, par la proposition
3.8, le nombre de points de K' est supérieur ou égal a la somme de ces deux

nombres, c'eat-a-dire
X(n-2) ¢« 1 ¢« X-D(Nn-D™» “mg™*mn-2g-I

X(n' n-1) -n ¢ 2ng (Nn-2)q ¢ n -1

d'ou X 1 ¢ 1
n -n-1

X -1 < (2_2}?

n -n-1

Dr, X-1 = (n-1) , L'inégalité devient donc
n-LD» N - n -1 i (n - 2)qg
n4 —3n3 +2n2 > nN-1j (n-2)q

n*(n-2) - nM(n-2) ¢« n - 1 g (n-2)q

i} ol
n n ¢35 sq
3 2
n - n <q

ce qui s'écrit, puisque q & pII et nlmp,

1 t h
(b ¢ Dp <p
h-3£
P
et donc h - 3£ > D, ce qui signifie q > (n-1) . 1l n'exlate donc d'ensemble 0

du type (111) que si q > (n-1) et le corollaire est ainsi démontré.

2) Ensembles Q dans un espace projectif P~(q), d > 3,

Soit Q un ensemble non dégénéré de classe (D, 1, n, g*lI) dans P/™(Q),
avec d=3et3FBnNIP d**|l. ne possédant pas de section plane complément d'un

arc maximal, Dn peut caractériser les quadriques hermitiennes parmi ces en-
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semblés Q, grflce aux résultats obtenus en dimension 3.

THEOREME 2,4, Soit Q un ensemble non dégénéré de olaeee (0O, 3, n, g+1) dans
PAg)N avec d=3 et 25BN g-Il, ne poeaédant pae de section plane complé-
ment d'un arc maximal» Si Q ne posséde aucune section de dimension 2 qui,
soit comprend des points d'ordre zéro, soit est réunion de droites gauches,
soit est réunion d'une droite A et de faisceaux de droites coplanaires par
des points de A, alors Q est une quadrique hermitienne.

Démonstration, Par le point b) de cette section, il suffit de prouver que 0
n’admet pas de section plane réunion d’une droite et d’un arc maximal. Suppo-
sons au contraire que Q possede une telle section A* U K' et considérons les
variétés linéaires S de dimension 3 de P”Cq), passant par le plan de A’ UK”.
Par les hypothéses faites sur 0 et les résultats obtenus en dimension 3, les
intersections S n Q ne peuvent 6tre que des ensembles dégénérés dans S ou
6tre réduites a A’ UK?, Soient et deux variétés linéaires de dimension
3 par A U K”, telles que n 0 et n 0 soient les cflnes projetant A’ U K’
a partir des pointa a® et a® respectivement. Alors n 0 et n 0 contien-
nent chacun un plan : le plan < a™ A’ > et le plan < a®.A’ >, Considérons
la variété linéaire T 1 < a", a”. A' > son intersection avec Qest soit T
elle-m6éme, soit un faisceau de n plans par A’. Supposons que S" et S" sont
tels que T n’est pas Inclus a Q : ceci est toujours possible, car sinon Q
contiendrait un hyperplan de P~(q) par A’ et 0 serait alors dégénéré. Nous
allons mettre en évidence une contradiction, en étudiant 1’intersection avec
0 de la variété linéaire de dimension 4 engendrée par S* et S”, Par le choix
de S* et S”, cette variété rencontre Q suivant la réunion des ncOnes proje-
tant A’ U K & partir de n points a®, ..., a® situés dans les nplans de T Q.
Ces n points appartiennent a la sécants ™ a”, >, car chaque point a® est
adjacent a tout point b de K’ et, par chaque point b de K?, passent exacte-
ment n droites de Q : les n droites an, b qui sont coplanalresi dés lors,
les points a® appartiennent a I’intersection des plans de ces droites. Soit 6
une sécante a K, La variété linéaire de dimension 3 < a®, a”, B = rencontré
alors Q suivant la réunion des droites < a®, b» >, ou a* G < a™ a*» >n 0 et
bj 6 B n O, Ceci contredit le point (li) du théoréeme 3,8, affirmant qu’un tel

ensemble doit admettre des points d’ordre zéro.
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3) Les résultats de M. Tallinl-Scafati et Russo,

Ce paragraphe étudie les ensembles de classe (1, n, Nous retrou-
vons, a partir de ce qui précéde, les résultats démontrés par N, TALLINI-
SCAFATI [36] et RUSSO [28]j une hypothése doit toutefois étre ajoutée a celles
mentionnées par ces auteurs, comme nous l'avons expliqué au point c] de cette

section

REMARQUE 3,2, Soit Q un eneemble de olasee (1* n, g+1) dana P~(q), avec d i 3
et 3%$n3%$g-1. Sig>4 et ai Q nNadmet paa a la foia dea aeotiona planea
complément d'un arc maximal et réunion d'une droite et d'un arc maximal,
alora Q eat une quadrique hermitienne ou eat dégénéré.

Démonstration. Si Q possede une section plane complément d'un arc maximal,
alors, par le c], Q est dégénéré. Si Q ne posséde pas de section plane com-
plément d'un arc maximal, alors nous pouvons utiliser les résultats des pa-
ragraphes 1) et 2) qui précedent. Supposons Q non dégénéré. 1l suffit de
prouver le résultat pour d » 3, car alors, par le théoreme 3,9, il sera vala-
ble pour d > 3, Nous référant a certaines propriétés préliminaires établies
par M, TALLINI-SCAFATI [ 36]* nous savons que n vaut /g ¢ 1, que 0 contient
deux droites gauches de P"Cq] ainsi que deux droites sécantes de P”™tq], Par
conséquent, pour arriver au résultat annoncé, il suffit de montrer que 0 ne
peut étre des types (il) ou (lii) du théoreme 3,8, ni contenir de droite
sécante a toutes les autres droites de O.
1) Puisque n n 1, 0 ne peut étre du type (lii) du théoréeme 3,8, grace
au corollaire 3.2.
2) Supposons que 0 soit du type (ii). Soit a un point d'ordre zéro de Q. Par
a, il passe nécessairement une tangente a Q, sinon 0 serait maximal. Considé-
rons les g*l plans a de P,(q) par cette tangente. Aucun de ces plans ne peut
contenir une droite de O, puisque a 6 . Par conséquent, puisque n 0
est un ensemble de classe (1, n, g+D.l'arc n Q est soit un unital, soit
un sous-plan de Baer Cvoir théoreme 3,4), Des lors, le caxéinal de 0 vaut

la -1 ¢ A(/qg ¢ 1 -1) ¢li(qg ¢ /g e+ 1 - 1)
avec X+p""qgq—+I1, Donc
(8) Id m A(q /gf - g - /) 0q2 eqg>»>"*q + ilg + 1,

Dr, d'aprés le théoreme 3.8,
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laf = (g+D(n g ¢+ n - 29) ¢+ 2{q ¢+ 1 - n)
c’est-a-dire, puisque n m /q ¢ 1,
9 lal - g~ /g - g* ¢ 29 /g ¢+ 2q - ilq ¢ 1
De (6) et (9), on tire
a /9-29 +qg/gq+qg-2/q<«<X@a/q-g- /qi
qa -29/9>*g+/9-2> A(Q - /q - 1)
/qla/g-2g*\/qQ*1H)—2* X(q - /q - 1)
/qli~(g-iZa-D-(g-/7q-D+/" - 2s>XCcqg-*"—1)
On en déduit que -3—"--—-- est un entier p, c’est-a-dire
g-i/q-1
g -2m8p@-/q9g-1
Comme p ne peut valoir 1, on en tire
/q-1m (p- D@ -/g-1)

Par conséquent, i/ -15Q—-/d-1, ce qui ne peut 8tre réalisé que pour
q - 4.
3) Il reste a éliminer les ensembles Q contenant une droite A sécante a

toutes les autres droites de Q. Soit b un point de D-A appartenant a une

droite de Q. Soient B une vraie tangente a Q en b et les g>l plans de
PgCq) par B, 1l existe exactement un plan 6" contenant une droite de 0
le plan engendré par B et la droite de 0 par b. Les autres plans ren-

contrent Q suivant un unital ou un sous-plan de Baer. Par conséquent,
O] = (/g ¢ Dqg (/g ¢ 1) -qg ¢ X(g/qge+1l-1) ¢« p(ge/qg+¢1 -1
avec X ey m . Donc
(20) lal - X(q - q- /9 eg™""2gg/g=/g™l
Or, par la proposition 3.6,
O] m (+DCn g ¢ n - 29) ¢ (g * 1 - n)
c’est-a-dire, puisque n m /q ¢ 1 ,
(1) O] - grilg - g~ ¢ 29 /q ¢ g + 1

De (10) et (11), on tire

2 2 .
q ="-29 + g- ilg - X(q /9 - q - /)

2
qg —-2qqin*/g"-1-X(g-7g-D
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/a(g - 29 ¢+ 1) -1mX(q-/9-1)
/qgl/q(g - Z7g—-1D)<<q + /g + 1] - 'm X(gq - - 1)
On en déduit que -------- R est un entier, ce qui n'est possible que si q 4,
qg-ilqg -1

Le résultat de fl, Tallini-Scafati est ainsi démontré.

Rappelons que les hypothéses faites dans I'énoncé de ce dernier théo-
reme, sont satisfaites des que n 2N A ¢ 1. Nous terminons en mentionnant

les résultats de RUSSO ( 28],

REMARQUE 2,3, Soit Q un ensemble non dégénéré de classe (1, 2, 5) dans P"~(4),
Si Q ne posséde pas de section plane complément d'un arc maximal® alors Q
est une quadrique hermitienne ou est la réunion d'une droite A et de quatre

faisceaux de droites ooplanaires par quatre pointe de A,

REMARQUE 22,2', Soit Q un ensemble non dégénéré de classe (1 3, S) dans PAN
d i 2f ne possédant pas de section plane complément d'un arc maximal. Si

|$|] > 10,4" ~ ~ 2] alors Q est une quadrique hermitienne.

Ces résultats peuvent étre déduits de la classification des ensembles de
classe (0, 1, n, g**), mais cette démarche nécessite des raisonnements et
calculs tout a fait analogues a ceux de Russe et nous ne les reprendrons pas

ici.

e) £DNC].USION_

Nous avons vu que la non existence d'arcsmaxlmaux dans un plan d'ordre
impair (conjecture de TMAS 140] ) impligue que les ensembles de classe (0O, 1,
n, g+1) dans Fa.(q), g impair, qui contiennent une droite, sont les quadriques
hermitiennes. Nous avons approché ce résultat en étudiant les ensembles de
classe (O, 1, n, g”™l) ne possédant pas a la fois des sections planes complé-

ment d’un arc maximal et réunion d'une droite et d'un arc maximal.

Si Q possede une section plane complément d'un arc maximal, alors Q est

dégénéré, dés que q > 4. Le cas q * 4 n'est pas résolu.
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Les ensembles Q ne possédant pas de section complément d'un arc maximal«
sont classés dans les espaces projectifs de dimension 3, sans restriction sur

n, ni sur . On peut alors caractériser les quadrilques hermitiennes.

L'étude des ensembles de classe (0. 1. n. g*'!) possédant a la fols des
sections complément d'un arc maximal et réunion d'une droite et d'un arc maxi-
mal, reste a faire. Ce cas ne peut se présenter que si n m 2 ~ ¢ 1, c'est-a-

dire si n = ¢ 1, q pair.
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D. ENSEMBLES DE CLASSE (O, 1, 2, g*)

Pour compléter I'étude des ensembles de classe (O, 1, n, g*lI) dans P~(q],
d 5 2, 11 nous reste a étudier las ensembles de classe (0, 1, 2, g*l). En fait,
de tels ensembles peuvent 6tre définis dans un espace projectif quelconque
(fini ou non) i ce sont les ensembles de Talllni, que nous avons introduits

dans [ 23] .

DEFINITION 3,3, Un ensemble de Tallini d'un espace projectif P est un ensemble
Q de pointa de P tel que toute droite de P, non contenue dans 0# rencontre Q

en au plus deux points. Si Q ne contient pas de droite, nous dirons que 0 est
un arc, ou une calotte selon que la dimension de P vaut 2 ou est supérieure a

2,

Cette section est consacrée a l'étude des ensembles de Talllni d'un
espace projectif quelconque. Noua avons tenté de classer ces ensembles. N'ayant
pu atteindre notre but que dans les espaces de dimension d $ 4, nous nous sommes
orienté vers la recherche de caractérisations des quadrlques parmi les ensem-
bles de Tallini, Nous avons ainsi obtenu une nouvelle caractérisation des qua-
drigues des espaces projectifs finis ou non et nous avons amélioré des résul-

tats connus, relatifs aux quadriques finies.

a) ETUDE GENERALE DES ENSEMBLES DE TALLINI.

Ce paragraphe fournit quelques résultats généraux relatifs aux ensembles
de Talllni des espaces projectifs finis ou nom ces résultats vont paraitre
dans [ 23], Nous classons les ensembles de Tallini des espaces projectifs de
dimension d » 4 et construisons, dans les espaces de dimension quelconque,

des familles d'ensembles de Talllni qui ne sont pas des quadrlques.

1) Classification.

Une classification des ensembles de Talllni de la droite projective est

triviale. 11 est facile de classer les ensembles de Talllni d'un plan projectif.
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PROPOSITION 3,9, Soit Q un ensemble de Tallini dans un plan projectif P,
Alors Q est I'un des suivants

(i) un arc (en particulier une conique non dégénérée)

(i) la réunion d'une droite et d'une variété linéaire de dimension 0 ou 1
non incluse a la droite

(iii) le plan P lui-méme.

Nous donnons une classification des ensembles de Tallini d’un espace

projectif P de dimension 3.

PROPOSITION 3,10, Soit Q un ensemble de Tallini dans un espace projectif P
de dimension 3, Alors Q est lI'un des suivants

(i) une calotte (en particulier une quadrique elliptique)

(ii) la réunion de deux droites gauches et de zéro, une ou deux droites gauches”
s'appuyant sur les deux premieres

(iii) une quadrique réglée

(iv) la réunion d'un cdne projetant® a partir d'un point a, un arc d'un plan
ne comprenant pas a, et d'une calotte K dont aucun point n'est coplanaire
avec deux droites de Q et dont aucune paire de points n'est ooplanaire avec
une droite de Q

(v) la réunion d'un plan et d'une variété linéaire de dimension 0, 1 ou 2
non contenue dans le plan

(vi) l'espace P lui-méme.

Démonstration. Si 0 ne contient pas de droite, alors (i) est réalisé. Supposons
donc que 0 contienne une droite. Trois cas peuvent se produire.

1) Supposons que Q contienne deux droites gauches et A®, mais pas de plan

de P. Nous allons montrer qu'alors 0 est de 01’un des types (ii) et (iil).
L’ensemble Q pourrait 8tre formé exactement de A™ et A", ensemble décrit en (ii),

Si 0 comprend un point a* non dans A U A”, alors la droite passant par a*

1} Cet arc Cresp. cette calotte) ne doit pas nécessairement engendrer le plan
(resp, P),
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et rencontrant et est une droite de Q. La réunion A U A" U constitue
un ensemble de Tallini de type (ii). Si (] contient trois droites A™, A7,

comme ci-dessus et un point a® non situé sur ces droites, alors la droite B"
par rencontrant A et A" est une droite de Q. Cette droite ne peut ren-
contrer B par la classification des ensembles de Tallini en dimension 2 (car
nous supposons que Q ne contient pas de plan). La réunion A U A~ U B U B"
est a nouveau un ensemble de Tallini décrit en (ii), Supposons enfin que Q
contienne quatre droites BM, BN comme ci-dessus et un point a™ non
situé sur ces droites. Alors les droites A" et B par a” , rencontrant res-
pectivement Bj, B" et Aj*, A* , sont dans 0. Ces droites A" et B" doivent 6tre
gauches respectivement a AI’ Aﬁ et Bl’-?"' Par conséquent, toutes les droites
S’appuyant sur Algqé (une réglée ) ainsi que toutes les droites s’ap-
puyant sur BM™, B™» (une réglée ) sont dans O. Par (30], les ensembles
de points de ces deux réglées coincident si et seulement si le corps de base
de P est commutatif et alors cet ensemble est une quadrique réglée de P. Nous
obtenons ainsi le cas (iii), Si le corps de base de P n'est pas commutatif,
considérons un point a sur une droite de”, n'appartenant a aucune droite de
IA. Alors a ? B,, B

X n’
B et B”, est une droite de Q. Mais, par tout point de B”, il existe une droite

B par la définition deiA, La droite C par a rencontrant

A" 6 cX rencontrant B”~. Par conséquent, comme 0 ne contient pas de plan, C doit
étre une droite decX, ce qui contredit le choix de a. Par conséquent, il
Nn'‘existe pas d'ensemble de Tallini satisfaisant 1) et contenant etlors-
que le corps de base est non commutatif. Comme aucun ensemble de Tallini,
distinct de P, ne peut contenir strictement une quadrique réglée, noua avons
prouvé que seuls (ii) et (iii) peuvent 8tre réalisés.

2] Si toutes les droites de Q sont concourantes en un point a, il est clair
que £,v) doit 6tre realisé.

3) Si 0 contient un plan a , considérons un point a n'appartenant pas a a.
L'ensemble 0 pourrait fitre a U {a}. Si 0 contient deux points distincts aj
et a® n’appartenant pas a o, alors Q contient la droite < a™, Comme

la réunion a U < a™, a”™ > est un ensemble de Tallini, 0 pourrait coincider
avec cette réunion. Mais si 0 contient trois points non alignés a», a®, a"
n‘appartenant pas a a, alors considérons le plan a' » < a®, a®, a®
L’ensemble de Tallini a' n 0 contient la droite a’ o a et les points non ali-

gnés an, a® . Dés lors, par la classification des ensembles de Tallini

1) Selon ( 30l , nous appelons réglée ("regulus™) la famille des droites de P
s'appuyant sur trois droites gauches deux a deux.
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du plan, a* est contenu dans Q. Par conséquent, Q contient la réunion a U a*.
Celle-ci constitue un ensemble de Talllnl dans P, Il est évident que si 0

contient un point non situé dans a ni a', alors Q coincide avec P, Nous avons
ainsi prouvé que, si Q contient un plan, las cas (v) et (vi) sont réalisés et

la proposition est démontrée.

Nous avons également pu déterminer les ensembles de Talllnl des espaces
projectifs de dimension 4, Toutefois la classification obtenue est fort longue
et sa démonstration fastidieuse. Nous ne mentionnons pas Ici ce résultat] 11
paraitra d'ailleurs dans [23]. De plus, les principaux ensembles obtenus par
cette classification sont décrits par les constructions générales que nous

donnons cl-apres.

2) Constructions.

Nous décrivons deux familles Infinies d'ensembles de Talllnl, dans les

espaces projectifs quelconques (éventuellement de dimension Infinie).

CONSTRUCTION 2,1, Conaidérona une famille (finie ou non) de pairea (P7», "NiNiffl *
ou P. eat une variété linéaire propre de P et Q. une quadrique dana P., telle
que

@ < U P.==P,

i el
(b) pour tout J, la variété P. n'eat paa inoluae a la variéeté < U P. >
A X <0
(a) pour tout j, I Hnteraection Q. < U P. > coincide avec I ’interaection
N i < f N

P. ( U (%(.)

J I <J
Alora la réunion Q = U Q. eat un enaenible de Tallini dana P,

iel ~

Démonstration. La condition (a) entraine < Q = P. Il faut donc prouver que

Q est un ensemble de Talllnl. Soit A une droite de P non contenue dans Q. SlI

A est contenue dans une des variétés P”, alors A rencontre nécessairement 0

en au plus deux points. SI A n'est pas contenue dana une variété P”», montrons
que I'on a encore |An gl =2, des que A joint deux points de Q. Désignons par
a‘J et a. ces deux points, avec j et k Indices minimaux dans | tels que les qua-
drilques OJ et Qk contiennent respectivement aJ et a, . Supposons j < k. Alors,

la droite A est contenue dans < U Pr > et, puisque j et k sont minimaux, A
1 gk
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rencontre < U ~ exactement en p (voir condition (b)). Mais
i < k N N
Qn< U Q >« U g. Donc An gumsAnmnm( U o™ - {p . P ce
=k 1jl<

qui achéve la démonstration.

REMARQUE 3,5, Cette construction permet de montrer que, si est une variété
linéaire propre de P et QO un ensemble de Talllnl dans PO, alors 11 existe

un ensemble de Talllnl 0 dans P contenant On en déduit une généralisation
de la construction 3,1, en considérant des paires (F., Q.). a t» ™

vn ensemble de Tallini dans F.
0

REMARQUE 3,6, Si | est fini, alors l'ensemble de Talllnl 0 décrit cl-dessus

est la réunion de deux ensembles de Talllnl 0™ et 02 dans des variétés liné-

aires propres P* et P* |, tels que < P* |, P* =P et O*nP* eg*n P* |, En
effet, llsuffit de prendre 07?7 = U Q. et oin U 0. pour un certain
N 1/\£/\ N 1>£/\

£ 6 Ij alors pj - < Uu P =etP*-< U Pj=>.
" A$BEN 1=£N

CONSTRUCTION 3,2, Soient S et T deux variétés linéaires complémentaires de F,

Soit QO un ensemble de Tallini dans S et soit K = {at.] i g une calotte

a
dans T, Considérons les variétés F.=< Sj g >, pour i 9 et soit q
% % -

un ensemble de Tallini dans Ft. tel que Qt. n S = QO, Alors Q = I Q/{ est

U
e
un ensemble de Tallini dans F,

Démonstration. L'existence des ensembles de Talllnl 0 découle de la remar-
que 3,5, On a clairement < g > n P, Nous allons prouver que 0 est un ensemble
de Talllnl, Soit A une droite non contenue dans P, S| A est Incluse a une
varieté linéaire P», alors |An gl » [An @Y ~ 2. SI A n'est pas Incluse a
une variété P», alors A rencontre exactement deux variétés P”, sinon K ne
serait pas une calotte. Par conséquent A rencontre Q en au plus deux points

et la démonstration est achevée.

Remarquons que, si K est formé de deux points, la construction 3,2

fournit les mSmes ensembles que ceux décrits a la remarque 3,6.

Noua avons ainsi montré que les ensembles de Talllnl des espaces projec

tifs P constituent une classe fort complexe de sous-ensembles de P, dont les
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quadriqgues ne sont qu'un cas particulier. Les résultats obtenus semblent
Indiquer qu’une classification de ces ensembles est sans espoir et nous nous
sommes orienté vers la recherche de caractérisations des quadriques (voir point c)
de cette section).

b) ARES_ET £A£02TES DES_ESPACES_PROEECNFS FINIS.

Les ensembles de classe (0, 1, 2) des espaces projectifs finis
ont fait lI'objet de nombreuses recherches. Selon la terminologie de SEGRE [ 3I1],
Ils sont appelés K-arcs, si d m 2, et k-calottes, si d 5 3, ou k désigne le
cardinal de l'ensemble. Les principaux résultats relatifs a ces ensembles
sont exposés dans [4 ] et [31]. Nous reprenons ci-dessous quelques résultats
connus a leur sujet et utiles pour la suite. L'un de ces résultats nous per-

met de caractériser les unltaux de Metz, dont nous avons parlé a la section C.

Le cardinal k d'un arc K du plan vaut au plus g+1, si g est Impair et
g"2, si g est pair. Un arc K ayant un tel cardinal est appelé arc maximal,
SEGRE [29] a prouvé que les arcs maximaux d'un plan projectif arguéslen fini
P2(d)> avec g Impair, sont les coniques non dégénérées. Des exemples d’arcs
maximaux des plans d'ordre pair sont fournis par la réunion d’une conique et

de son noyau, mais d'autres (g+2)-arcs ont 6té construits [31].

Mentionnons quelques résultats sur les calottes de P~Cq). On peut mon-
trer (voir par exemple OVIST [27]) que le cardinal d'une k-calotte de P,(q)
vaut au plus q2 ¢ 1, pour tout g > 2. PANELLA [25] et BARLOTTI [1 ] ont alors
prouvé un résultat analogue a celui démontré par Segre pour les arcs maximaux
du plan | toute (q02 D-calotte de Pgtq)» Q Impair, est une quadrique ellip-
tique. Ce résultat n’est plus valable siq est painon peut toutefois prouver
que la réunion des tangentes en un pointd'une telle calotte constitue un plan
0 est donc un ovoide. Divers ovoides qui ne sont pasdes quadriques ont été

construits (TITS [42], [43]).

Des limitations sur le cardinal des calottes des espaces projectifs
finis Pd(q) ont été obtenues. Nous renvoyons le lecteur a SEGRE [31] pour les

principaux résultats sur le sujet.

2
Grflce aux propriétés, rappelées cl-dessus, des (g * l)-calottesde
P~(q) et en utilisant nos résultats de la proposition 3.1D, nous donnons une

caractérisation des unltaux de Metz décrits a la section C. Dans ce paragraphe.
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le plan projectif est donc supposé d'ordre carréi cet ordre sera noté q ,
pour simplifier 1’écriture, La construction de Metz est inspirée de celle de
BUEKENHOUT [9], fournissant des unitaux non hermitiens des plans arguésiens

d'ordre pair,

DEFINITION 3,3, Soient U un unital d'un plan projectif arguésien et

D une tangente a U. Soient P~(q) 0I’espace projectif d'ordre q et dimension 4
et Z le recouvrement de droites d'un hyperplan H de P (q), correspondant au
plan affin P’\tqz)—u (voir section C), Nous disons queAU est un unital de
Buekenhout~-Metz si l'ensemble Q déterminé par U dans P~(q) est un cfine pro-
jetant un ovoide d'un hyperplan H' de P~(qQ), tangent au plan H n H' au point
a’, a partir d’un point a K a' sur la droite A de E passant par a'.

Remarquons que, par le théoréeme 2 de [~ ], les unitaux hermitiens de ~2™M *

sont des unitaux de BueKenhout-Metz.

La classe des unitaux de BueKenhout-Metz est caractérisée par le théo-

réme suivant,

THEOREME 3,10, Soit U un unital d’un plan arguésien P~(g"), Si U est rencontré
par toute aous'-droite de Baer 1) de F’\(qz) en O, 1, 2 ou g+l points, alors U
est un unital de Buekenhout-"etz,

Démonstration, Soit D une tangente a U, Soient P~(q), H et Z comme définis ci-
dessus, Considérons I’ensemble Q déterminé par U dans P~(q], Puisque 0 est
tangente a U, 1'hyperplan H rencontre Q suivant une droite A de Z,

1) Nous allons voir que Q est un ensemble de classe (0, 1, 2, g*) dans P~™(q},
Soient a et b deux points de Q, Il suffit de montrer que la droite < a,b > ren-
contre Q exactement en les points a et b, a moins qu'elle n’y soit Incluse, Si
a et b sont dans H, alors, puisque H o Q est la droite A de z, la droite < a,b >
coincide avec A, Incluse a Q, Si 1’un des points a ou b n’appartient pas a H,
alors le droite < a,b > rencontre H en un point b”. Par ce point b’, il passe
exactement une droite B de Z, Le plan < a,b,B > correspond alors a une droite
E de 2" droite < a,b = de ce plan est une sous-droite de Baer de E,
Par I’hypothése faite sur U, cette sous-droite de Baer rencontre U en 0, 1, 2

ou g+l points. Par conséquent, < a,b > rencontre Q en O, 1, 2 ou g+l points.

1) Une sous-droite de Baer du plan P,(g ) est l'intersection d’un sous-plan de

2 S
Baer de P"Cq ) avec une droite de PZ%" sécante au sous-plan.
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Nous avons ainsi prouvé que Q est de classe (0, 1, 2, g=>I].

2) Soit a un plan de P*(q) par la droite A, non inclus a H. Ce plan a corres-
pond a une droite F de/\’\2"*"2 sécante a U par le point D n U, Par conséquent,
a rencontre Q en g points n'appartenant pas a A. Dés lors, puisque par le 1),
g est de classe (0, 1, 2, g-*], l'intersection a rt Q est la réunion de deux
droites. Nous avons ainsi montré que tout plan a par la droite A rencontre Q
en deux droites sécantes, a moins que a ne soit contenu dans H, auquel cas

a n g A Par conséquent, g est réunion de droites s'appuyant sur A et ne
contient aucun plan de P~(q) par A,

3) Montrons que g posséde un unique point double a sur la droite A, c'est-a-
dire que toutes les droites de g concourent en un méme point a de A. Supposons,
au contraire, gqu'il existe deux droites C et C de g rencontrant A en deux
points distincts ¢ et c'. Les droites C et C ne peuvent étre coplanaires,
sinon le plan < A, C, C = serait contenu dans g, ce qui contredit 2). Deés
lors, les droites C et C engendrent une variété linéaire de dimension 3.
Celle-ci rencontre g suivant un ensemble de classe (0, 1, 2, g"M] qui contient
les deux droites gauches C et C, Par le 2), tout plan a par A dans < C,C >
rencontre cet ensemble en deux droites, sauf si o ® Hn < C,C >, auquel cas
a rencontre g suivant la seuls droite A. Ceci contredit la classification

des ensembles de Tallini des espaces projectifs de dimension 3 (proposition
3,9). En conséquence, g est réunion de droites par un point a de A.

4) Soit H' un hyperplan de P~(q) ne comprenant pas le point a. L'ensemble g
est le cflne projetant H* n g a partir de a. L'ensemble 0 m H'n g est un en-
semble de classe (0, 1, 2, g«l). 1l ne peut contenir de droite : en effet,

si 0 en contenait une, cette droite engendrerait avec a un plan contenu dans
gi ce plan doit alors rencontrer H suivant la droite A m Hn g et il existe-
rait un plan par A contenu dans g, ce qui contredit 2). L'ensemble 0 Bst donc
une calotte dans H'i elle rencontre le plan Hn H en l'unique point a' = Hn A,
Or, comme U = q3 ¢ 1, le cardinal de g vaut q3 ¢ g * 1 (voir choix de la
droite D permettant de construire P,(q) et E). Dées lors, puisque g est le
cOne projetant 0 a partir de a, le /(\:ardinal de 0 vaut q2 ¢ 1. Grfice aux re-
sultats sur les (q2 ¢ D-calottes d'un espace projectif de dimension 3, D

est alors un ovoide de H' tangent au plan H n H' en le point a'. Le théoréeme

est donc démontré.

Remarquons, pour terminer, que ce théoréme reste valable pour les unitaux

2
paraboliques des plans de translation d'ordre q , dont le noyau est d'ordre

g (voir [ 9]).
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C) CARACT"R"SANONS_DES_QUADR"OUES.

Comme noue l'avons souligné au point a) de cette section, une étude
générale des ensembles de Tallini semble difficilement réalisable. Il est
alors naturel de s’orienter vers la recherche de caractérisations des qua-
driquesi c'est lI'oObjet de ce paragraphe. Nous abordons tout d'abord la ques-
tion dans un espace projectif quelconque de dimension finie, puis nous étu-

dions le cas des quadriques orthogonales finies,
1) Ensembles de Tallini et espaces de Shult,

BUEKENHOUT [ 7] a caractérisé les ruadrigues orthogonales non dégéné-
rées des espaces finis ou infinis, par la notion d'ensemble quadratique ;
un ensemble quadratique dans P est un ensemble de Tallini Q dans P tel que
la réunion des tangentes a Q en un point de Q est un hyperplan de P ou l'es-
pace P lul-m8me) 0 est donc un ensemble semi-quadratique [ 12] (voir aussi
chapitre 2 de ce travail). Or, tout ensemble semi-quadratique contenant une
droite est un espace de Shult projectif et inversément, lorsque P est de di-
mension finie. Deés lors, le résultat de Buekenhout montre qu’un ensemble de
Tallini Q contenant une droite et vérifiant 1’axiome de Shult est une qua-
drique, si 0 est non dégénéré. Mais nous savons (voir par exemple le point b)
de la section C) que 0 est un espace de Shult projectif dans Pj*Cq) si et seu-
lement si toute section plane de 0 contenant une droite de est soit reé-
duite a cette droite, soit réunion de droites concourantes, soit un plan.
En conséquence, d’aprés la proposition 3,9, un ensemble de Tallini non dégé-
néré Q contenant une droite, est une quadrique si et seulement si Q ne pos-
sede pas de section plane réunion d'une droite et d'un point n'appartenant

pas a la droite. On a donc prouvé le

THEOREME 3,11, Soit Q un ensemble de Tallini non dégénéré dans P, contenant
une droite de P, Alors Q est une quadrique orthogonale dans P si et seule-
ment si Q ne posséde pas de section plane réunion d'une droite et d’un point

Nn’appartenant pas a cette droite.

De ce théoréme, on déduit une deuxieme caractérisation des quadriques des

espaces projectifs de dimension finie.



73

THEOREME 3,12, Soit Q un ensemble de Tallini réglé non dégénéré dans P,
Alors Q est une quadjnque orthogonale dans P si et seulement si, pour toute
paire de droites gccuohes A et B de il existe au moins 3 droites de Q
s'appuyant sur A et B,

Démonstration. La condition nécassalre est bien connue. Démontrons la con-
dition suffisante. Supposons que Q ne soit pas une quadrique orthogonalei
alors, par le théoréeme 3.11, Q posseéde une section plane réunion d'une droite

E et d’un point e 0 E, Puisque Q est réglé, il existe une droite F de Q par

le point e. Celle-ci est nécessairement gauche a E, La variété linéaire < E,F =
est donc de dimension 3 et l'intersection < E,F > n 0 est un ensemble de
Tallini contenant deux droites gauches ainsi qu'une section plane réunion

d'une droite et d’un point. Cet ensemble ne peut Etre que des types (ii) ou

(v) de la proposition 3.1D, Comme ces ensembles ne veérifient pas les hypo-

théses, le théoréme est démontré.
2) Duadrigues orthogonales finies.

Les seuls résultats relatifs aux ensembles de classe (0, 1, 2, g-"
dans Pé.(q), contenant une droite, sont, a notre connaissance, la détermina-
tion par M, TALLINI-SCAFATI [36] des ensembles de classe (1, 2, qgq+1) et les
caractérisations des quadrlques orthogonales, obtenues par G, TALLINI, Dans
[32] , G. TALLINI prouve que les ensembles non dégénérés de classe (0, 1, 2,
ag*l) de Pd(q) dont le cardinal vaut au moins qg**I qd""2 -*m, .. ¢ g+l sont
essentiellement les quadriques orthogonales des espaces projectifs de dimen-
sion paire et les quadrlques hyperboliques des espaces de dimension impaire.
Les quadriques elliptiques de ces espaces échappent a cette caractérisation,
car leur cardinal est inférieur a la borne ci—dessus?lG. TALLINI en donne une

caractérisation particuliere [33],

1) Un ensemble de Tallini Q est dit réglé si 0 est réunion de droites (voir
définition du chapitre 1).

2) Rappelons que le cardinal des quadriques des espaces projectifs de dimen-
sion paire, d m 2t, vaut ¢ * ¢ ... + 1) les cardinaux des quadriques el-
liptique et hyperbolique des espaces de dimension Impaire, d = 2t+l, valent

respectivement q ~__..+1- etqg +_,.+1+q.
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Noua améliorona les résultats de G. TALLINI lorsque g est Impair et
supérieur 3 : dans ce cas« par le choix d'une borne plus petite que celle
utilisée par Tallinl dans son premier article, nous caractérisons en un théo-
reme unique les trois types de quadriques finies, a l'exception toutefois
des quadriques elliptiques en dimension 3 (dont le cardinal est supérieur

a la borne choisie).

LEMME 3,8, Soit Q un ensemble de classe (0 2, 2, g+1) dans P~(g)* contenant
un hyperplan H de P~(q), Alors Q est la réunion de H et d'une variété linéaire
non contenue dans H,

Démonstration. 1l suffit de prouver que la variété linéaire engendrée par

les points de Q-H est contenue dans Q. Soient a et b deux points de Q-H. La
droite < a,b = rencontre 1l'hyperplan H en un point de 0 distinct de a et bj
elle est donc contenue dans Q. Dés lors, la fermeture linéaire des points de

0““H est contenue dans 0 et le lemme est démontré.

LEMME 3,9, Soit Q un ensemble de classe (00 2, 2, g*l) dans contenant
des variétés linéaires de dimension d-2j mais aucun hyperplan de P”~(q), Sup-
posons que ¢ est impair. Si |$] =™ + 2(F'™ + g™ + ,,, +2, alors (Q est
une quadrique orthogonale dégénérée.

Démonstration, Soit S une variété linéaire de dimension d-2 contenue dans O.
Considérons les hyperplans de P™tq) contenant S. Par le lemme 3,6, chacun
des hyperplans rencontre 0 suivant la réunion de S et d'une variété line-
aire T7, La dimension de vaut au plus d-2, car Q ne contient pas d'hyper-
plan. Désignons par \ le nombre des hyperplans tels que la variétée cor-
respondante est de dimension d-2. On a alors

-1 d-2 d-3 d-2 d-3
loi i g ¢ q ¢ ¢ IXX g +pq

avec X ¢ P m g*l. D'ou

loi T (XNn) g™ ¢ (g*2 X) qd_3 . qd_4 ¢ ¢ 1
loi i (X*2) ¢ - X qg* ¢ 24q ... ¢ 1

Dés lors, si ﬁi est supérieur a qd_:L ¢ qu_‘?’ * qd_4 .., ¢ 1, on a
(X+2) CId—2 “ g qd—3 S qd—l

xX*2) g - X >ag"

X@-) > g™ - 2q
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d’ou l'on tire A i g. Montrons que si A & q ou g+l, 0 est une quadrique,

1] Supposons que toutes les variétés linéaires rencontrent S en une mSme
variéeté linéaire U de dimension d-3. Considérons un plan a gauche a U. Chacune
des A ¢ 1 variétés et S rencontre a en A ¢ 1 points distincts. Puisque

A1 g, an Q contient au moins g*lI points. Or o r* 0 ne peut contenir de droite,
sinon 0 contiendrait un hyperplan de F:j.(q), Donc ces points constituent un

arc dans a. Par conséquent, A m g*l et a n 0 est une conique non dégénérée,
puisque g est impair. On en déduit que Q est la quadrique projetant cette coni-
que a partir de U.

2) Supposons qQu'il existe deux variétés et rencontrant S en deux variée-
tés et distinctes. Soit V une variété linéaire de dimension 3 gauche a
Ui n UN. Les variétés S, et rencontrent V respectivement en les droites
A, et les droites B* et B" sont gauches et la droite A s'appuie sur B"
et B~ Or tout plan rencontre V suivant des droites rencontrant A, Dés lors,
d’aprés la proposition 3.10, Vn Q est une quadrique réglée ou contient un
plan. Ce dernier cas ne peut se présenter, sans quoi Q contiendrait un hyper-
plan de P~(q), Par conséquent, 0 coincide avec la quadrique dégénérée proje-

tant la quadrique réglée V n 0 a partir de n UM

THEOREME 3,13, Soit Q un ensemble de classe (0, 1, 2, g+1) dans P~qQ)™ avec
d” 3, qg> 3 etqg impair. Si [$] > g™ " + Zg" » + g~"-T-,,,+It alors Q

est une quadrique orthogonale”™ a moins que Q ne contienne un hyperplan de

Démonstration. La démonstration se fait par induction sur d.

1) Si d m 3, la classification obtenue a la proposition 3,10 montre que les
seuls ensembles dont le cardinal est supérieur a q2 «"2 sont, pour g impair
et supérieur a 3, les quadriques réglées de PO (q), les quadrlques dégénérées
en un cOne et des ensembles contenant un plan. Le théoréme est donc démontré
dans les espaces de dimension 3.

2) Supposons d > 3, Si 0 ne contient pas de droite, |o|] < g * ¢ 1, par un
résultat de G. TALLINI [32], et donc les ensembles considérés ici contiennent
au moins une droite de Pd.(q), Pour prouver le théoreme, il suffit donc de
montrer que 0 n'admet pas de section plane réunion d'une droite et d'un point
(voir théoréme 3.11). Supposons, au contraire, qu’il existe un plan a rencon-
trant 0 suivant une telle réunion. Soit 1 (2™1% n-2) la dimension d'une
variéeté linéaire S contenant a, qui rencontre Q suivant un ensemble de cardinal

supérieur a gt " ¢ 298 ~ ¢ gt M ¢ ... ¢ 1. Si toutes les variétés linéaires T



1 i-2
de dimension i+1, par S, sont de cardinal inférieur ou égal a q + 2q
g® M~ ¢ ... ¢ 1, alors |qg|l est inférieur ou égal a g * 28 N e g N e
En effet, en posant
ISn ol » gt ™+ 290 ... *ml + X*avec X > O"
on obtient
o] < ql_j* . 2q!‘_3‘ + q'-'4' ¢ ... ¢ 16X
‘ (q'/\"/\”/\*_ ) _/\I)(q/\+2q/\"/\+q/\“/\*_ . _*I_q/\“/\_2q/\‘ /\_q/\“'/\_ .. _I_X)
- 3. -4
lal < ot % + 2gvF 4 g
A d-1-1 i2 2 11 i-Bi a-i-in ~
¢ (g ... e +29 -9 -9 >X{q *...eQ)
dou I’on tire, en négligeant le terme en X,
i, . d-1 N d-3 d-4
I|C)||q +2q +q ... e,
Par conséquent, puisque |o] > g™ ™ ¢ 20" ~ ¢ g ~ ¢ __. ¢ 1, il existe un

hyperplan H de

¢
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L4

contenant a, qui rencontre 0 suivant un ensemble de car-

dinal supérieur a g** ~ ¢ 2g° + ,,, +1, Par I'hypothese d'induction,

H n O est une quadrique ou contient un hyperplan de H. L'ensemble H n Q ne

peut 8tre une quadrique, puisque sa section par a est réunion d'une droite et

d'un point. Par conséquent, H n Q contient un hyperplan de H, c’est-a-dire Q

contient une variété linéaire de dimension d-2. Des lors, le lemme 3,9 achéve

la démonstration du théoréeme.
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