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INTRODUCTION 

Le but de notre travail est l'étude du calcul symbolique unidimensionnel 

Pour un opérateur régulier d'une b-algêbre A dont la croissance de sa résolvante 

près du spectre est contrôlée par une fonction lipschitzienne positive sur (T. 

Dans le cas particulier où l'opérateur a est l'opérateur de LAPLACE opérant ainsi 

que sa résolvante sur S'iTR^), espace des distributions tempérées sur Ir'̂  , nous 

obtenons les résultats suivants : 

- Si f est une fonction de classe dans un secteur T contenant strictement 
a 

IR'*' , vérifiant pour un certain entier naturel N 

(H) sup|f(t)|6^(t)-H^ 6 (t)ô" (t)|âf(t) A dt| < - h » , V m > 0 
T ° 

a a 

Alors la restriction de f à IR"*" est de classe C°°, tempérées ainsi que 

toutes ses dérivées sur IR"*" , pour la même f iltration N c-à-d 

Vk e m sup^ |D^f(x) (6^(x) < -H» 

- Réciproquement, si f est une fonction de classe C sur IR tempérée ainsi 

que toutes ses dérivées pour la même filtration N alors f admet un 

'\i ^ . + 
relèvement f de classe C dajis un secteur T contenant strictement IR , 

a 

et vérifie (H). 

Le calc\il symbolique tenant compte de la croissance de la résolvante a été étudié 

par divers auteurs notamment par moi-même [3] , NGUYEN t.Hoc [5], C.WBOBEL [8], 

et L.WAELBROECK [T] pour des opérateurs réguliers (un opérateur a d'une b-algèbre 

A est régulier si il existe un réel M strictement positif tel que la suite 

{(̂ )'̂ , n e IN} soit bornée dans A). 

Dans [3], [5] et [8] le calcul symbolique est multidimensionnel. Dans [7] l'auteur 

6 ( t ) 
considère une fonction 6 lipschitzienne, positive vérifant e <̂  -p̂ -j— <̂  M lorsque 

|t| tend vers <», où e et M sont deux constantes strictement positives. 

A la fonction 6. il lui associe une algèbre universelle V de fractions ' * o 

rationnelles à une indéterminée z, à coefficients complexes et dont les 

dénominateurs ne s'annulent pas sur l'ensemble ô ^(O). Sur V^, il considère 



la topologie localement convexe telle que la multiplication dans soit 

— 1 — 1 

continue, et l'ensemble des fractions rationnelles {6(t)(z-t) , t (É 6 (O)} 

soit borné. Si a désigne l'intersection des voisinages de 0, c'est un idéal 

de V^jle quotient V^/^ est une algèbre localement convexe, séparée. WAELBROECK 

montre alors que le complété ^Q/^^ est une algèbre de Banach et en donne deux 

descriptions différentes. Dajis l'une des descriptions il construit un calcul 

symbolique unidimensionnel, en utilisant une formule dérivée de celle de CAUCHY 

pour des fonctions f continues à support compact telles que -r=- f(s) au sens 

des distributions soit sommable. C'est cette construction qui a motivé notre 

travail, dans lequel on part d'une fonction seulement lipschitzienne, et 

positive sur Œ; conme WAELBROECK nous lui associons (Ij.(X) une algèbre de fractions 
0 

rationnelles à une indéterminée X, a coefficients complexes, et dont les 

dénominateurs ne s'ann\ilent pas sur 6 \o). Sur ^^(X) nous considérons la borno-

logie convexe la plus fine telle que l'ensemble des fractions rationnelles 

{ô(t)(X-t) \ t £ 6 \o)} soit borné. Nous étudions cette algèbre et nous 

remarquons que le complété bornologique n'est pas nul ssi 6 (0)9̂ 4) : 

c'est une b-algèbre (nous rappelons à cette égard, que WAELBROECK à donné un 

exemple d'un espace bornologique dont le complété est nul). 

Nous illustrons la b-algèbre (Ig(X), au moyen de la fonction distance dans CD à 

IR"'', de l'opérateur de LAPLACE, opérant ainsi que sa résolvante sur ^'llR^^) 

espace des distributions tempérées sur IR°. 

Nous construisons un calcul symbolique unidimensionnel pour les fonctions f 

définies et de classe C^ dans un secteur T contenant strictement IR''' , vérifiant 

pour un certain entier naturel N : 
n , , — , , 1 

< +0O 
T 

où ô 

sup|f(t)f6jj(t)+ f 6jJ(t)6 "'(t)8f(t) A dt| 

(t) =(/+it|2y 

1+d(t,IR'*' ) 

m est un entier naturel 



iii. 

à valeurs dans la b-algèbre (Ig(-A). Dans ce cas particulier de l'opérateiir de 

LAPLACE, notre calcul symbolique étend le calcul symbolique établi dans [T]-

Enfin nous utilisons les Théorèmes cités plus haut povir montrer que le 

complété bornologique (Ig(-A) s'identifie bornologiquement à la b-algèbre 

C~(IR''',6^) des fonctions f définies et de classe C°° sur IR"*" , tempérées ainsi 

que toutes leurs dérivées pour la même filtration; c'est-à-dire 

3N e m , Vk e Bî , sup_̂  s'̂ Cx) [D^f(x) | < +œ. 
IR ° 



CHAPITRE 0 

Dans ce chapitre, nous rappelions quelques définitions et propriétés sur 

les b-algèbres qui nous seront utiles dans ce travail. 



0. 1 . 

CHAPITRE 0. Généralité sur les b-algèbres 

Ce chapitre introductif est essentiellement réservé a\ix rappels des 

définitions et propriétés sur les b-algêbres. 

Toutes les algebres que nous considérons sont supposées commutatives et 

unitales, ayant le corps Œ comme corps de base. 

1°) Définition d'une algèbre bornolo^ique. 

On appelle algèbre bornologique, toute algèbre commutative et unitale 

sur Œ, munie d'une bornologie B vérifiant les axiomes suivants : 

a) la somme de deux éléments de B est un élément de B 

b) l'homothétique de tout élément de B est un élément de B 

c) l'enveloppe disquée (convexe et équilibrée) de tout élément de B est 

un élément de B 

d) le produit de deux éléments de B est un élément de B 

Les éléments de B sont appelés parties bornées. 

Soit A est une algèbre bornologique et B est un disque borné de A on note 

par Ag le sous-espace vectoriel de A engendré par B, muni de la jauge de B 

Pg(x) = inf{X > 0 / X e À.B} 

ainsi le sous-espace vectoriel A^ est semi-norme par la jauge P^. 

L'axiome c) signifie que les algèbres que nous utilisons sont stables par 

passage à l'enveloppe convexe et équilibrée des parties bornées, donc elles 

admettent un système fondamental formé de disques bornés. 

L'axiome d) signifie que si B^ et B^ sont 2 disques bornés de A^ alors il exist 

un disque borné B^ tel que l'application bilinéaire d'espaces semi-normés de 

Ag X Ag Ag est bornée. 

Si B^ et Bg sont 2 disques bornés tels que B^ C B^ alors l'injection canonique 

de Ag Ag est bornée. 



0.2. 

on en déduit que : 

toute algèbre bornologique A est une limite inductive d'espaces semi-normés Ag 

lorsque B décrit un système fondamental de disques bornés de A. 

2°) Convergence bornologique. 

Soit A une algèbre bornologique et (x ) _ une suite de points de A. 

On dit que la suite (x ) ^ converge bornologiquement vers 0 dans A s'il 

existe 

a) un disque borné B de A 

b) une suite de scaJ-aires (e ) ^ tendant vers 0 tels que pour tout 
n n € IN 

n G M o n a : x G e . B . 
n n 

Autrement dit, la suite (x ) ^ converge bornologiquement vers 0, s'il 
n n t IN 

existe un disque borné B telle que la suite (x ) _ soit dans le sous-espace 
^ ^ n n £ IN 

semi-norme Ag et converge vers 0 dans Ag. 

On écrit alors x = 0(e ) 
n n 

3°) Partie bornologiquement fermée. 

Soit A une algèbre bornologique et H une partie de A. On dit que H est 

bornologiquement fermée, si pour toute suite (x^)^ £ IN ^ telle que x^ 

converge bornologiquement vers x dans A, entraîne que x 6 H 

REMARQUE. 

- toute réunion finie (resp intersection) de parties bornologiquement fermées est 

une partie bornologiquement fermée. 

h°) Algèbre bornologique séparée 

Une algèbre bornologique A est dite séparée si elle ne contient aucune 

droite complexe bornée. 

C'est équivalent de dire que : pour tout disque borné B de A le sous-espace 

vectoriel Ag muni de la jauge de B est un espace norme. 



0.3. 

Ainsi toute algèbre bornologique séparée A est une limite inductive d'espaces 

normés A^ lorsque B décrit la famille des disques bornés de A. 

5°) Définition d'un idéal bornologique. 

Soit A une algèbre bornologique, et I un idéal de A. 

I est un idéal bornologique de A si I muni d'une bornologie B' telle que 

- la somme de 2 éléments de B' est un élément de B' 

- l'homothétique de tout élément de B' est un élément de B' 

- le produit d'un borné de A par un borné de I est un élément de B' 

Si A est une algèbre bornologique non séparée, on note par {0} la fermeture 

bornologique dans A de l'idéal {O} : c'est un idéal de A. L'algèbre séparée 

associée à A est l'aJ-gèbre ^/~^QJ munie de la bornologie quotient. 

6°) Morphisme d'algèbres borné. 

Soit A^ et Ag deux algèbres bornologiques et f \in morphisme d'algèbres 

f • A ->• A 

f est un morphisme d'algèbres borné si l'image de tout disque borné de A^ 

est un disque borné de A^. 

7°) Disque borné complétant. 

Soit A une algèbre bornologique séparée, et B un disque borné de A. 

Le disque borné B est dit complétant si le sous-espace vectoriel A^ muni de 

la jauge de B est un espace de Banach. 

REMARQUE. 

Si B^ et B sont deux disques bornés complétants alors 

B^ n B^ , + B^ , IB^B^ et |B^ U B^ 

sont des disques complétants. 



o.k. 

où TB ={ia X I X e B pour tout n € Bf ^ Ela 1 < 1} 
n n n I n ^ n 

c'est l'enveloppe £'-disque du disque borné B. 

8°) Définition d'une b-algèbre. 

On appelle b-algèbre ou algèbre bornologique complète toute algèbre 

bornologique séparée admettant une base de bornologie formée de disques 

complétants. Autrement dit, une b-algèbre A est limite inductive d'espaces 

de Banach Ag avec morphismes injectifs, lorsque B décrit un système fondamental 

de disques bornés complétants. 

Donc A = lim(Ag,n^ ^, ) 

où Ag désigne l'espace de Banach engendré par le disque borné complétant B, et 

rig g,:Ag Ag, l'injection bornée. (B c B') 

NOTATION. 

Soit A une b-algèbre, V une partie de Œ. u une fonction définie de V à valeurs 

dans A et g une fonction de V â valeurs scalaires. 

On écrit u=0(g) s'ils existent un disque borné, complétant dans A, et une 

constante A € Œ tels que pour tout t 6 V on a : 

u(t) = Àg(t)B 

autrement dit, dans le sous-espace de Banach Ag normé par la jauge de B 

notée 11 11 on a : 

llu(t)llg < |à1 |g(t)| v t e V. 

9°) Spectre d'un élément d'une b-algèbre [8] 

Soit A une b-algèbre et a un élément de A. 

DEFINITION. 

On dit que s n'appartient pas au spectre de a s'il existe un voisinage 

V(s) de s dans d U {<»} avec les propriétés suivantes : 



0.5. 

1°) (a-t) ^ existe pour tout t € V(s) n d 

2°) l'ensemble {(a-t)~^ | t £ V(s) n d} est borné. 

On note par Sp a le spectre du point a de A. 

REMARQUE. 

s,s^ ^ Spa , alors 

(a-s) ^-(a-s ) ^ = (s-s )(a-s) \a-s ) ^ 
o o o 

si s ->• s^ le membre de droite converge vers 0; de ceci on tire que la 

résolvante est localement lipschitzienne donc elle est continue; et : 

lim (a-s)"^-(a-So)'^ 
= (a-s ) 

s ->s s-s o 
o o 

cette égalité montre que la résolvante est holoraorphe là où elle est définie. 



CHAPITRE I 

Nous étudions l'existence d'une b-algètre notée (rg(X) engendrée par un opérât 

X non régulier dont la croissance de la résolvante est contrôlée par une 

fonction 6 lipschitzienne positive sur Ct, et nous en donnons un exemple au 

moyen de la diststnce à IR''" , et l'opérateur de LAPLACE. 



1.1. 
/ V 

CHAPITRE I.: La "b-algèbre (S AX) 
6 

On se donne une fonction 6 définie et lipschitzienne sur le corps Œ à 

valeurs dans IR'*', et on se propose de déterminer une b-algèbre Œ (X) utile 
o 

pour le calcul fonctionnel vérifiant les propriétés suivantes 

- (X - t)~^ existe Vt t ô ~ \ o ) 

-1 -1 ^ 
- L'ensemble {6(t)(X-t) ? t € ô (O)} est borné dans Ci:.(X) où X désigne 

0 

une indéterminée. 

A 
1°) Existence de la b-algèbre (Ig(X) 

On note par (Ij,(X), l'ensemble des fractions rationnelles à une indéterminée 
0 

X à coefficients complexes, et dont les dénominateurs ne s'ann\ilent pas s\ir 

l'ensemble 6 \ o ) . 

CI^(X) mionie des lois de compositions: addition, multiplication par un scalaire 

complexe, et la multiplication ponctuelle des fractions rationnelles devient une 

algèbre commutative et unitale sur le corps Œ. Sur (Ii,(X), on considère la 
0 

bornologie convexe la plus fine, compatible avec sa structure algébrique telle 

que l'ensemble des fractions rationnelles 

{6(t)(x-t)"^ )Ê t e &'\o)} 

soit borné. 

Ci;̂ (X) devient alors une algèbre bornologique sur le corps G 

DEFINITION. 

On appelle spectre de (I.(x) et le note par SP(I.(X) l'ensemble des 
0 0 

caractères bornés de CT-Cx). 
0 

On a la proposition suivante : 

PROPOSITION 1. 

a) SPŒ(.(X) est non vide si et seulement si 6 \ o ) est non vide de plus on a 
b) {\lj{X) / ^ll e SP(Ig(X)}=6~\o) 



1.2. 

DEMONSTRATION. 

On démontre l'équivalence dans a) 

Condition nécessaire : on raisonne par l'absurde, supposons que 6 \ o ) = { o}=4' 

soit \p un caractère borné de (Ig(X), donc il envoie tout ensemble borné de 

(TgCx) sur un ensemble borné de d , donc il existe M > 0 tel que 

i(j({ô(t)(x-t)"^ / t e a } ) c {z € Œ / |z| < M} 

c'est-à-dire que 

6(t) 
iĴ (X)-t 

< M v t e d 

donc 

0 < ô(t) < M|iJ;(X)-t| Vt e Œ 

ceci est impossible vu que \p{X) € d 

donc 6 \ o ) ne peut être vide et par conséquent i |;(x) £ 6 \ o ) . 

Condition suffisante : d'abord un caractère i|; de '̂ ^̂ (X) est connu dès que sa 

valeur sur l'indétemiinée X est connue puisqu'on a 

,POOx _ p (u ; (x ) ) P O O P d 
''^^Q(X)^ - Q(,|,(X)) ^ Q(X) ^ ^6^^^ 

si a € ô ^(O), on définit un et un seul caractère borné lii de (r»(X) en posant 

= a 

Alors SP(Ii.(X) est non vide. 

0 

Le point b) est une conséquence immédiate du point a). 

REMARQUES. 

1°) La proposition 1 permet d'identifier les ensembles SP(I»(X) et ô ^(O) 
0 

dans le sens suivant : il existe une bijection L définie par 

t e ô'̂ O) ^ L(t) e SFdAx) 
0 

telle que 

L(t)X = t évaluation sur X. 

2°) Tout idéal propre de (I^(X) est engendré par un polynôme non nul ayant 

tous ses zéros sur l'ensemble 6 ^(O). 



La bornologie convexe définie sur l'algèbre ^^(X) peut ne pas être séparée 

comme le montre la proposition suivante : 

PROPOSITION 2. 

Si la fonction 5 admet un nombre fini de zéros chacun d'ordre fini alors 

a) la bornologie convexe définie sur (rr.(X) est non séparée, 
0 

b) l'algèbre séparée associée est de dimension finie sur Œ. 

DEMONSTRATION. 

D'abord dire que 6 admet un nombre fini de zéros chacun d'ordre fini 

signifie qu'il existe un polynôme P(t) non nul tel que 

ô(t) >̂  e|P(t)| pour t près de ô ~ \ o ) 

où z est une constante strictement positive. 

a) on raisonne par l'absurde: supposons que l'algèbre '^^(x) sst séparée [2] 

alors (Ii.(X) est une limite inductive d'espaces normes (I_(X) où B décrit un 
0 a 

système fondamental de disques bornés. 

(Ig(X) est un espace norme par la jauge du disque barné B, son complété est 

un espace de Bahach. 

Pour t près de 6 \ o ) , la qualité ^ est bornée et holomorphe à valeurs 
dans un Banach (I„(X). Le théorème du calcul fonctionnel holomorphe [1] dit 

Sur tout contour F convenable entourant l'ensemble 6 \ o ) on a 

1 
2iiT flT" = ^^^^ = ° 

donc, le polynôme P(X) est identiquement nul, il y a alors contradiction. 

L'algèbre est alors non séparée. 

b) Soit {0} la fermeture bornologique de l'idéal {0} , c'est un idéal propre 

de (I^(X), d'après la remarque de la proposition 1 il va exister un polynôme 

non nul P(X) tel que 

{0} = P(X)(Ig(X) 



L'algèbre séparée associée à (I.(X) est l'algèbre Œj.(X)/P(X)lI.(X) laquelle 
0 0 0 

est de dimension finie sur Œ. 

En effet, soit (l[X] l'algèbre des polynômes à une indéterminée X à coefficients 

complexes, on sait que pour tout polynôme non nul P(X) l'ensemble P(x) CF[X] est 

un idéal propre de CCLX]. '^f^^/p(x)(j[x] ^ ® algèbre de dimension finie sur CT. 

L'application définie de (I[X]/P(X)CI[X] ->- (Ig(X)/P(X)(rg(X) est bijective : 

- l'application est évidemment injective 

- l'application est surjective, car un élément de l'algèbre est une 

fraction rationnelle de la forme 

U (X) _ 

avec \]^{t) ^ 0 Vt € 6 (0) 

les polynômes P(X) et U^Cx) sont premiers entre eux, donc il existe 

deux polynômes A(X) et B(X) tels que : 

A(X)U2(X) + B(X)P(X)=1 

donc A(X) + P(X) ^ 

U (X) U (X) 

ce qui donne = A(X)U^(X) + P(X)B(X) ^ J ^ ^ 

c'est-à-dire que E AU^ mod(P(X)(I^(X) ) 

d'où la surjection. 

L'algèbre (Ig(X)/P(X)(Ig(X) est alors de dimension finie sur Œ. 

CONDITIONS DE SEPARATION DE L'ALGEBRE Ci;.(X) 0 

Nous donnons deux conditions suffisantes pour que la bornologie convexe 

définie s\ir l'algèbre (I2(X) soit séparée. 

PROPOSITION 3. 

Pour que la bornologie convexe définie sur l'algèbre (I-(X) soit séparée, 
0 

il suffit que la fonction 6 s'annule sur une suite infinie de points de Œ. 



1.5. 

DEMONSTRATION. 

Soit {6 \o) = (z ) ^ une suite infinie de points de Œ} 
n n e U 

On raisonne par l'absurde : supposons que la bornologie définie sur ^^^(X) est 

non sêpairée, alors tlg(X) admet au moins une droite bornée [2]. 

Soit {XP(X) / à e Œ} une droite bornée où P(X) est un polynôme non nul. 

D'après la proposition 1 tout point de 6 \ o ) définit un et un seul 

caractère borné de Gg(X), donc la droite complexe bornée {XP(X) / X £ d} se 

transforme par chaque z^ en une droite bornée de d donc P(z^)=0 pour tout 

n £ ]N , donc le polynôme P(X) est identiquement nul puisqu'il admet une 

infinité de racines. Il y a alors une contradiction. 

La bornologie convexe définie sur l'algèbre ^^(X) est nécessairement 

séparée. 

PROPOSITION h. 

Pour que la bornologie convexe définie sur l'algèbre ^g(^) soit séparée, 

il suffit que la fonction ô admette un zéro d'ordre infini, c'est-à-dire si 

t est un zéro de 6 on a : 
o 

pour tout n £ U ô(t) = 0(|t-t^|)" pour t près de t^. 

La démonstration de la proposition h repose essentiellement sur les techniques 

des séries formelles entières dont on fait un bref rappel. 

Soit CI[[X]], l'algèbre des séries formelles entières à \ine indéterminée 

X à coefficients complexes [1]. 

Une série formelle entière est un élément de la forme 

Z a X" 
n 

n 

où a^ £ Œ pour tout n £ U 

- La somme de deux séries formelles entières se définit par 

(Z a X") + (E b X^) = Z(a +b )X° 
n n . n n 

n n n 



1.6. 

- Le produit d'une série formelle entière par un solaire se définit par 

X.il a X^) = Z(X.a )x" VX € Œ 
n n 

n n 

- Le produit de deux séries formelles entières se définit par 

(E a X°) . (Z t X™) = E c xP 
n m p 

n m p ^ 

P 
où pour tout p € ] N c = Z a . b . e s 

P i=o ' 

- L'élément unité de l'algèbre tI[[X]] est la série formelle entière définie par 

E a x" = 1 où a =1 et a =0 Vn > 1 
n o n — 

n 

Ainsi (r[[X]] est une algèbre commutative et unitale sur CT. 

Cr[[X]] contient l'eilgèbre des polynômes, puisque chaque polynôme s'identifie 

à sa série entière formelle dont les termes sont nuls à partir d'un certain 

rang. 

Une série formelle entière est inversible si et seulement si son terme 

constant est non nul. Donc (I[[X ]] contient aussi l'algèbre des fractions 

rationnelles de la forme 

telle que Q(0) # 0 

Sur (I[[X]] , on considère la famille B de sous ensembles définis par 

00 

B, V = { Z a x" / pour tout n £ M | a | <_ M } 
^ n^neiN n=0 n n 

où (M ) - est une suite de nombres réels positifs, 
n n t U ^ 

- La famille B=(B(^ ^) ^ vérifie : 
n n n e U 

l ' B, , . (I[[XJ] 
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- La somme de deux éléments de B sst un élément de B > plus précisément 

^(M ) ^ * ^(M') ^ ^(M +M') 
^ n^ne IN ^ n^n eHJ ^ n ^ V n GIN 

- L'homothêtique de tout élément de B est un élément de B , plus précisément 

X.B,.. ^ cz B.|, I,, X VA e a 

^^^n eiN ^l^'^^n em 

- Le produit de deux éléments de B est un élément de B , plus précisément 

^(M ) • ^(M') ^(M") 
^ n^n eiN ^ n^ne DJ ^ n^nÊ JS 

P 

où M"= E M , NL' e a po\ir tout p £ HJ 

- Chaque élément de B est convexe, équilibré et complétant. 

Ainsi la famille B définit un système fondamental de disques bornés complétants 

sur Œ [ [X ] ] qui devient une b-algèbre. 

On peut énoncer la proposition suivante : 

PROPOSITION 5. 

Si la fonction 6 admet un zéro t^ d'ordre infini c'est-à-dire que 

ô(t) = Odt-t^l"^) pour t près de t^ 

alors (r^(X) s'injecte bornologiquement dans la b-algèbre <I[[X]] 

DEMONSTRATION. 

On se limite au cas où ô(t) = infljtl'^Vn £ IN J ) car, par une translation 

on peut toujours nous ramener à ce cas 

oo 

pour ti^O on a 3 ^ = "2 i^)'^''^ x"" 
n=0 
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CO 

donc t^J.^ = -2 ( "̂ "̂̂ l )x"' e (r[[X]] puisque tous les coefficents sont bornés. 
n=0 t 

donc, l'ensemble {6(t) (X-t )~ VtT^O} c 

où est le disque borné dans a;[[X]] défini par : 

B^={Z a X^ / po\ir tout n e EJ |a | £ 1} 
n 

Une fraction rationnelle de CI„(X) est de la forme 
0 

|[|]- avec Q(t)?iO li/tĵ O 

m p. 

or, Q(X)= n (X-t.) ^ t.7̂ 0 i=0,1,...,m 
i=0 ^ ^ 

m 6(t. ) m ô(t.) p. p. 

donc n -TTYY = n ( —) £ B 
i=0 i=0 X-t. ' 

1 
Pi 

où B^ =B^.B^....B^ p^-fois est borné dans (r[[X]] 

Comme chaque fraction rationnelle s'identifie à sa série formelle entière dans 

d[[X]], on voit facilement que l'application définie de 

a:̂ (x) -y a;[[x]] 

est injective et bornée. 

La preuve de la proposition h découle immédiatement de la proposition 5-

En général, l'algèbre bornologique ^g(X) n'est pas complète, soit ^I^^X) 

sont complété bornologique qui est caractérisé d'après I U I par l'existence 

d'un morphisme d'algèbres borné i, unique 

i : a^iX) -y 

possédant la propriété universelle suivante : 

Pour tout morphisme d'algèbres u:(l (x) ^ A où A est une b-algèbre, il 
0 

existe un morphisme de b-algèbres u unique 

u : a^iX) ^ A 
tel que 
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ŒgCx) est la b-algèbre cherchée. 

On voit facilement que : 

- (X-t)"^ existe dans a.(X) Vt (. 5~\Q) 

_ - ^ 
- l'ensemble {6(t)(X-t) ^ / Vt ^ 5 \ o ) } est borné dans (I-(X) 

0 

2°) Exemple de b-algèbre. 

On donne un exemple de b-algêbre (I^(x), dans laquelle un calcul fonctionnel 

unidimensionnel sera effectué au chapitre suivant. 

Surle corps Œ , on considère la fonction 6 définie par 

d(t,IR"^) 6(t) = 
1+d(t,IE* ) 

où d(t,IE''') désigne la distance du point t de I à IR'''. 

La fonction ô est évidemment lipschitzienne s\ir Œ. 

L'opérateur de LAPLACE -A opère sur ^'(IR'^) espace des distributions tempérées 

sur IR par 

F(-AT) = lÇ|^FT e $'{m^) 
où F désigne la transformée de FOURIER. 

FT la transformée de FOURIER de la distribution T. 

De même pour tout t e Œ v. IR"*" , l'opérateur (-A-t) est défini et opère lui 

aussi sur l'espace ^'(IR"^) par 

(a) F((-A-t)~^T) = (ICI^-t)'^ e S'(ro^) 

La fonction définie sur IR par 
n 

^ e iR^ - (|ç|^-t)~' 
est de classe C°° puis tempérée ainsi que toutes ses dérivées, donc c'est un 

multiplicateur de l'espace g'(lR^). 

En appliquant F ^ à la relation (a) on obtient 

(-A-t)~^T = F~V|Ç|^-t)"^ * T 

où F ^ désigne la transformée de FOURIER inverse. 
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Plus généralement, si P(X) et Q(X) sont deux polynômes tels que 

Q(x) 5̂  0 Vx e IR"̂  

on peut considérer l'opérateur ^| ^| qui opère lui aussi s\ir l'espace ^'(IR^) par 

En appliquant F ^ à la relation ci-dessus on obtient 

Ainsi on définit (Ig(-A) munie des lois de compositions : addition miiltiplication 

par un scalaire complexe, et la composition. 

(Ig(-A) devient alors une algèbre commutative et unitale sur le corps Œ. 

Un élément de (I.(-A) est une fraction rationnelle de la forme 
o 

P(-A) 

Q(-A) 

où P(X) et Q(X) sont deux polynômes de (I[X] tels que Q(X)7^0 VX ^ IR"̂  . 

Sur (I^(-A) on considère la bornologie convexe décrite plus haut telle que 

l'ensemble des fractions rationnelles 

{ô(t)(-A-t)~^ / t é m " } 

soit borné. 

(Ig(-A) devient alors une algèbre bornologique séparée en vertu de la 

proposition 3 du paragraphe 1°). De plus la proposition J permet d'identifier 

les ensembles SP(Ig(-A) et XR"*" dans le sens suivant : 

Pour tout X e IR"*" on fait correspondre l'unique caractère borné ju de Œ (-A) 

défini par 

^ (P(-A)) ^ P(jO ..PC-A) ra i A) 
^Q(-A)^ Q(x) ^ Q ( - A ) ^^6^ 

de ceci on tire que : 

Le complété bornologique (I-.(-A) de (I~(-A) n'est pas nul: c'est une b-algèbre. 
o 0 

Maintenant si on considère la b-algèbre C (IR^ÔQ) des fonctions continues et 

tempérées sur IR"'' on a la proposition suivante : 
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PROPOSITION 

L'application définie de (Ir.(-A) ->- C(IR'*'j'S ) 
0 o 

par 441 - 44 
^ Q(-A) Q(x) 

est un morphisme d'algèbres borné, injectif. 

DEMONSTRATION 

La preuve est immédiate. 

L'intérêt de la proposition réside dans ce qui suit : 

d'après [k] le complété bornologique (I,(-A) est caractérisé par l'existence d'un 
0 

morphisme d'algèbres borné i , unique défini de 

i :(I^(-A) ^ 1^^-^) 

possédant la propriété universelle suivante : 

Tout morphisme d'algèbres borné U:(I^(-A) ->• CdR"*" »6Q) se prolonge en un 

morphisme de b-algèbres u unique vérifiant le diagramme suivant : 

(r^(-A) _ J i _ > C(IR'',6^) 

u 

avec u o i=u 

D'après la proposition ci-dessus le morphisme u est injectif, on en déduit 

que le morphisme i est aussi injectif, donc le spectre de (I^(-A) noté paj: 

SP(I^(-A) s'identifie lui aussi à l'ensemble (0)=IR''" . 



CHAPITRE II 

Nous construisons un calcul symbolique, dans Œ^C-A), qui étend un calcul 

symbolique donné par WAELBROECK pour un opérateur régulier. 



II. 1 

CHAPITRE II. Théorème du calcul fonctionnel. 

On défini une b-algèbre notée c\-A,in,ô.6 ) de fonctions définies et de 
et o 

classe dans un secteur de d , contenant l'eixe réel positif, ayant la 

croissance tempérée lorsque |t| ^ œ , et on établit un morphisme de b-espaces 

défini de : 

C^(-A,m,Ô,ô^) ^ 

En utilisant l'effet du produit tensoriel, on montre que ce morphisme de 

b-espace est en réalité un morphisme de b-algêbres. 

D'abord on définit la b-algèbre cl(~A,m,6,6 ) 
0 o 

1°) DEFINITION DE LA b-ALGEBRE cl(-A,m,6,6 ) 0 o 

Pour a fixe dans IR^^ {0}, on considère le secteur de d défini par 

e (S / Ee z > -a et |Arg(z+a) |i a} 
+ 

alors IR cz T 

On note par C^(-A,m,6,6^) l'algèbre des fonctions f définies et de classe 

dans le secteur T , vérifiant pour un certain entier naturel N 
a 

sup |f(t)<S^t)|+ ^ 
T - 2tt 
a a 

où 6^(t) = (1+|t|2) 

6^(t)6~"^(t)|3f(t) A dtl < + oo 
T ° 

ô(t) = ^+^[^jj+ ) avec d(t,IR'*") = distance de t à IR"*" 

3f(t) = 1= f(t)dt 

m est un entier naturel positif 

-A désigne l'opérateur de LAPLACE sur IR̂ .̂ 

Pour N fixé dajis IN, on note „(-A,m,6,ô ) le sous-espace vectoriel de 
' a,N ' ' ' o 

C^i-Ayïïiyô yà^) noCTiié par 

h \ = sup|f(t)|ô^(t) + ^ I 6^(t)ô""^(t)|3f(t) A dt| 

c'est un espace de Banach. 
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Si ^ l'injection naturelle de 

est continue, et on vérifie sans peine que 

<(-A,m,6,ô^) = lim( C^^^(-A,m,6,ô^) ,n̂ ĵ̂ , ) 

c'est une limite inductive d'espaces de Banach avec morphismes injectifs donc 

C^(-A,m,6,5^) est une b-algèbre. 

2°) CALCUL FONCTIONNEL. 

Avant d'énoncer le théorème du calcul fonctionnel, quelques résultats 

PROPOSITION 7. 

Pour tout e > 0, si on considère le secteur de d défini par 

T^={t G d / Re t > -e et |Arg(t+e)|< e} 

il est toujours possible de trouver une fonction définie et de classe C^ 

sur d, à valeurs dans [0,1] valant 

1 si t e T. où e e ]0,i[ 

0 si t (É 

et telle que pour toute dérivation D d'ordre 1 on a 

e\H>^M\ < K 

où K est une constante indépendante de g. 

DEMONSTRATION. 

Pour tout e > 0 et tout nombre réel 9 ejOjU fonction définie par 

où d(t,TQ ) = distance du point t de d au secteur T 

d(t,Çr ) = distance du point t de d au bord du secteur T répond à la 

proposition. 
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LEMME 1. 

Po\ir tout e > 0 , et tout entier natiirel k >̂  1, on peut trouver des 

fonctions u et y , définies et de classe sur (T à valeurs dans (Ij.(-A) 

vérifiant : 

1°) Supp(y ) et Supp(3y ) sont dans le secteur T . Vk >̂  1 
e,K e,K e 

2°) Il existe un borné complétant B dans (I.(-A) tel 
0 

m 
ô(t)u , (t) e s V e < 0 , V t e T , Vm,k > 1 

£ ,K — 
3°) Les coefficients des formes différentielles vérifient 

£,J5: £ p.|k 

3u (t) = - 2 0 ( — f c ) «l^and |t| 

' £ l"t I 

k°) (-A-t)u^ v(t)+y^ = V £ > 0 , V t 6 ( I , V k > 1 

DEMONSTRATION. 

La construction de la famille (u , ,y , ) se fait en de\ix étapes. 
£ jK £ jK ̂^̂^̂^̂  , 

a) étape : la fonction t G (I ^ IR* ->• (-A-t) ^ G (Ig(-A) est définie , 

puis holomorphe car elle est localement bornée [ 7 ] . 

Pour tout £ > 0 , on considère : 

- le secteur T^={t £ Œ / Re t >_ -£ et |Arg(t+£ | <_£> 

- la fonction 'l̂g.('t) de la proposition T définie par 

fl si t 

0 si t ^ T 
£ 

et pour toute dérivation D d'ordre 1 on a E|i(ĵ (t)| _< K 

où K est une constante indépendante de e. 

On pose 

u^(t) = (l-(|;^(t))(-A-t)"^ vt e a 

Déjà les fonctions u et il; sont de classe sur Œ à valeurs dans (I~.(-A) et 
£ £ 0 

vérifiant la relation 

(A) (-A-t)u^(t) + ij;̂ (t) = l Vt € Œ 
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b) étape : on considère les fonctions définies dans [ j ] par 

t 
U(t) = 

U | t | 2 

Y(t) 
U | t | 2 

les fonctions U et Y sont définies et de classe C sur d à valeurs dans CIJ.(-A); 
0 

et vérifiant la relation 

(-A-t)U(t)+Y(t) = 1 Vt e (T 

donc aussi on a 

(-A-t)u(t)+Y(t)[(-A-t)U(t)+Y(t)] = 1 

= (-A-t)U2(t)+Y2(t) - 1 
ou 

U2(t) = U(t)(l+Y(t)) 

Y2(t) = X^{t) 

de même on a 

ou 

(-A-t)U2(t)+Y2(t)[(-A-t)u(t)+Y(t)] = 1 

= {-à-t)\J^{t)+Y^{t) = 1 Vt e d 

U^Ct) = U(t)(l+Y(t)+Y2(t)) 

En répétajit k-fois l'opération on aboutit à la relation 

(B) (-A-t)U^(t)+Y^(t) = 1 Vt € d 

où 

k - 1 
U (t) = U(t)(E (Y^t)) 

i=0 

Yj^(t) = Y^(t) 

Les fonctions Û ^ et Ŷ ^ sont définies et de classe C°° sur Œ à valeurs dans (I^(-à) 
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On groupe les relations (A) et (B) de la façon suivante 

(-A-t)U^(t)+Y^(t)[(-A-t)u^(t)+iij^(t)] = 1 

= (-A-t)u^ J^)-^y^ = 1 vt e a 

ou 

\,k^*^ " Uj^(t)+Yj^(t)u^(t) 

y^^^(t) = 4',(t)Y^(t) 

Ce sont les fonctions cherchées. 

- La vérification des points 1°) et h°) du lemme 1 est immédiate. 

- On vérifie le point 2°) du lemme 1, en effet, d'abord on sait que l'ensemble 

-1 + ^ 
{6(t)(-A-t) / t ^ IR } est borné dans (Ig(-A), donc il existe un disque borné 

complétant B^ dans (Ig(-A) tel que 

ô(t)(-A-t)"^ e Vt <2 IR"̂  

donc 

mais 

et u^(t)=0 si t £ (d'après le choix de la fonction 

donc, si t jÉ T , on a ô(t) > f et u (t) e - B Vt 6 d 

\,]^^^^ " Uj^(t)+Yj^(t)u^(t) 

ou 

u, (t) = — ^ l W ± ± - y ^ 

^ U|t|2 
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Les fonctions U, et Y, sont bornées dans Œ à valeurs dans (I.(-A) donc il va 

exister un disque borné complétant B dans (I.(-A) tel que 
0 

6™(t)u , (t) e B v t e ( r , v e > o , vm.k >̂  i 

ce qui établit le point 2°) du lemme 1. 

- On vérifie le point 3°) du lemme 1, en effet : 

d'abord on a 

.(t) = (t)Y (t) = ^{t){^^^ )^ 

donc 

et 

y (t) = 0 { - ^ ) quand |t| -> 

ây, ^(t) = (t)(J^)^-k4. ( t ) ( ^ J ^ - \ i i ^ ) d î 
^'^ ^ 1+ltp ^ 1+ltp (1+t^) 

avec 

el4;^(t)| < K 

finalement on obtient 

3y^ At) = I o ( — , ) quand |t| ^ 

la fonction u^ est donnée par 

1-4; (t) 
u,(t) = vt e (T 

donc 

3 u ( t ) e ^ B . 

t. 

où est le disque borné complétant contenant l'ensemble borné 

{Ô(t)(-A-t)"^ / t e IR"̂ } 

la famille (U ,Y, ) vérifie la relation 

(c) (-A-t)u^(t)+Y^(t) = 1 Vt e a 

donc (-A-t)3Uj^(t)+3Yj^(t) = 0 Vt € (T 
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mais 

âv (t) = -k(±iA. )k-i(j±A_ 

^ 1+|t|^ (l+|t|2)2 

donc • 

(-A-t)9U, (t) = ) ^ - \ - ^ ^ )dt 

en miiltipliant les deux membres de l'égalité ci-dessus et en tenant compte de 

la relation (C), après groupement des termes on obtient la relation 

âU, (t) = Y, (t)âu, (t)-kY, -(t)(—^ . ,)(1-Y, (t))dt 
K k k k-1 ^^^|^|2)2 k 

donc âu (t) = 0 ( — ^ ) quand |t| ^ » 

mais u^ ^(t) = Û Ĉ t )+Yĵ (t )u^ (t ) 

donc 3u^ ^(t)=8Uj^(t)+3Y^(t)u^(t)+Yj^(t)3u^(t) 

tenant compte des relations (A) et (B) on obtient que 

âu^ ,(t) = - ^ 0 ( — , ) quand |t| ^oo 

ce qui achève la vérification de tous les points du lemme 1. 

LEMME 2. 

Soit (u' ,y' ) \ine famille quelconque vérifiant le lemme 1 et f une 

fonction définie et de classe sur Œ à valeurs scalaires, alors pour tout 

entier naturel p >_ 1 on a : 
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DEMONSTRATION. 

On part de la relation où on omet tous les indices 

(1) 5(fy^u) = fy^du - 3(fy^)u 

= fy^du. - 3f y^u-pf y^~^ 3yu 

mais la famille (u,y) vérifie entre autre la relation 

(2) (-A-t)u+y = 1 

donc (-A-t)3u+8y=0 

en remplaçant 9y par -(-A-t)3u dans la relation (l) et en tenant compte de la 

relation (2), après groupement des termes semblables, on trouve la relation 

cherchée. 

Maintenant, on peut énoncer le théorème du calcul fonctionnel. On montre dans 

un premier temps que le théorème défini un morphisme de b-espaces, et plus tard 

en utilisant l'effet du produit tensoriel sur les transformations linéaires 

injectives, on montre que ce morphisme de b-espaces est effectivement wa. 

morphisme de b-algèbres. 

THEOREME 1. 

Soit (v ,y ) \ine famille quelconque vérifiant le lemme 1 et f une 

fonction de jj{-A,m,6,6^) silors pour tout entier naturel p la forme 

différentielle 

a son support dans le secteur T^ et intégrable sur Œ dès que k-N >_ U de plus 

la famille 

admet une limite notée f[-A] dans (Ig(-A) quand e tend vers 0. Cette limite est 

indépendante et de la famille 

f f[-A] est linéaire bornée. 

indépendante et de la famille (v , , y l'entier p. L'application 
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DEMONSTRATION. 

On montrera plus tard que l'application f ->• f [-A] est linéaire et bornée. 

L'existence de l'élément f[-A] se fait en trois parties: on montre d'abord que 

la limite existe po\ir la famille particxilière construite au lemme 1, puis on 

montre que cette limite est inchangée quand on prend une autre famille 

vérifiant le lemme 1. Enfin en utilisant le lemme 2 on montre que la limite ne 

dépend pas de l'entier p. 

Mais auparavant si (v ,y ) est n'importe quelle famille vérifiant le 

lemme 1 alors (v , ,y , ) vérifie la relation 
e,k'*'e,k 

(-A-t)v^ k^*^*^e,k^*^ " Vt e Œ 

donc (-A-t)9v , {t)+9y (t) = 0 Vt £ Œ 

en multipliant la dernière relation par v (t) et en transposant on obtient 
£ j-k 

la nouvelle relation 

(-A-t)v^^^(t)3v^^^(t) = -v^,i,(t)3y^^,(t) 

donc (^-y£,k^^^^H,k^*^ " """E.k^^^^yck^*^ 

ce qui donne 

K , k ^ * ) = ^£.k^^^K,k(*) - -£,k^^)^^£,k^^^ 

comme Supp(y , ) et Supp(8y ) sont dans T Vk >̂  1 
£ yk £ yk £ 

on en déduit alors que 

Supp(3v , ) c T Vk > 1 
£ jK £ 

Ainsi la forme différentielle t -»• f(t) y^ (t)3v (t) est continue à support 
£ jk £ ,K 

dans le secteur T . 
£ 
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Estimation de f{t)y^ (t) lorsque Itl -»• <» 

on a f(t) = OCItl'^) quand |t| -i-œ 

(t) = 0 ( 1 ) en fonction de t 
£ j-K. 

9v ,(t) = 0 ( — , ) quand Itl -> 

donc f(t)y? i,(t)3v (t) = ^ 0(-^) quand |t| -> œ 
£,k £,k 

ainsi la forme différentielle f(t)y'^ (t)3v (t) prolongée par 0 hors du 
E jk £ jk 

secteur est intégrable . sur î , donc l'intégrale définie par 

I f(t)yP , (t) 3v , (t) A dt 

£ 
existe pour tout £ > 0 et pour tout entier naturel p. 

1) Etape : soit (u , ,y , ) la famille construite au lemme 1, on fait p=0 
£jk £,k 

et on montre que l'intégrale 

f(t) 3ug j^(t) A dt 

admet une limite quand £ tend vers 0 

en effet, soit 0 < E' < E donc T , c T 
£ £ 

on forme 

f(t)9u ,(t) dt -
£ ,K 

f(t)âu , , (t) A dt 
£ 

9(f(t)(u^ At)-ul , (t))) A dt - (u T,(t)-u' , (t))3f(t) A dt 
£,k E,k 

nous montrons que 3(f(t)(u , (t)-u , , (t)))dt = 0 
£>.K £ jK 

en effet on a T = lim T 

où T^j^ = { z e ( I / - £ £ R e z < M e t |Arg(z+e)| < E} 

sur chaque ^ on peut appliquer le théorème de STOCKS donc 

9f(t)(u^ At)-u, , (t))dt = 

£,M 3T 
f(t)(u^ k^^^'^^E' ic^*)^^^ 

E,M 
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la fonction u (t)-u , (t) est nulle sur les côtes AB et AC car les 

fonctions ij;̂  et i|ĵy y sont n\illes. 

donc 
3T 

f(t)(u , (t)-u , , (t))dt = 
[B,C] 

f(t)(u ,(t)-u , ,(t))dt 

mais sur le segment [B,C] on a 

N^ 
f(t) = 0(|t| 

1 

donc f(t)(u , (t)-u , , (t)) = 0 ( — p u i s que k-N >_ h 

et t=M+£+iy € [B,C] 

donc 

1 

[B,c]|tr 

ce qui donne 

dt = 2i 
(M+£)tg£ 

dt < 2 
[B,C]|t 

U - M+£ 
0 si M 00 

donc 
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3[f(t)(u , (t)-u , , (t))] A dt = lim 
3T 

3[f(t)(u , (t)-u , , (t))]dt 

e,M 

= 0 

et le résultat est établi. 

Pour l'intégrale (u^ At)-u, , (t ) ) 8 f(t) A dt 

d'abord on a 

(u^ , (t)-u , , (t))3f(t)=ô:^(t)6"'(t)(u , (t)-u , , (t))ô^(t)6 °'(t)3f(t) 
£ ,lt £ ,K U £ j K £ ,Jv U 

- le terme 6~''^(t)6'^(t) (u , (t)-u , , (t)) E eB dès que m > 2 
U £ ,K £ ,K 

où B est le disque borné complétant dans d^i-h) contenant l'ensemble borné 
0 

{6(t)(-A-t)"^ / t t ro""}. 

- le terme 6ÎJ(t)6~°^(t)§f(t) £ L \ T )dt 
0 a 

/ \ ^ 
Dans l'espace de Banach (r„(-A) engendré par le disque borné complétant B 

B 
contenant l'ensemble borné {ô(t)(-A-t) ^ / t é IR^} on a 

(u^ At)-u, , (t ) ) 3 f(t) A dt 1 £ 
B 

6;:(t)6"°'(t)|3f(t) A dt| 

a 
le second membre tend vers 0 avec £ dès que m >_ 2 . 

Ainsi le critère de CAUCHY assure que lim 

dans (r^(-A) 
£ ^ JT 

f(t )3u , (t) A d-t existe 
£ j k 

2) Etape : soit u' , y' ) une autre famille qui vérifie le lemme 1 
£ )K £ 9 K 

on forme 

f(t )3u ' , (t)dt-
£ jĴ  

f(t)3u , (t)dt = 
£ j-K 

f(t)3(u' , (t)-u , (t))A dt 
T £>^ £»Ĵ  

3[f(t)(u' , (t)-u , (t)] A dt -
£ ,k £ , k 

(u' , (t)-u , (t ) ) 3 f(t) A dt 
£ »-K £ j-î  

e ^ £ ^ 
comme précédemment on montre que la seconde intégrale tend vers 0 avec £ 

dès que m _> 2 . 
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Pour la première intégrale d'abord on calcule u' -u 
£,-K £,K 

Comme précédemment, on considère le secteur ^ de sommets 

0 

M+e 

-(M+e)tge 

M+e 

(M+e)tge 

et on montre que 

â[f(t)(u' , {t)-u , (t))] A dt = lim 

e 

â[f(t)(u' , (t)-u , (t)] A dt 

= 0 

Ainsi la famille f(t)3u' (t) A dt admet une limite indépendante de la 
£ »k 

famille (u' , ,y' , ) vérifiant le lemme 1. 
£,k'"'£,k 

3) Etape : il reste à montrer que la limite ne dépend pas de l'entier p. En 

effet le lemme 2 nous dit : pour tout entier naturel p _> 1 on a la- relation 

en intégrant les deux membres de cette égalité sur le secteur T , et en 
£ 

remarquant d'après ce qui précède que : 

5[f(t)y^ , (t)u , (t) ] A dt = 0 

et lim 
£ ^ 

, (t)u^ , (t)8f(t) Adt = 0 

on obtient que 

lim - (fil) 
£-0 2 TT 

f(t)yP^^(t)âu^^^(t) A dt = lim- f(t)y^ ?(t)3u - (t)dt 
£,k e,k 

ainsi la famille - D+1 
2iiT 

f(t)y^ , (t)3u , (t) A dt admet une limite 
•'£,k e,k 

^ t. 

indépendante de l'entier p. 
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On note par lim -
2nT 

f(t)3u , (t) dt = f[-A] 

il reste à montrer que l'application f ^ f[-A] est linéaire "bornée. En effet, 

l'application est évidemment linéaire et bornée ce qui achève la démonstration 

du théorème 1. 

Le théorème 1 assure l'existence d'une famille d'applications linéaires 

(TJJ)Ĵ  e IN ^^^'^^^^ telles que pour chaque N £ IN , T̂ ^ est définie de 

a,N ' ' ' o à 

mais C^(-A,m,6,6^) = lim(C^^j^(-A,m,6,6Q), ^^-^t) 

donc il va en résulter une application linéaire T bornée, unique définie par 

T = lim T„ vérifiant les diagrammes suivants : 

telle que T o 11̂^ = T̂ ^ pour tout N £ IN 

où 11̂  désigne l'injection canonique bornée. 

REMARQUE. 

Si f est holomorphe dans le secteur et à croissance tempérée, alors 

la suite 

2l7T 
f(t)3u , (t) A dt 

est stationnaire. 

COROLLAIRE 1 

a) si f(t) = 1 alors 

b) si f(t) = t alors 

1 
2iTT 

1 

2iTr 

*" 9 u , (t) A dt = 1 si k > U 

tâu (t) A = -A si k >_ 5 

m £ »^ 
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DEMONSTRATION. 

pour tout t e d 

-(-A-t)'^ 

IR on a l'identité suivante 

t t(t+A) 

a) si f(t) = 1 on a 

3u (t) A dt = lim 9u ,(t) A dt 

où T , = {z e î / -e < Re z < M et |Arg(z+£)| < e} 

sur chaque secteur on peut appliquer la formule de STOCKS 

mais ^.k^*) = -A-t 

en utilisant l'identité ci-dessus on obtient 

g-»^ A 

t(t+A) ^ 

1 y_ Jt) 1-y (t) 

donc 

2i'iï 3T 
u , (t)dt=1 -
£,k 2iTr 

dt-
9T 2nT 9T 

1-y ^it) 

vu que le support de la fonction y est dans le secteur T on vérifie sans 
E >k e 

peine que : 

- lim 
M-+00 

- lim 
M - H O 

2l7T 

2i7r 

dt = 0 
3T 

3T t(t+A) 
dt = - ^rr-

2nT 3T t(t+A) 
dt 

nous montrons que 

1 

8T t{t+A) 
dt = 0 

En effet, la fonction t G Œ ^ IR -> ^^^t+Â) holomorphe. 

Considérons le contour T (0A,AB,BC,CD,D0) fermé 
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donc 
1 

t(t+A) 
dt = 

t(t+A) 
dt + 

t(t+A) 
dt 

•R 

où r, est le chemin DO,OA d'angle 2a, et r_ est le chemin (AB,BC,CD) 
I a. 

- sur l'arc S on a (-A-t) ^=0 (•T7^^) ~ ^ 

t=R e 
i e 

•n/2 

sine 
d9 ->• 0 si R ->• 00 

- sur l'arc BC on a (-A-t) ^ = ~ ^ 

t = R e avec 9 € [- -^y^] 

donc 
1 K 1 

3^ ^ ( ^ Â ^ ^ ^ [ ^ R ^ - O s x R . c o 

- sur l'arc CD on a (-A-t)~^ = 0(-r7TT) = ^ 
'6(t) Rsine 

t = R e^^ avec 9 £ [ |, 

donc 
1 

CD t(t+A) 
dt 

'V 1 
fTT/2 

-tt/2 

1 

Rsin9 
de 0 si R -> oo 

finalement on obtient que 

lim 
R-wo 

1 

donc 

t(t+A) 

1 
2iïï 

dt = 
1 

3T t(t+A) 
dt = 0 

8 u , (t) A dt = 1 

ce qui établi le point a) du corollaire. 
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po\ir établir le point b) du corollaire il suffit de remarquer que la 

famille (u ,y , ) vérifie la relation 

(-A-t)u^^^(t) . y^^^(t) = 1 

donc (-A-t)3u , (t) + 3y , (t) = 0 Vk > 1 

donc si k > 5 on a 

1 
2i7T 

(-A-t)3u , (t) A dt = 
1 

T e.^ 2117 

donc 

3y ,(t) A dt = 0 

1 ' 

ce qui établi le corollaire 

t3u , (t) A dt = -A 

e 

En vérité, le morphisme de b-espaces T défini par T = lim est un 
N 

morphisme de b-algèbres, c'est-à-dire, il vérifie en plus la relation 

(f.g)[-A] = f[-A] o g[-A] 

qui sera établie dans le paragraphe suivant. 

3°) Produit tensoriel 

Le but de ce paragraphe est d'établir la relation 

(f.g) [-A] = f [-A] o g[-A] 

c'est-à-dire de montrer que le morphisme de b-espaces donné par le Théorème 

est effectivement un morphisme de b-algêbres. 

D'abord on a : 

PROPOSITION T-

Soit (u^^j,.y^^^)^,o , (^e,k"^£,k')£>0 vérifiant le 

kCnf kenf 

lemme 1, on pose : 

"£,k,k'^^'^) = ^£,k ®^£,k'^^'*^ = "£,k(^^^e,k'^^^ 

^£..k'^^'"^^ ®^£,k'^^''^^ """e.k'^^^ 

^.k,k'(^'^) =y£,k ®^£,k'^^'*) =^£,k( = )^e.k'^^) 

Alors la famille [ (U i i >V o i i ) ' ^ . , , , 1 vérifie le lemme 1 de 

Œ X C dans d A) 
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DEMONSTRATION. 

La vérification des points du lemme 1 est immédiate. 

La forme différentielle W , , , 

On considère la forme différentielle de type (0,1 ) définie par : 

ĉ- i,- VI ^^'^ continue sur Œ x î, et vérifie 

- supp(w^^^^^, ) c T^ X T^ , v k , k ' e m * 

- ^ % , k , k ' ( ^ ' ^ ) = V £ . k ^ ^ ) 

On considère la fonction T définie sur J x (J par : 

T(s,t) = 6(s)+ô(t) 

où ô(t) = d(t,IR"^) 

l+dCt.IR"^ ) 

T est évidemment lipschitzienne sur d x G, à valeurs dans IR'*'. 

On a le Théorème suivant : 

THEOREME 2. 

Soit f € jj(-A,m,5,6^) et g £ Ĉ ^ ĵ , (-A,m,5,ô^) alors la fonction définie 

par f © g(s,t)=f(s)g(t) est dans [ (-A,-A) ,m,T,6^ x 6^], de plus si : 

inf(k-N,k'-N') > U on a : 

f © g[-A,-A]=f[-A]o g[-A] 

DEMONSTRATION. 

On voit clairement que la fonction définie par f © g(s,t)=f(s).g(t) est 

dans C^^j^^jj,[(-A,-A),m,T,ô^ © 6 ^ ] dès que: f £ ̂ ĵ (-A ,m,ô ,6^ ) et 

^ ^ ^a,N'^"^'^''^'*^o)-

La forme différentielle (s,t) € Œ x d -> f 0g(s,t)d"W ,(s,t) est continue, 

à support dans le produit des secteurs T^ x T^. 

De plus on a : 

f 0 g(s,t)=0( jsl'̂ ltl'̂ ') lorsque |s| et |t| ^ =° 
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donc 

f 0g(s,t)d"W ,(s,t)=^ 0( 1 j-) si |s| et |t| -V =o 
^'^'^ e |s| itr 

puisqu'on a inf (k-N,k'-N') _> k. 

Ainsi la forme différentielle f ©g(s,t)d"W ,(s,t) est intégrable sur 

(T X d, pour tout e > 0 et : 

^ 2111̂  
f©g(s,t)d"W (s,t)dsdt 

T xT £,k,k 
e e 

2nT 
^f(s)3u^ys)ds)j^(- g(t)3v ,(t)dt) 

e ' ' e 

faisons tendre e vers 0 , donc le membre de gauche a une limite, en utilisant 

le Théorème 1 pour le membre de droite on obtient : 

f 0 g[-A,-A]= f[-A]o g[-A]. 

Invariance par transformations linéaires injectives : 

Toute transformation linéaire injective de Œ ^ Œ x d, se décompose en un produit 

2 

de transformations linéaires bijectives de Œ, de Œ et d'injections de Œ dans 

Œ X d. 

PROPOSITION 8. 

Soit A une transformation linéaire bijective de Œ, qu'on prolonge à 

CCgC-A) alors 

a) f e C^^jj(-A(A),m,(S,ô^) «=» f o A € cl^/-à.^>S 

b) de plus si k-N > h => f[-A(A)]=f o A[-A] 

DEMONSTRATION. 

A étant une transformation linéaire bijective de d, donc tout secteur T 
e 

de d, se transforme en un secteur A(T ) de d. 
e 

L'équivalence dans le point a) est immédiate. 

En établit le point b) 

Soit (u ,y ^) -p, un système de fonctions vérifiant le Lemme 1 si de plus on 
cjk G j k £ > U ^ 

keiN 
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(-A{-A)-t)u^^j^(t)+y^^j^(t) = 1 , Vt e Œ 

=> (-A(A)-A(s))u ,oA(s)+y ,OA(S) = 1 , VS ê d 

donc le système (u , o A,y o A) ^ a vérifie aussi le lemme 1 et 

kGïN 

1 
2i7r 

f(t)9u , (t)dt = - 7p— foA(s)3u , oA(s)ds 
A(T^) ^'^ ̂ "̂̂  ^'^ 

Par passage à la limite, e -»- 0, et puisque k-N >_ U, on obtient : 

f[-A(A)] = f o A[-A] 

Soit l'injection canonique s6(I-^(s,0)eCExa;, il est clair que 

foj e C^^jj(-A,m,6,Ô^) <=> f e C^^jj[(-A,0),m,6oj,ô^oj] 

D'une part on considère une famille (u , ,y ^) un système de fonctions 
£ » k £,1^ £ > U ^ 

vérifiant le lemme 1. 

D'autre part on considère la fonction v(t)=- , tj^O, comme dans le lemme 1, on 

rég\ilarise la fonction V, c'est-à-dire, pour tout e > 0 on considère la fonction 

définie et de classe sur CD, vérifiant 

1 si |t| < e/2 

0 si |t I > e 

et pour toute dérivation D d'ordre A on a : É|Dtp^(t)| _< M où M est une constante 

indépendante de £. 

On pose 

Vg(t) = (l-9^(t) )V(t) 

alors le système (V ,uj ) ^ est de classe dans Œ, et vérifie la relation 
£ £ £>0 

-tv^(t)-Kp^(t) = 1 , Vt € cr 

comme dans le Théorème 2, on considère la famille : 

V^^j^,(s,t)= 1 © v^(s.t) = v^(t) 

^£,k^^'^^ = y£,k®^£^^'^) =y£.k(^)^£^^) 
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on cons 

donc 

^ 2iTî' 

idère la forme différentielle W , {s,t)= , (s)9v (t)-v (t)9u , (s) 

f(s,0)3w^ j^(s,t)dsdt=(-
f(s,0)3u^^^(s)ds)(- 2ï:;^ 

3v (t)dt) 
e 

où est le disque de centre 0 et de rayon e. 

donc 

f(s,0)3W^ , (s,t)dsdt=- ^ 

c e e 

foj(s)3u ,(s)ds 

si k-N >̂  U, par passage à la limite (e 0) on obtient que 

f[-A,0] = foj[-A] 

Si A est une transformation linéaire bijective de d x d, qu'on étend à 

crg(-A) X Cg(-A) alors on a : 

foA € j^[(-A,-A),m,ToA,(6^ x 6^)oA] <^ f £ C^^j^[ (-A(A) ,-A(A) ) .m.x.ô^ x 6^] 

et pour les mêmes raisons que ci-dessus on peut former : 

foA[-A,-A] = f[-A(A),-A (A)]. 

COROLLAIRE 1. 

Soit A l'injection linéaire s € (T ^ (s,s) £ Œ x C, qu'on étend à 

(Ig(-A) ^ ^^(-A) X <I5(-A) 

si f e (-A,m,6,ô ) et g £ ,(-A,m,6,ô ) alors la fonction définie par 
Ot y^' O OC 5 ' ^ 

(f 0 g)oA(s)=f(s).g{s) est dans „ (-A,m,ô,6 ) de plus si k+k'-N-N' >_ U on a 
OC j "̂iN O 

(f 0 g)oA[-A] = (f.g)[-A] 

Le corollaire montre qu'on a (f.g)[-A]=f[-Aog[-A], c'est la relation cherchée. 

Ainsi on a établi que le morphisme de b-espaces donné, par le théorème 1 est 

bien un morphisme de b-algèbres. 

COROLLAIRE 2. 

Le noyau du morphisme de b-algèbres: f f[-A] est le b-idêal des fonctions 

f qui s'annulent sur IR"*" . 



CHAPITRE III 

Nous donnons un Théorème de surjection utile pour identifier la b-algèbre 

abstraite Clg(-A) à la b-algèbre des fonctions f de classe C sur IR 

tempérées ainsi q.ue toutes ses dérivées poiir la même filtration. 



III.1. 

CHAPITRE III. Surjection sur C°°(IR"^,6^) 

Au chapitre II, nous avons défini la b-algèbre C^(-A,m,5,5^) des fonctions 

f, définies et de classe dans le secteur T vérifiant pour un certain entier 

nat\irel N . 

Sup|f(t)|5^(t)+ ^ f 5^(t)ô"°'(t)|âf(t) Adt| < +~ 
T. T ° 
a a 

ou 

. _ d(t,IR'') 

^^^> - 1+d(t,IE+) 

avec d(t,IR*) = distance du point t € d, à IR* 

m entier naturel positif. 

si ^ alors l'injection canonique de 

est continue. 

Dans cette partie, on se propose de montrer que toute fonction f définie 

et de classe C°° sur IR"*" , tempérée ainsi que toutes ses dérivées po\ir la même 

filtration N, se relève en une fonction "i* définie et de classe dans le 

secteur T^, vérifiant pour tout entier natxirel m 

Supl?'(t)|6^t)+ ^ f ô ^ t ) 6 '^(t)|8f(t) Adt| < +00 

a a 

c'est-à-dire que ^ appartient à la b-algèbre n C (~A>iii,6,ô )• 
m>0 °' ° 

D'abord définissons la b-algèbre (^{JR^ ,$^). 

1°) Définition de la b-algèbre C°°(IR"'" . 6 , ) 

On désigne par C°°(IR'''«iŜ ) l'algèbre des fonctions f . définies et de classe 

oo + . ^ . ^ ^ 

c sur IR , telles qu'il existe un entier naturel N, possédant la propriété 

suivante : 

Vk e m 3C > 0 , I sup_̂  ô^(x)|f^^^x)| < c, 
IR ° ^ 
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c'est-à-dire, la fonction f est tempérée ainsi q.ue toutes ses dérivées sur IR'*', 

po\ir la même filtration N. 

Sur C°{IR*' ,ô^) on a une base de bornologie naturelle formée par les disques 

bornés complétants définis par 

^N.C ^ ^"^^^'-^o^ I sup^ô^(t)|f^^^x)| iCj^} 
k. IR 

c (IR ,6^) munie de cette base de bornologie est une b-algèbre. 

On a le théorème suivant : 

THEOREME 3 : 

La restriction de D C^(-A,m,(S,6 ) C°°(IR''" ,5 ) est bornée. 
m>0 <̂  

DEMONSTRATION: 

1°) Nous montrons d'abord que si f •£ n C^(~A,m,6,ô ) eilors sa restriction 
m>0 ° 

•V ^ + ° ° a IR est de classe C . 

En effet, pour tout x £ IR"*" , on considère le disque fermé centré en x , et de 

rayon e 

V ^ ( x ) = {t e T^ I |t-xl < e} 

f e n C^(-A,m,6,6 ), alors f est de classe sur V (x ) par la formule de 
m>0 °' ° ^ 

CAUCHY-POMPEIU [6] on a 

(1) f ( x ) = ^ 1 ( f(t) 1 f 3f(t) A dt dt 
3V ( x ) 2111 

e e 
V ( x ) ^ 

fit) 
- pour tout m £ IN , la fonction t £ 3V^(x) ^ ^ est intégrable sur le 

bord de V (x). 
e 

- pour tout m € IN , la fonction t £ V (x) -»• -r^ f(t) • est intégrable s\ir 
^ 9^ (t-xr 

V^(x) puisque on a : 

3 f(t}<iti_j = ( ^ f ^ r 6-^(t)i|^ f(t)''̂ i 
dt /, vm' t-x ' 3t; (t-x) ' I 

< ô""'(t)||^ fitf^e L''(V^(X)) 



III.3. 

ainsi, on peut dériver autant de fois que l'on souhaite par rapport à x sous 

signe somme l'égalité donc pour tout entier naturel n on a : 

f(t) 

3V^x) (t-x) n+1 
dt -

2lTT 

3f(t)dt 

V^(x) (t-x) n+1 

cette relation étant valable en tout point x € IR , on en déduit alors que 

la restriction de f a IR est de classe C 

2°) Nous montrons, maintenant que pour tout n G IN sup^ 6 ^ ( x ) | f ( x ) | < 

c'est-à-dire que la restriction de f à IR est tempérée ainsi que toutes ses 

dérivées pour la même filtration N. 

En effet, d'après le point 1°), en tout point x £ IR"*" et po\ir tout entier 

naturel n, on a : 

2i7r 
3V^(x) (t-x) 

f(t) 1 
n+1 2iTr 

8f(t) A dt 

V (x) (t-x) 
n+1 

multiplions les deux membres de cette égalité par ô^(x), on obtient 

r .»(t) M O I « 
^ \ 2 o n 
0 1+x £ 

2TT 

6 (x) N »,- x n+1 _ 

( r i t ) ' < f ë ^ ' 6>)s-"-'(t)|5f(t)|. dt) 
( x f 

t e V (x) t=x+rei^ avec r £ [O.e] 

où e désigne le rayon du disque fermé ^^(x) 

donc |t|^ <_ (x+e)^ 

Le plus grand disque fermé, centré au point x £ IR"*" , et contenu dans le 

secteur T^, a un rayon au plus égal à 

e(x) = (x+a)sin a. 

donc 

t £ V^(x) 
2 2 

|t| < (x+(x+a)sin a) 
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I l2 
ainsi la fonction t G V (x) ' — ^ est bornée uniformément en x, donc 

^ 1+x 
3M > 0 

(^1^1 ) < M Vx e IR 
1+x2 

ce qui donne 

ô^(x)|f^°\x)| < ni ^ sup6^t)|f(t)l+n! ô'^t )ô""" ' ( t ) | 9f ( t ) ' a d 
O ' £ ^ 1 2lT J ^ O 

a a 
donc 3M^ > 0 : sup_̂  6^(t ) | f ̂ "̂ ^ (x) | £ < +<». 

IR 

Ce qui établi que la restriction de f à IR"*" e C^dR"*" 

- La restriction de n c\-A,m,6,6 ) -> C"(IR'^,6Q) est évidemment bornée 
m^O 

2°) Sur j ection sur C°( IR"*" , 5^ ) 

Avant d'énoncer le théorèm.e de s\irjection, un Lemme. 

T.RMMK 3-

Soit f une fonction G , a support compact dans IR alors f admet un 

'\j 1 ^ 
relèvement f de classe C dans d et à support compact vérifiant pour tout 

entier naturel m 

9f(z) = OiS^iz)) 

xf ^ d(z,IR"'" ) 
ou 6(z) = —^—2 

1+d(z,n? ) 

DEMONSTRATION. 

Soit K = Supp(f) 

(n) 
Pour tout n € IN, on pose M = sup|f (x)| 

^ K 

Soit une suite de nombres réels supérieurs ou égaux à 1 

On peut supposer que pour tout n £ IN , on a <_ 6^. 
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Soit ^ une fonction de classe C sur IR , à support compact convexe contenu 

dans l'intervalle valant 1 sur [- ^] 

Pour tout n £ IN , on pose 

n+ 1 
a = Z 6 
^ p=0 P 

Alors a -> oo si n ^ oo, et la suite de fonctions (ib ) vérifie 
n n n>_0 

oo ^ 1 1 
- ^ est C sur IR, à support compact contenu dans ]- »~7t 

n n 

- = 1 si y 6 [- , J^] 
n n 

- Supp(<|;̂ _̂ ^ ) c Supp(4;^) pour tout n £ IN. 

On considère la série (l) f(x+iy)= Z — f " (x.)^ (y)(iy) 
n=0 

La série (l) converge en tout point z=x+iy, car elle est localement finie, 

OO . 

elle est même de classe C en tout point z=x+iy tel que yfO. 

La continuité et la dérivabilité de f réside uniquement au point y=0. 

. ^ a. 
- continuité de f au point y=0 

le terme général de la série (1) vérifie 

n 

00 

et Z —- = e 
n=0 

donc la série (l) converge uniformément au point y=0, donc f est continue au 

point y=0 et lim f(x+iy)=f(x) 

y-HD 

- Dérivabilité de f au point y=0 

Dérivons le terme général de la série (l) par rapport à x, on obtient 

T ^(n+ 1 ) , 
^f^"^'^x)4'^(y)(iy)-
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et l - f ^x)^^(y)(xy) | < - ( ^ ) < ̂ T̂T 
n 

V 1 -L — = e-
n=0 ^' 

oo 
donc la série E — f̂"̂"*" '(x)ij; (y)(iy)^ est viniformément convergente on peut 

O n • n 

alors dériver terme à terme la série (1) par rapport à x on obtient 

|^f(x+iy) = l ^f^""^^x)^^(y)(iy)^ 
n=0 

et lim |- f(x+iy) = ^(x) 
y-0 

Dérivons le terme général de la série (1) par rapport a y on obtient 

^ f^''^x),J;;(y)(iy)^+(:^), f ^^^x),J;^(y) (iy)̂  

on vérifie sans peine que chaque terme de cette somme et le terme général 

d'une série uniformément convergente au voisinage du point y=0, on peut 

alors dériver terme à terme la série (l) par rapport à y, on obtient 

OO 

|^?(x+iy)= [f^^^x)4^;(y)+if^^-'^^x)4^^^/y)] (iy)^ 

et lim |- f(x+iy)=if^^ ^(x) 

Ainsi les dérivées partielles d'ordre 1 de î' existent et sont continues, donc 

la fonction f est de classe C dans G, a support compact contenu dans 

supp(f ) X [ - — , — ] . 

o o 

Il reste à vérifier que pour tout entier naturel k on a : 

âf(z) = 0(ô^(z)) 
3 1 8 3 

en effet, = -(-;— +i -5-) 
3z 2 dx 3y 

donc 

n=0 

- i Z ^?^"^x)4^'(y)(iy)^ 
n=0 
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pour tout entier k ; on vérifie que : 

1 ^ f(z) = 0(|y | ^ )=0(ô^(z)) 

O/ 1 
c'est-à-dire que f £ nC (-A.m.ô.ô ) 

.-a ' ' ' o 
ni>0 

le lemme 3 est alors établi. 

On peut énoncer le théorème de surjection : 

THEOREME k. 

1 OO + 

La restriction de D C (-A,m,ô,Ô ) ->• C (IR , 6 ) est surjective. 
m>0 

DEMONSTRATION. 

Soit f e C°°(IR"*" , 6^), donc f est de classe t° sur IR"*" par le théorème 

d'Emile BOREL, on peut toujoiirs la prologner au delà de 0 , de façon C°° c'est-

à-dire que : pour tout a > 0 , 3 F C° sur [-aj+^E telle que pour tout n on a: 

D^(-a ) = 0 et F/^+=f 

on pose : 

I^=[-a,-H»[ 

Soit l'intervalle ouvert ]1-e,2+e[ , où eest un nombre réel strictement 

positif; la famille (2"̂  ] 1-e,2+e[-a) • ™, forme un recouvrement ouvert localement 

fini de l'intervalle ouvert ]-a,+«>[. 

Soit V une fonction sur IR , positive, à support compact contenu dans 

l'intervalle ]1-£,2+£[ . 

Pour tout j £ ZZ , on pose 

, ^ v(2'^(x+a) ) , 
v.(x) = ^ — ^ ^ , vx £ ]-a,-H»[ 
^ Z v(2^(x+a)) 

k£ZZ 

Alors V. est C° sur IR, positive, à support compact contenu dans l'intervalle 
<] 

ouvert 2~"̂ ] 1-£,2+e[-a et E v.(x) = l , yx > -a-
j£Z2 
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Pour tout j 6 ZZ , on pose 

F. = V .F 
J J 

F. est alors C° sur IR , à support compact, par le lemme 3 » on peut la relever 
J 

1. . . . 
en une fonction F. de classe- C dans le secteur T , vérifiant : 

j a. 

^j/Supp(F.) " 
J 

3^.(z) = 0(6^(z)) pour tout entier naturel k. 
J 

'X, 1 
la fonction Z F. £ fl C (-A,m,6,6 ) 

1 Qt O 

J £ ZZ m>̂ 0 

et 2 F / + = f 

d'où la surjectivité de la restriction. 

RE3y[ARQUE. 
k 

Il est possible d'avoir un relèvement de classe C , il suffit dans le 
n+k 

lemme 3, de choisir la suite a = T. 6 • 
" p=0 P 

Si on désigne par I ={f £ c\-A,m,6,ô )/f(x)=0, Vx £ IR*} est un b-idéal de 

c\-A,m,6,6 ) ; et soit le b-idéal fl I alors le théorème h admet le corollaire 
a ' ' ' o ' «.̂  ni 

m>̂ 0 
suivant : 

COROLLAIRE ; 0 c\-A,m,ô,ô ), -> ,5) 
m>0 ° ^ Qn I — m^O m 

La restriction est bijective, bornée. 

DEMONSTRATION. 

La preuve est immédiate. 
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3°) Isomorphisme entre (Ir.(-A) et C'(-A,m,5,ô ) 
0 g ' ' ' o 

dans cette partie, on démontre le Théorème suivant 

THEOREME 

Les b-algêbres dgC-A) et C°°(IR''',6̂ ) sont bornologiquement isomorphes. 

DEMONSTRATION. 

Par le Théorème 1 , chap.II, on a le morphisme de b-algêbres : 

\ = C^(-A,m.ô,ô^) - d ^ A ) 

f f [-A] 

Son noyau est KerT ={f £ C^(-A,m,6,6 )lf|^+ = 0} 

m a ' o ' IIR^ 
C'est un b-idéal de C^(-A,m,ô,6 ), donc T induit un morphisme de b-algèbres 

a o m 
T^ injectif, vérifiant le diagramme suivant 

T 
1 ^ 

C (-A,m,ô,ô ) (I^(-A) 

tel que T o 8 =T 
^ m m m 

OÙ 9^ est le morphisme de b-algèbres surjectif. 

Par le corollaire du Théorème h, chap.III, on a : 

- 1 / 00 + 
La restriction R : D C (-A,m,6,6 ) / ^ C (IR ,6 ) 

m > 0 / n 

est un morphisme de b-algèbres bijective : 

d'autre part les T^ induisent un morphisme de b-algèbres T injectif vérifiant 

le diagramme suivant : 
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u o T=â 

- Le morphisme u est bijectif, car la surjection de u provient du Théorème h • 

u injactive car : 

f e Ker(u) => u(f)=0 =» 3G G fl c\-A,m,ô,ô ) 
m>^0 

G|^+ E O = * G £ n I => G[-A]=0 
' m^O 

G[-A]=f E 0. d'où l'injection, 

ce qui achève la démonstration du Théorème 5-
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