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INTRODUCTION

Le but de notre travail est 1l'étude du calcul symbolique unidimensionnel
Pour un opérateur régulier d'une b-algébre A dont la croissance de sa résolvante
prés du spectre est contrdlée par une fonction lipschitzienne positive sur €.
Dans le cas particulier ou l'opérateur a est l'opérateur de LAPLACE opérant ainsi
que sa résolvante sur S'(IRn), espace des distributions tempérées sur IRn, nous
obtenons les résultats suivants :

- Si f est une fonction de classe C1 dans un secteur Ta contenant strictement

+ 2 o . o o
IR , vérifiant pour un certailn entier naturel N

(H) suplf(t)ldg(th %}-J Gg(t)d-m(t)lsf(t) Adt| < 4»=,¥Ym >0
T T
a a

- - -~ + -~ -~ - -
Alors la restriction de f &4 IR est de classe Cw, tempérées ainsi que
- . -~ + - o * ~
toutes ses dérivées sur IR , pour la méme filtration N c-a-d

vk € IN sup+|Dkf(x)lég(x) < +m
IR

- Réciproquement, si f est une fonction de classe ¢® sur R tempérée ainsi
que toutes ses dérivées pour la méme filtration N alors f admet un
relévement ? de classe C1 dans un secteur Ta contenant strictement IR*,
et vérifie (H).

Le calcul symbolique tenant compte de la croissance de la résolvante a &€té &tudié
par divers auteurs notamment par moi-méme [3] , NGUYEN t.Hoc [5]), C.WROBEL [8],
et L.WAELBROECK [7] pour des opérateurs réguliers (un opérateur a d'une b-algébre

A est régulier si il existe un réel M strictement positif tel que la suite

{(2)®, n € I} soit bornée dans A).

M
Dans [3], [S] et (8] le calcul symbolique est multidimensionnel. Dans [ 7] l'auteur
considére une fonction § lipschitzienne, positive vérifant ¢ 5_?%%1 < M lorsque

|t| tend vers =, oll € et M sont deux constantes strictement positives.
A la fonction §, il lui associe une algébre universelle v, de fractions
rationnelles & une indéterminée z, i coefficients complexes et dont les

dénominateurs ne s'annulent pas sur 1l'ensemble 6-1(0). Sur Vo, il considére



ii.

la topologie localement convexe telle que la multiplication dans Vo soit
continue, et l'ensemble des fractions rationnelles {G(t)(z-t)-1, t ¢ 6—1(0)}
soit borné. Si a désigne l'intersection des voisinages de O, c'est un idéal
de Voile quotient Vo/a est une algébre localement convexe, séparée. WAELBROECK
montre alors que le complété 6:7; est une algébre de Banach et en donne deux
descriptions différentes. Dans l'une des descriptions il construit un calcul
symbolique unidimensionnel, en utilisant une formule dérivée de celle de CAUCHY
pour des fonctions f continues & support compact telles que 5% f(s) au sens
des distributions soit sommable. C'est cette construction qui a motivé notre
travail, dans lequel on part d'une fonction seulement lipschitzienne, et
positive sur ¢; comme WAELBROECK nous lui associons GG(X) une algébre de fractions
rationnelles 3 une indéterminée X, a coefficients complexes, et dont les
dénominateurs ne s'annulent pas sur §71(0). Sur cs(x) nous considérons'la borno-
logie convexe la plus fine telle que l'ensemble des fracticns rationnelles
{G(t)(X-t)_1, t € 6" '(0)} soit borné. Nous &tudions cette algébre et nous
remarquons gque le complété bornologique ¢6(X) n'est pas nul ssi 6-1(0)#¢ :
c'est une b-algé€bre (nous rappelons & cette &gard, que WAELBROECK & donné un
exemple d'un espace bornologique dont le complété est nul).
Nous illustrons la b-algébre 02?;), au moyen de la fonction distance dans ¢ &
IR+, de l'opérateur de LAPLACE, opérant ainsi que sa résolvante sur $'(m")
espace des distributions tempérées sur IR-.

Nous construisons un calcul symbolique unidimensionnel pour les fonctions f
définies et de classe C1 dans un secteur Ta contenant strictement IR+, vérifiant

pour un certain entier naturel N :

suplf(t)lag(th %I Gg(t)s""(tﬁf(t) Adt| < 4o
T T

( (fez)* ’

ol GO(t)
5(6) = a(t, ")
1+d(t,R")

m est un entier naturel



111
N\
a valeurs dans la b-algébre 06(-A). Dans ce cas particulier de l'opérateur de
LAPLACE, notre calcul symbolique étend le calcul symbolique &tabli damns [T7].
Enfin nous utilisons les Théorémes cités plus haut pour montrer que le
complété bornologique G;T:Z) s'identifie bornologiquement & la b-algébre
Cw(IR+,6°) des fonctions f définies et de classe € sur IR+, tempérées ainsi

que toutes leurs dérivées pour la méme filtration; c'est-d-dire

3 € W, Vk € T, sup, 65(x)[D r(x)] < +.
R



CHAPITRE 0

Dans ce chapitre, nous rappellons quelques définitions et propriétés sur

les b-algébres qui nous seront utiles dans ce travail.



CHAPITRE O. Gé&néralité sur les b-algébres

Ce chapitre introductif est essentiellement réservé aux rappels des
définitions et propriétés sur les b-algébres.

Toutes les algébres que nous considérons sont supposées commutatives et

unitales, ayant le corps € comme corps de base.

1°) Définition d'une algébre bornologique.

On appelle algébre bornologique, toute algébre commutative et unitale
sur ¢, munie d'une bornologie B vérifiant les axiomes suivants :

a) la somme de deux &léments de B est un &lément de B

b) 1l'homothétique de tout €lément de B est un &€lément de B

c) l'enveloppe disquée (convexe et équilibrée) de tout €lément de B est
un élément de B

d) le produit de deux éléments de B est un &lément de B

Les éléments de B sont appelés parties bornées.

Soit A est une algébre bornologique et B est un disque borné de A on note

par AB le sous—-espace vectoriel de A engendré par B, muni de la jauge de B
Py(x) = inf{(A > 0 / x € X.B}
ainsi le sous-espace vectoriel AB est semi-normé par la jauge PB'
L'axiome c¢) signifie que les algébres que nous utilisons sont stables par
passage & l'enveloppe convexe et #quilibrée des parties bornées, donc elles
admettent un systéme fondamental formé& de disques bornés.
L'axiome d) signifie que si B, et B, sont 2 disques bornés de A, alors il existe
un disque borné B3 tel que l'application bilinéaire d'espaces semi-normés de
" " P

AB1 A32 AB3 est bornée.
Si B1 et B2 sont 2 disgues bornés tels que B, € B2 alors l'injection canonique

de AB1 - AB2 est bornée.



0.2.
on en déduit que :
toute algébre bornologique A est une limite inductive d'espaces semi-normés AB

lorsque B décrit un systéme fondamental de disques bornés de A.

2°) Convergence bornologique.

Soit A une algébre bornologique et (xn)n o suite de points de A.

On dit que la suite (x_) converge bornologiquement vers O dans A s'il

n'n € IV
existe
a) un disque borné B de A
b) une suite de scalaires (en)n € tendant vers O tels que pour tout
n€IN ona: x_ €e .B.
n n

Autrement dit, la suite (xn) converge bornologiquement vers O, s'il

n € IN
existe un disque borné B telle que la suite (xn)n € m soit dans le sous—-espace
semi-normé AB et converge vers O dans AB'

On écrit alors x_ = O(e )
n n

3°) Partie bornologiquement fermée.

Soit A une algébre bornologique et H une partie de A. On dit que H est

bornologiquement fermée, si pour toute suite (xn)n € m de H telle que x_

converge bornologiquement vers x dans A, entralne que x € H

REMARQUE.

- toute réunion finie (resp intersection) de parties bornologiquement fermées est

une partie bornologiquement fermée.

4°) Algébre bornologique séparée

Une algébre bornologique A est dite séparée si elle ne contient aucune
droite complexe bornée.
C'est €quivalent de dire que : pour tout disque borné B de A le sous-espace

vectoriel AB muni de la jauge de B est un espace normé.
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Ainsi toute algébre bornologique séparée A est une limite inductive d'espaces

normés A, lorsque B décrit la famille des disques bornés de A.

5°) Définition d'un idéal bornologique.
Soit A une algébre bornologique, et I un idéal de A.
I est un id&al bornologique de A si I muni d'une bornologie B' telle que
- la somme de 2 &léments de B' est un €lément de B'
- l'homothétique de tout #lément de B' est un &lément de B'
- le produit d'un borné de A par un borné de I est un élément de B'
Si A est une algébre bornologique non séparée, on note par {0} la fermeture
bornologique dans A de 1'idéal {0} : c'est un id&al de A. L'algébre séparée

associée & A est l'algébre A/TET munie de la bornologie quotient.

6°) Morphisme d'algébres borné.

Soit A, et A, deux algébres bornologiques et f un morphisme d'algébres

2
£33 A1 +> A2.
f est un morphisme d'algébres borné si l'image de tout disque borné de A,

est un disque borné de A2.

7°) Disque borné complétant.

Soit A une algébre bornologique séparée, et B un disque borné de A.
Le disque borné B est dit complétant si le sous-espace vectoriel AB muni de
la jauge de B est un espace de Banach.
REMARQUE.
Si B‘ et B

5 sont deux disques bornés complétants alors

B1 n 32 s B1 + 82 ’ '3182 et B1 U B2

sont des disques complétants.
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ot r's ={§anxn | x, € B pour tout n € IN i]an| < 1}

c'est l'enveloppe 2'-disque du disque borné B.

8°) Définition d'une b-algébre.

On appelle b-algébre ou algébre bornologique compléte toute algebre
bornologique séparée admettant une base de bornologie formée de disques
complétants. Autrement dit, une b-algébre A est limite inductive d'espaces
de Banach AB avec morphismes injectifs, lorsque B décrit un systéme fondamental
de disques bornés complétants.

Donc A = IEP(AB’HB,B')
ol Ay désigne l'espace de Banach engendré par le disque borné& complétant B, et

I Ay + Ay, l'injection bornée. (B = B')

B,B'’

NOTATION.
Soit A une b-algdbre, V une partie de ¢. u une fonction définie de V & valeurs
dans A et g une fonction de V & valeurs scalaires.
On écrit u=0(g) s'ils existent un disque borné, complétant dans A, et une
constante A € ¢ tels que pour tout t € V on a :

u(t) = Ag(t)B
autrement dit, dans le sous-espace de Banach AB normé par la jauge de B
notée | |B on a :

lu(e)ly < [A]]e(t)] vt € V.

9°) Spectre d'un &lément d'une b-algébre [8]

Soit A une b-algébre et a un &lément de A.
DEFINITION.
On dit que s n'appartient pas au spectre de a s'il existe un voisinage

V(s) de s dans ¢ U {»} avec les propriétés suivantes
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19) (a.~-t'.)-1 existe pour tout t € V(s) n ¢
2°) 1'ensemble {(a-t)”' | t € V(s) n @} est borné.

On note par Sp a le spectre du point a de A.

REMARQUE.

5,8, ¢ Spa , alors
(a-8)"'-(a-s )" = (s-s )(a-s)-j(a-s 3]
o o o)
si s > S, le membre de droite converge vers 0; de ceci on tire que la
résolvante est localement lipschitzienne donc elle est continue; et :

T (a-s)"'-(a-s0) "

S *S8 5=85
o]

. = (a.-so)_2

cette égalité montre que la résolvante est holomorphe 13 ol elle est définie.



CHAPITRE I

Nous &tudions l'existence d'une b-algébre notée cs(x) engendrée par un opérateur
X non régulier dont la croissance de la résolvante est contrdlée par une
fonction § lipschitzienne positive sur @, et nous en donnons un exemple au

moyen de la distance & IR*, et l'opérateur de LAPLACE.



.-
CHAPITRE I.: La b-algébre CG(X)

On se donne une fonction § définie et lipschitzienne sur le corps @ &
valeurs dans IR+, et on se propose de déterminer une b-algébre 6;?;) utile
pour le calcul fonctionnel vérifiant les propriétés suivantes

- (x - )" existe vt ¢ & (0)

- L'ensemble {8(t)(X-t)”' € t € & '(0)} est borné dans g (X) od X désigne

une indéterminée.

1°) Existence de la b-algébre GG(X)

On note par ¢G(X), l'ensemble des fractions rationnelles d une indéterminée
X & coefficients complexes, et dont les dénominateurs ne s'annulent pas sur
1'ensemble § '(0).
GG(X) munie des lois de compositions: addition, multiplication par un scalaire
complexe, et la multiplication ponctuelle des fractions rationnelles devient une
algébre commutative et unitale sur le corps €. Sur GS(X), on considére la
bornologie convexe la plus fine, comﬁatible avec sa structure algébrique telle
que l'ensemble des fractions rationnelles

(8(e)(x-t)" £t €6 (0)}

soit borné.

GG(X) devient alors une algébre bornologique sur le corps €
DEFINITION.

On appelle spectre de GG(X) et le note par SPGG(X),l'ensqnble des
caractéres bornés de ca(x).

On a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.

a) SPCG(X) est non vide si et seulement si 6-1(0) est non vide de plus on a

b) {¥(X) / ¥ € sPes(x)}=6""(0)
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DEMONSTRATION.

On démontre l'équivalence dans a)

Condition nécessaire : on ralsonne par l'absurde, supposons que 5-1(0)={0}=¢

soit Y un caractére borné de cs(x), donc il envoie tout ensemble borné de
¢s(X) sur un ensemble borné de ¢ , donc il existe M > O tel que
-7
p({8(t)(x-t) "/t €¢}) c{z€0C/ |z| <M}

c'est-d-dire que

8(t)
S| <M WwEc
done
0 < &8(t) <MJp(x)-t] WVtEC

ceci est impossible vu que Y(X) € €

1

done & '(0) ne peut &tre vide et par conséquent y(X) € § (0).

Condition suffisante : d'abord un caractére | de GS(X) est connu dés que sa

valeur sur l'indéterminée X est connue puisqu'on a

P(x), _ P(p(X)) P(X
Vg = Q) Y ax

€ cs(x)

siq € 6-1(0), on définit un et un seul caractére borné Uy de cé(x) en posant
wa(X) =q
Alors SPGG(X) est non vide.

Le point b) est une conséquence immédiate du point a).

REMARQUES .

1°) La proposition 1 permet d'identifier les ensembles SPGS(X) et 6_1

(0)
dans le sens suivant : il existe une bijection L définie par

t €6 '(0) > L(t) € SPCs(X)
telle que

L(t)X = t évaluation sur X.

2°) Tout idéal propre de cé(x) est engendré par un polyndme non nul ayant

tous ses zéros sur l'ensemble 6-1(0).
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La bornologie convexe définie sur l'algébre CG(X) peut ne pas €tre séparée

comme le montre la proposition suivante :

PROPOSITION 2.

Si la fonction § admet un nombre fini de z&ros chacun d'ordre fini alors
a) la bornologie convexe définie sur GG(X) est non séparée,

b) 1l'algébre séparée associée est de dimension finie sur €.

DEMONSTRATION.

D'abord dire que § admet un nombre fini de zéros chacun d'ordre fini

signifie qu'il existe un polyndme P(t) non nul tel que
8(t) > e|P(t)| pour t prés de s~ (0)

ol € est une constante strictement positive.
a) on raisonne par 1l'absurde: supposons gue l'algébre GG(X) est séparée [2]
alors GG(X) est une limite inductive d'espaces normés GB(X) ou B décrit un
systéme fondamental de disques bornés.
¢B(X) est un espace normé par la jauge du disque berné B, son complété GB(X) est

un espace de Banach.

Pour t prés de 6-1(0), la qualité B(t) est bornée et holomorphe & valeurs

N\ S
dans un Banach GB(X). Le théoréme du calcul fonctionnel holomorphe [1] dit :

Sur tout contour T convenable entourant 1'ensemble 6-](0) on a

1 P(t
ﬁjr?-_xldt =P(X) =0

donc, le polyndme P(X) est identiquement nul, il y a alors contradiction.
L'algébre est alors non séparée.

b) Soit TBT-la fermeture bornologique de 1'idéal {0} , c'est un id@al propre
de GG(X)’ d'aprés la remarque de la proposition 1 il va exister un polyndme
non nul P(X) tel que

{0} = P(X)€(X)
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L'algébre séparée associée 3 CG(X) est 1l'algébre Ga(x)/P(X)Gs(X) laguelle
est de dimension finie sur (.
En effet, soit @[X] l'algébre des polyndmes & une indé&terminée X & coefficients
complexes, on sait que pour tout polyndme non nul P(X) l'ensemble P(X) G[X] est
un idéal propre de €¢[X]. C[x]/P(X)G[X] une algébre de dimension finie sur Q.
L'application définie de C[X]/P(X)e[X] » GG(X)/P(X)CG(X) est bijective :

- l'application est &videmment injective

- 1l'application est surjective, car un &lément de 1l'algeébre GS(X) est une

fraction rationnelle de la forme

1

6] avec Uz(t) #0 vt € § (0)

les polyndmes P(X) et Ua(x) sont premiers entre eux, donc il existe
deux polyndmes A(X) et B(X) tels que :

A(x)uz(x) + B(X)P(X)=1

done A(X) + P(X) BA) o
U, (X) Ue(X)
U, (Xx) T ) I U, (X)
ce qui donne = A(X)U,(X) + P(X)B(X
U2(x5 1 UZZXS
U1
c'est-d-dire que T = AU, mod(P(x)GG(X))

2
d'ol la surjection.

L'algébre cé(x)/P(x)cs(x) est alors de dimension finie sur Q.

CONDITIONS DE SEPARATION DE L'ALGEBRE GG(X)
Nous donnons deux conditions suffisantes pour que la bormologie convexe

définie sur l'algébre ¢6(X) soit séparée.

PROPOSITION 3.

Pour que la bornologie convexe définie sur l'algébre GG(X) soit séparée,

il suffit que la fonction § s'annule sur une suite infinie de points de C.
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DEMONSTRATION.
1

(0) =

Soit {§ une suite infinie de points de C}

(zn)n €N
On raisonne par l'absurde : supposons que la bornologie définie sur GG(X) est
non séparée, alors GG(X) admet au moins une droite bornée [2].
Soit {AP(X) / X € @} une droite bornée ol P(X) est un polyndme non nul.
D'aprés la proposition 1 tout point 2z de 6—1(0) définit un et un seul
caractére borné de G5(X), donc la droite complexe bornée {AP(X) / XA € ¢} se
transforme par chaque z en une droite bornée de ¢ donc P(zn)=0 pour tout
n € N , donc le polyndme P(X) est identiquement nul puisqu'il admet une
infinité de racines. Il y a alors une contradiction.

La bornologie convexe définie sur 1l'algébre GG(X) est nécessairement

- -
séparée,

PROPOSITION 4.

Pour que la bornologie convexe définie sur 1l'algéebre GG(X) soit séparée,
il suffit que la fonction & admette un z&ro d'ordre infini, c'est-d-dire si
to est un zéro de § on a :

pour tout n € N §(t) = 0(|t-to|)n pour t prés de t .

La démonstration de la proposition 4 repose essentiellement sur les techniques
des séries formelles entiéres dont on fait un bref rappel.
Soit G[[X]], 1'algdbre des séries formelles entiéres d une indéterminée
X 8 coefficients complexes [1].
Une série formelle entiére est un &lément de la forme
T a X
n
n
ol a €0 pour tout n € W

- La somme de deux séries formelles entiéres se définit par

(ﬁ anxn) + (ﬁ bnxn) = i(an+bn)xn
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- Le produit d'une série formelle entiére par un sclaire se définit par

A (T aan) = z(x.an)x" VA € @
n n

- Le produit de deux séries formelles entiéres se définit par

= P
(fl anxn) . (i bmxm) = f-, ch

P
ol pour tout p EIN ¢_=I a ibiea
P ;0 P
- L'&lément unité de l'algeébre C[[X]] est la série formelle entiére définie par

TaxX =1 of a=1 eta=0 vo>1
n B o) n =

Ainsi @[[X]] est une algébre commutative et unitale sur G.
@[[X])] contient 1'algébre des polyndmes, puisque chague polyndme s'identifie
4 sa série entiére formelle dont les termes sont nuls & partir d'un certain
rang.

Une série formelle entiére est inversible si et seulement si son terme
constant est non nul. Donc C[[X ]] contient aussi 1l'algébre des fractions
rationnelles de la forme

P(X)
t

F163) elle que Q(0) # 0

Sur ¢[[X]] , on considére la famille B de sous ensembles définis par

@
M) ={Z anxn/pou.rtoutnem la | <M}

B(
n‘n€E N n=0

ol (M)

n’nem est une suite de nombres réeels positifs.

- La famille B=(B ) + I yérifie :
(M) (Mn)nG]N & (IRY)

- B(M ) = ¢[[X]]

(Mn)n€JN n‘neEN
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- La somme de deux &léments de B est un &lément de B , plus précisement

BM) e o T B0 S Biv )

n€ IN n'n €IN n'n €N

- L'homothétique de tout élément de B est un élément de B , plus précisément

A.B( VAEGC

MY s

B.
n'n EW ‘NMn)

n €EIN

- Le produit de deux éléments de B est un &lément de B , plus précisément

B « Brisy < B/
Mlbem Muem Mlnem

P
ou M'= L M ' €¢ ur tout p € IN
Dy bk 'k pe £
k=0
- Chaque élément de B est convexe, @quilibré et complétant.
Ainsi la famille B définit un systéme fondamental de disques bornés complétants
sur ¢[[X]] qui devient une b-algebre.

On peut énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 5.

Si la fonction § admet un zéro t, d'ordre infini c'est-d-dire que
6(t) = O(It-toln) pour t prés de t_

alors @ G(X) s'injecte bornologiquement dans la b-algébre € [[X]]

DEMONSTRATION.

On se limite au cas ou §(t) = inf(lt]n\/n € IN,1) car, par une translation

on peut toujours nous ramener & ce cas

o
pour t#0 on a 3(-1_- = -L (l)nﬂ )
-t w0 t
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(=]
done %é%l = -z (§§§%)X“ € ¢[[X]] puisque tous les coefficents sont bornés.
n=0 ¢t

donc, 1'emsemble {8(t)(X-t)”'/t#0} < B,

ou 31 est le disque borné dans C[[X]] défini par :

_ n
B1-{§ a X / pour tout n € IN |a.n| < 1}

Une fraction rationnelle de € 6()() est de la forme

37(—;(—; avee Q(t)#0 Vt#0

m P:
or, Q(X)= 1 (X-t) * £, #0 i=0,1,...,m
1=0
m 6(t,) m  &(t;) p. P;
done H—T—l = 1 (——)*esB?
i=o © X) i=0  X-t; !
Py
ou B1 = Bl’Bl""Bl pi-fois est borné dans C[[X]]

Comme chaque fraction rationnelle s'identifie & sa série formelle entiére dans
¢[[X]], on voit facilement que l'application définie de

GG(X) + ¢[[x]]
est injective et bornée.

La preuve de la proposition 4 découle immédiatement de la proposition 5.

A~
En général, l'algébre bornologique GG(X) n'est pas compléte, soit GG(X)

sont complété bornologique qui est caractérisé d'aprés I 4 I par 1l'existence
d'un morphisme d'algébres borné i, unique
- A
i 0(x) - e.(X)
possédant la propriété universelle suivante :
Pour tout morphisme d'algébres u:GG(X) + A ou A est une b-algdbre, il
¢ ¢ ~ '\4 =
existe un morphisme de b-alge€bres u unigue
n A\
w3 CG(X) + A

tel que
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N
GG(X) est la b-algébre cherchée.

On voit facilement que :

N
- (x-t)"' existe dans gg(X) vt ¢ 8 '(0)

/\

- l'ensemble (G(t)(x-t)-1 / ¥t £ 6-1(0)} est borné dans ca(x)

2°) Exemple de b-algébre.

/N

On donne un exemple de b-algébre GG(X)’ dans laquelle un calcul fonctionnel
unidimensionnel sera effectué au chapitre suivant.
Surle corps ¢ , on considére la fonction § définie par

8(t) = -553’-13:-}

1+d(t,IR )

ou d(t,IR+) désigne la distance du point t de ¢ & r'.

La fonction § est &videmment lipschitzienne sur €.
L'opérateur de LAPLACE -A opére sur $'(IR") espace des distributions tempérées
sur RR® par

F(-aT)=|£|%T € 3' ()
ol F désigne la transformée de FOURIER.

FT la transformée de FOURIER de la distribution T.
De méme pour tout t € € \.IR+, 1'opérateur (—A-t)-] est défini et opére lui

aussi sur 1'espace g'(IR") par

(8)  Fl-a-t)"'1) = (|g|%-t)7'Fr € 5'(R_)
La fonction définie sur R par
EER - (|£|2-1:)—1
est de classe C puis tempérée ainsi que toutes ses dérivées, donc c'est un
multiplicateur de 1'espace s'(IRn).
En appliquant F-1 a4 la relation (a) on obtient
(-a-t)"'T = 5 (|g[%)"" w T

=1 s - - .
ol F désigne la transformée de FOURIER inverse.



Plus généralement, si P(X) et Q(X) sont deux polyndmes tels que
Qx) #0 Vvx€ R
on peut considérer l'opérateur Z :2) qui opére lui aussi sur l'espace $'(IR") par
_ 2
FERED) gy o BUELD o e gy )

En appliquant F_| 3 la relation ci-dessus on obtient
2
27(—_%%'1' = F 1(.P_(.L;.L.2_).) *T€s|(mn)
a(lg] <)
Ainsi on définit ¢6(-A) munie des lois de compositions : addition multiplication
par un scalaire complexe, et la composition.
GG(_A) devient alors une algébre commutative et unitale sur le corps €.
Un élément de GG(-A) est une fraction rationnelle de la forme

P(-4)
Q(-a)

ol P(X) et Q(X) sont deux polyndmes de C[X] tels que Q(X)#0 vx £ R .
Sur 06(—A) on considére la bornologie convexe décrite plus haut telle que
l'ensemble des fractions rationnelles

(8(t)(-a-t)"" / ¢t £ B")
soit borné.

CG(—A) devient alors une algsbre bornologique séparée en vertu de la
proposition 3 du paragraphe 1°). De plus la proposition 1 permet d'identifier
les ensembles SP¢6(-A) et IR’ dans le sens suivant :

Pour tout x € IR’ on fait correspondre 1'unique caractdre borné Y, de 06(-A)

défini par

P(-A), _ P(x P(-A
b GEAY TGS YREAT €0

de ceci on tire que :
N\,
Le complété bornologique GG(-A) de ¢6(-A) n'est pas nul: c'est une b-algébre.
Maintenant si on considére la b-algébre c(]Rtéo) des fonctions continues et

+ . .
tempérées sur IR on a la proposition suivante :



PROPOSITION

L'application définie de Cs(-4) om" 8,)
P(-A P(x)
ar a-8)  © Qlx)

est un morphisme d'algébres borné, injectif.

DEMONSTRATION

La preuve est immédiate.

L'intérét de la proposition réside dans ce qui suit :
d'aprés [4] le complété bornologique GG(-A) est caractérisé par l'existence d'un
morphisme d'algébres borné i , unique défini de

i (-a) + d(-D)

1 .66 -4) =+ GG =A
possédant la propriété universelle suivante :

2 +
Tout morphisme d'algébres borné u:Ga(-A) + ¢(R",8,) se prolonge en un

morphisme de b-algé€bres 5 unique vérifiant le diagramme suivant :

es(-8) ——> e(m*,5)

o
A
f\\“ u
PN /
N,
avec u o, i=u .

D'aprés la proposition ci-dessus le morphisme u est injectif, on en déduit
N\
que le morphisme i est aussi injectif, donc le spectre de 66(-A) noté par

Ny o o 2 g - +
SPQG(-A) s'identifie lui aussi 3 l'ensemble § (0)=IR .



CHAPITRE II

Nous construisons un calcul symbolique, dans cd(-A), qui &tend un calcul

symbolique donné par WAELBROECK pour un opérateur régulier.
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CHAPITRE II. Théoréme du calcul fonctionnel.

On défini une b-algébre notée C;(-A,m,é,ao) de fonctions définies et de
classe C1 dans un secteur de ¢ , contenant l'axe réel positif, ayant la
croissance tempérée lorsque |t| - = , et on €tablit un morphisme de b-espaces
défini de :

€ (-0,m8,8 ) > Eo(h)
(V1 o §

En utilisant 1l'effet du produit tensoriel, on montre que ce morphisme de

b-espace est en réalité un morphisme de b-algébres.

D'abord on définit la b-algébre c;(-A,m,G.Go)

1°) DEFINITION DE LA b-ALGEBRE C;('A,m,G.GO)

Pour o fixe dans IR ~ {0}, on considére le secteur de ¢ défini par
T,={z € ¢ / Re z > -a et |Arg(z+a)(< a}
alors IR+ c:Ta

On note par c;(-A,m,G,éo) 1l'algébre des fonctions f définies et de classe

C1 dans le secteur Ta, vérifiant pour un certain entier naturel N

sup |£(£)8)(¢)[+ 5— J sM(£)6 () |32(8) A dt] < + =
T T

a o
o 8 (t) = (14]¢]%)71/2
+
§(t) = %%f?;_nz*) avec d(t,m+) = distance de t & IR"
3e(t) = & £(t)at
ot

m est un entier naturel positif
-A désigne 1'opérateur de LAPLACE sur R-.
Pour N fixé dans IN, on note c; N(-A,m,d,do) le sous-espace vectoriel de
’

C;(‘A,m,é,do) normé par

_ N 1 N -m a
ety = suple(e)|5(e) + 3 ITﬁo(t)S (¢)[35(t) A at|
a o

c'est un espace de Banach.
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SiN,>N

5 l'injection naturelle de

My

N
1 1%:2 1
o, (-0imi8.8g) ——=> € (-8,m,8,5,)

1

est continue, et on vérifie sans peine que
1 s e
Ca(-A,m,G,é'o) e lim( CQ,N( AQmQG’Go))rLN’Nl)

c'est une limite inductive d'espaces de Banach avec morphismes injectifs donc

C;(-A,m,é,do) est une b-algébre.

2°) CALCUL FONCTIONNEL.

Avant d'énoncer le théoréme du calcul fonctionnel, quelques résultats

PROPOSITION 7.

Pour tout € > 0, si on considére le secteur de ¢ défini par

T.={t € ¢ / Re t > —¢ et [Arg(t+e)|< ¢}
. G anvse 1
il est toujours possible de trouver une fonction we définie et de classe C
sur ¢, & valeurs dans [0,1] valant

1siteT ol 8 € ]0,1[

v (t)= By¢
OsitgT
€
et telle que pour toute dérivation D d'ordre 1 on a
elws(t)l <K

ol K est une constante indépendante de ¢.

DEMONSTRATION.

Pour tout € > O et tout nombre réel § €]0,![ la fonction définie par

a(s, 7. )
°%8.e”\2
we(t) = EJCP(-(d = TE )< )

od d(t,T E) = distance du point t de ¢ au secteur T

0. B-¢
d(t,(Ts) = distance du point t de ¢ au bord du secteur Térépond d la

proposition.
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LEMME 1.
Pour tout € > 0, et tout entier naturel k > 1, on peut trouver des
e
fonctions U et Vo définies et de classe ¢! sur € 3 valeurs dans ¢6(—A)
s L]

vérifiant :

1°) Supp(y._ . ) et Supp(dy_ ,) sont dans le secteur T . Vk > 1
€,k €,k N € =
2°) Il existe un borné complétant B dans cd(-A) tel

m
6(t)u_ ,(t) €B Ve <O, Ve €T, Vmk > 1
2

3°) Les coefficients des formes différentielles vérifient

= 1 1
Bye’k(t) =—0(—,) quand |[t| » e

15
3ue’k(t) =-;20(T:Tk) quand |[t| + =

o -\ - =
4°) (-a t)ue’k(t)ﬂre,k(t) 1 ve >0 , ¥t €C , vk > 1

DEMONSTRATION.

La construction de la famille (ue,k’ys,k) se fait en deux étapes.
a) étape : la fonction t € € ~ TRk (-A-t‘.).1 6‘66(-A) est définie ,
puis holomorphe car elle est localement bornée [7].
Pour tout € > O, on considére :
- le secteur T _={t € ¢ / Re t > -¢ et [Arg(t+e|ze}
~ la fonction we(t) de la proposition 7 définie par
1 sit€ T€/2
ve(t) =
0 sit¢g Te
et pour toute dérivation D d'ordre 1 on a élwe(t)l <K
ol K est une constante indépendante de .
On pose
u_(t) = (1-y_(£))(-a-t)"' vt e

Déjad les fonctions Ug et y_ sont de classe C1 sur ¢ & valeurs dans GG(-A) et

€

vérifiant la relation

(A) (-A-t)ue(t) + we(t)=1 VtE C



b) &tape : on considére les fonctions définies dans [7] par

u(t) =
1+|t|2

1-tA
1+|t

Y(t) = 12
et vérifiant la relation

(-a-t)Uu(t)+Y(t) = 1 vt €¢C

donc aussi on a

(=a-t)u(t)+Y(t) [(-Aa-t)U(t)+¥(t)] = 1

= (-A-t)Uz(t)+Y2(t) s 1

Ue(t) u(t) (1+Y(t))

Y2 (t)

Yg(t)

de méme on a

(-A-t)Uz(t)+Y2(t)[(-A-t)U(t)+Y(t)] =1

- (—A-t)UB(t)+Y3(t) =1 vt € C

uy(e) = U(t) (1+¥(£)+Y2 (%))

3
Y3(t) = Y7(t)

En répétant k-fois l'opération on aboutit & la relation

(B) (-A-t)uk(t)+rk(t) =1 vt € ¢
ol
k-1 .
U (t) = U(£)(Z (Y*(t))
i=0
Y, (t) = re(t)

k

II.4.

AN

les fonctions U et Y sont définies et de classe C sur ¢ & valeurs dans GG(-A);

N\

Les fonctions Uk et Y. sont définies et de classe C sur € i valeurs dans Gs

(-4).
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On groupe les relations (A) et (B) de la fagon suivante
(-A-t)Uk(t)+Yk(t)[(-A—t)ue(t)+we(t)] = 1

- ('A't)“e k(t)*ye,k(") =1 VteQ

’
ol
ua,k(t) = Uk(t)+Yk(t)u€(t)
ye’k(t) =y (£)Y, (¢)
Ce sont les fonctions cherchées.
- La vérification des points 1°) et 4°) du lemme 1 est immédiate.
- On vérifie le point 2°) du lemme 1, en effet, d'abord on sait que 1l'ensemble
2 N
{6(t)(-a-t)"" / ¢ ¢ IR'} est borné dans CG(-A), done il existe un disque borné
P A
complétant B, dans GG(-A) tel que

s(t)(-a-t)"' €B, veg R

donc
(-a-t)" € H]?T B, Vt ¢ i
mais
1-w€(t)
u(t) =—5— t€c

et u_(t)=0 si ¢ €T, /p (d'aprds le choix de la fonction we)

: £ 2
donc, si t £ Te/ on a §(t) > = et us(t) € c By vt ("

2 2
or ue’k(t) = Uk(t)+Yk(t)ue(t)
ou
= k-1 . = i
Uk(t) .t g (1=t ,
1+t S\ i 14]t]
o (1-tA \k
Yk(t) (—=,)

1+]¢]°
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Les fonctions U et Yk sont bornées dans ¢ & valeurs dans GG(_A) done il va

k
. ; N\
exister un disque borné complétant B dans GG(-A) tel que

m
G(t)uek(t)ea Vt €EC , Ve >0 , wmk > 1
’
ce qui &tablit le point 2°) du lemme 1.
- On vérifie le point 3°) du lemme 1, en effet :

d'abord on a

(t) = y_(6)Y, (t) = y_(v)(5- A )k
Teu ™ T Ve e 1+]¢]?
donc
ye’k(t) =0 (—l-iF) quand [t| » =
et
MOES TS (£)(A=EA__yk_ ~kp_(t) (-2 w7 S ./ N P
14|t 1+|1;|2 (1+£)2
avec

€]¢E(t)1 <K
finalement on obtient
- 1 1
Bye’k(t) - O(T:Tk) quand |[t| > =

la fonction u_ est donnée par

1=y (t)

€
u (t) = —r Vt € C

done

= 2K
Bue(t) € = B,
€
ol B, est le disque borné complétant contenant 1'ensemble borné
=1 +
{6(t)(-a-t) "/ t€ R}

la famille (Uk,Yk) vérifie la relation

(c) (-A-t)Uk(t)+Yk(t) =1 VtE€EGQ

donc (-A-t)§Uk(t)+§Yk(t) =0 VtE QT
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mais
3Y, (1) = k(1A -4 A et
1+|t| (1+]t]%)
donc
(-a-t)3U, (t) = p(H=ta -4 )k'1 L4 5 5)a%
1+|t[ (1+]t]°)

en multipliant les deux membres de 1'égalité ci-dessus et en tenant compte de

la relation (C), apr@s groupement des termes on obtient la relation

au (t) = Y, (t)au (t)- kY. (t)( )(1-Yk(t))di

(1+|t|2)2
donc  3U,(t) = O(TiTk) quand |t| + =
mais ue’k(t) = Uk(t)+Yk(t)ue(t)
donc 5u€’k(t)=5uk(t)+5Yk(t)ue(t)+Yk(t)5ue(t)

tenant compte des relations (A) et (B) on obtient que

1 1
Jk 2 ok

ce qui achéve la vérification de tous les points du lemme 1.

LEMME 2.

Soit (u! ) une famille quelconque vérifiant le lemme 1 et f une

€ k’ye K

fonction définie et de classe C1 sur ¢ & valeurs scalaires, alors pour tout

entier naturel p > 1 on a :

p-1 2z P o
(pﬂ)fyek ek_pfy' =9 eke, k) - Ve k2 ,kaf
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DEMONSTRATION.

On part de la relation ol on omet tous les indices

(1) 3(fyPu) = £yPau - 3(£yP)u
= £yP3u - 3f yPu-pf yp-1 yu

mais la famille (u,y) vérifie entre autre la relation

(2) (=A-t)uty = 1

donc (-A-t)3u+dy=0

en remplagant Jy par -(-A-t)3u dans la relation (1) et en tenant compte de la
relation (2), aprés groupement des termes semblables, on trouve la relation

cherchée.

Maintenant, on peut &noncer le théoréme du calcul fonctionnel. On montre dans
un premier temps que le théoréme défini un morphisme de b-espaces, et plus tard
en utilisant l'effet du produit tensoriel sur les transformations linéaires
injectives, on montre que ce morphisme de b-espaces est effectivement un

morphisme de b-algébres.

THEOREME 1.

Soit (v ) une famille quelconque vérifiant le lemme 1 et f une

e, ke k

fonction de C; N(--A,m,G,Go) alors pour tout entier naturel p la forme
2
différentielle

t - f(t)y‘P (t)av (t)

a son support dans le secteur Ts et intégrable sur € dés que k-N > b4 de plus

la famille

1 =
- 51= ITf(t)ypgk(t)ave ’k(t) A dt
. %

admet une limite notée f[-A] dans 66(-A) quand ¢ tend vers 0. Cette limite est

indépendante et de la famille (v ) et de 1l'entier p. L'application

€,k’ ys,k

f + f[-A] est linéaire bornée.
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DEMONSTRATION.

On montrera plus tard que l'application f + f[-A] est linéaire et bornée.
L'existence de 1'é€lément f[-A] se fait en trois parties: on montre d'abord que
la limite existe pour la famille particuliére construite au lemme 1, puis on
montre que cette limite est inchangée quand on prend une autre famille
vérifiant le lemme 1. Enfin en utilisant le lemme 2 on montre que la limite ne
dépend pas de l'entier p.

Mais auparavant si (v ) est n'importe quelle famille vérifiant le

e,kVe,k

lemme 1 alors (v ) vérifie la relation

e,k’ye,k

—

(-A.t)ve,k(t)+ye,k(t) = vVt €C

done (-A—t)ave’k(t)+3ys’k(t) =0 vt €C

en multipliant la derniére relation par ¥ k(t) et en transposant on obtient
E ]

la nouvelle relation

(-A-t)ve’k(t)'év (t) = -ve’k(t)ﬁye,k(t)

£,k

done (1-yg,k(t))5v€,k(t) = -ve’k(t)sye’k(t)

ce qui donne

3 (t) = ye,k(t)sve (e) = vs,k(t)sye,k(t)

Ve,k ;
comme Supp(ys'k) et Supp(aye’k) sont dans T_ Vk > 1
on en déduit alors que

S\.lpp(avE c Te vk > 1

Y
Ainsi la forme différentielle t -+ f(t) yg k(t)sve k(t) est continue & support
b} s

dans le secteur Te'
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Estimation de £(t)yf . (t)3v_  (t) lorsque [t| » =
€,k €,k

on a £(t) = o(|t|Y) quand [t]| +

yﬁ k(t) = 0(1) en fonction de t
b ]

3 e I i I
Bve’k(t) s O(Itlk) quand |t| » @

donc f(t)yg,k(t)sve,k(t) = ig O(:%E) quand [t| » =

ainsi la forme différentielle f(t)yz k(t)§ve k(t) prolongée par O hors du
b 2

secteur T_ est intégrable . sur ¢ , donc l'intégrale définie par

£t t) 2 t) Adt
JT (0058 (8) Bv_ ,(8) A
3
existe pour tout ¢ > O et pour tout entier naturel p.

1) Etape : soit (u ) la famille construite au lemme 1, on fait p=0

e,k'ye,k

et on montre que l'intégrale

D NORES
TE ¥

admet une limite quand € tend vers O

en effet, soit O < g¢' < ¢ donc Te' c.Te
on forme

JT f(t)sus’k(t) it - IT f(t)sue.,k(t) A dt
€ €

- jT () g (8)ug  (80)) At = [ (u L (0)al L (6))FCe) o

T (uEsk
€ £

nous montrons que JT B(f(t)(ue’k(t)-us.,k(t)))dt =0
£

en effet on a T =1lim T
€ £,M

ol T.y={2€08/ -c<Rezg<Met |Arglz+e)| < €}
2

sur chaque Te on peut appliquer le théoréme de STOCKS donc

M

(8, (8))at

f 3r(t)(u_ . (t)-u_. .(t))dt = f £(t) (u
£,k etk £
T(-:,M aTe,M
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mais
Vo (8)-y, ()
u(t)e’k- ue;k(t) = Uk(t) S v
le bord du secteur Te M est le triangle de sommets :
’
~€ M+e M+¢
A B C
0 -(M+e)tge (M+e)tge
C
A 7 >
o
B8

la fonction u k(t)-ue' k(t) est nulle sur les cOtés AB et AC car les
] 2

fonctions we et we‘ ¥ sont nulles.

donc JaTe Mf(t)(ue,k(t)-ue',k(t))dt = J[B’C]f(t)(ue'k(t)-ue,’k(t))dt
mais sur le segment [B,C] on a
£(t) = o(|t|M)

u  (t)-u_, () = o(——)

done  £(t)(u_ ,(t)-u_, (¢)) = O(I-]I—h) puis que k-N > b
’ 2 t
et t=M+e+iy € [B,C]
donc
I L woh I(M+e)tge 1
[B,C]Itlh 0 ((M+g)2+y2)2

ce qui donne

donc
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JTalf(t)(ue’k(t)-ue.’k(t))] A dt = lin jaT BLe(e)u_ (6, (£))]at

2
€ e €,M
=0
et le résultat est établi.
VIt 2 s Y
Pour 1'intégrale IT (ue,k(t) us,’k(t))af(t) A dt
€
d'abord on a

(ug (&)u,  (£))F8(0)=631 ()67 () (u,  (8)-ug, | (£))6g(8)6 ™ (£)3e ()

- le terme GBN(t)Gm(t)(ue'k(t)-ue (t)) € eB dés quem > 2

vk
?
ol B est le disque borné complétant dans Gé(-A) contenant 1'ensemble borné
-1 +
{6(t)(-a-t)  /t¢ IR }.

- le terme sg(t)a'm(t)ﬁf(t) € L1(Ta)d"€

Dans l'espace de Banach GB(-A) engendré par le disque borné complétant B

contenant 1'ensemble borné {(’S(t:)(—A-'t'.)—1 / t € IR+} on a

JT (ue,k(t)-ue',k(t))sf(t) A dt

EEJ 5g(t)5'm(t)|§r(t) A dt|

T
a

le second membre tend vers O avec ¢ dés que m > 2.

Ainsi le critére de CAUCHY assure que lim J £(t)3u
T

k(1‘.) A dt existe
g0

A\
dans GG(-A).

2) Etape : soit u' ) une autre famille qui vérifie le lemme 1

1
€,k’ ye,k
on forme

JT f(t)sué’k(t)dt-JT f(t)sue,k(t)dt = fo(t)'a'(ué’k(t)-ue’k(t))/\ at
€ € £

= f ' t)- - ' - ~
jT BLE) (g (o1 (0] w ot = [ (ul () (0)3e(e) 4 e
€
comme précedemment on montre que la seconde intégrale tend vers O avec ¢

dés que m > 2.
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Pour la premiére intégrale d'abord on calcule u' k e K
’

[( -A-t)u' . +y' ]

-A- t)u S 2

e kK e k €, k[( k s k]

A} =t L
=ue,kye,k ue,kye,k

Comme précedemment, on considére le secteur Te y de sommets
L]
o > M+e M+e
A B (84
0 -(M+e)tge (M+e)tge

et on montre que

k]

IT5[f(t)(ué,k(t)-u€,k(t))] A dt = lin jT BLee)(ul  (e)mu (8)] A at

£ €,M
=0
Ainsi la famille J f(t)§ué k(t) A dt admet une limite indépendante de la
b
Te
famille (u k,y k) vérifiant le lemme 1.

3) Etape : il reste & montrer que la limite ne dépend pas de l'entier p. En

effet le lemme 2 nous dit : pour tout entier naturel p > 1 on a la relation

P = - = 5
+1 - p. f
(p+1)f yg (Bu, o = £ yg ) By = BIEVE )=yl D

en intégrant les deux membres de cette &galité sur le secteur Te’ et en
remarquant d'aprés ce qui précéde que :

J 5[f(t)y£’k(t)ue’k(t)] Adt =0
Te )
et ’;if; y'g’k(t)us,k(t)af(t) Adt =0
£

on obtient que

tin - B[ (002 (005 () a 2w = pme R [ eCE (0B (v)as

£+0 7 s " 21T
€ [
ainsi la famille - 2E f(t)yI (t)3u ., (t) A 4t admet une limite
21w - €,k €5k

indépendante de l'entier p.
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. 1 =
On note par lim - ‘T"J f(t)ou_ ,(t) at = £[-A]
£+0 aim - €5k

€
il reste & montrer que l'application f + f[-A] est linéaire bornée. En effet,

l'application est &videmment linéaire et bornée ce qui achéve la démonstration
du théoréme 1.
Le théoréme 1 assure l'existence d'une famille d'applications lin&aires

(TN)N €W bornées telles que pour chaque N € IN, TN est définie de

> K
ca,N(-A’m’G’Go) - GG(_A)

g 1 A 1
mais Ca(-A,m,G,GO) = l}p(CG’N(-A,m,G,Go). RN,N')
donc il va en résulter une application lindéaire T bornée, unique définie par
= lip TN vérifiant les diagrammes suivants :
T

N
1 SN,
C A,m,S, 6 ) —_— 66(-A)

4
Ty \ / T
c;(-AmeSQGO)

telle que T o HN = TN pour tout N € IN

ol HN désigne l'injection canonique bornée.

REMARQUE.

Si f est holomorphe dans le secteur '1‘Q et & croissance tempérée, alors
la suite

1 -
- — JT f(t)aue’k(t) A dt

21w
€
est stationnaire.
COROLLAIRE 1.
% 1 - 2
a) si £f(t) =1 alors - o JT aue’k(t) Adt =1 sik>h
£
b) si £f(t) =t alors i tdu ,(t) A dt =-p si ks> 5
21w - oK -
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DEMONSTRATION.

+ ; a3
pour tout t € ¢ ~ 1R on a l'identité suivante

-1 1 A
S(-4-t) = -t e

a) si f(t) = 1 ona

du_ . (t) A dt = lim J du_ , (t) Adt
J'r Ry Mwo Iy EE
€ €,M

o8 T ,={z2€C/-e<RezzM et |Arglz+e)| < €}
b

sur chaque secteur on peut appliquer la formule de STOCKS

1-w€(t)

) ==

mais u
€,k

en utilisant 1'identité ci-dessus on obtient

1=
et Teat®) 1)
€,k t t t(t+a)
donc
y_ . (t) -y (t)
. ) gk _ k
im J u (tlat=1 - 5= J t 9% 3y [ TE(een) e A
aT M aT M T
’ ’ €9M
vu que le support de la fonction ye X est dans le secteur 'I‘e on vérifie sans
bl
peine que :
y_ . (t)
- 1im - 5%; ( —54%——— it =0
Moo laT
£,M
| T it = - — C at
2im t(t+a) 2in t(t+a)
Moo ‘BTe M aTs
3’

nous montrons que
1
IaT t(e+s) 3¢ =0
E

En effet, la fonction t € € SNR =+ E%%:Z) est holomorphe.

Considérons le contour I' (OA,AB,BC,CD,DO) fermé
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1 1 1
done L Treray ot L ey &+ fr e
R

1

ol T, est le chemin DO,0A d'angle 2a, et T, est le chemin (AB,BC,CD)

I
Oﬂe € [-eg -2]

- sur l'arc AB on a (—A-t)-1=0 (
8

1 ) = 1
8(t)’ " |Rsin@|
t=R e*

J i 1 J"/2 1
[| ———ativ 2 ——d8 + 0 siR~>w
I AB t(t+a) Ig R & |sind|

I ' =, kot oy T oy = 3L
sur 1l'arc BC on a (-A-t) 0(51-.)) =
t =R eie avec B € [ -'1]
2°2
done |J o dt|%-1-n + O0OSsiRo+m
BC t(-A-t) BR

1
Rsing®

' oD ---]= L =
sur l'arc CD on a (-A-t) O(G(t))

t =R e16 avec 9 € [ %, 2n-¢]

m/2

1 1 1 .
donc |I < dt}t-— J . 8 + 0O s1 R+ w
&b t(t+a) g R _“/2|R51ne|

finalement on obtient que
A 1 1
lim J at = J dt =0
R IT t(t+d) a1 t(t+a)

1 -
donc - JT aue’k(t) A dt =1

ce qui &tabli le point a) du corollaire.
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pour établir le point b) du corollaire il suffit de remarquer que la

famille (u ) vérifie la relation

a,k’ys,k

('A‘t)“e,k(t) + ye,k(t) = 1

|v
—h

done (-A-t)aua’k(t) - aye’k(t) =0 vk

donc si k > 5on a

1 - 1 = -
=g IT (-A-t)aue’k(t) A dt = JT Bye’k(t) Adt =0
€ £

done

1 -
- IT taue’k(t) A dt = -A
£
ce qui établi le corollaire.

En vérité, le morphisme de b-espaces T défini par T = lim TN est un
N

morphisme de b-algébres, c'est-d-dire, il vérifie en plus la relation
(f.g)[-A) = £[-A) o g[-A)

qui sera établie dans le paragraphe suivant.

3°) Produit tensoriel

Le but de ce paragraphe est d'é&tablir la relation
(f.g) [-a]1 = £[-A] o gl-Al
c'ést-é—dire de montrer que le morphisme de b-espaces donné par le Théoréme 1
est effectivement un morphisme de b-algébres.
D'abord on a :

PROPOSITION 7.

)€>0 R (ve,k"ze,k')£>0 deux familles vérifiant le

k€m* k€

Soit (ue,k’ye,k

lemme 1, on pose :

Ue,k,k'(s’t) gy @zs'k,(s,t) = ue’k(s)ze,k,(t)
Vsrk,(s,t) = 1 @ve’k,(s,t) = ve’k,(t)
Zg,k,k'(s*’t) Tk Qze’k,(s,t) = ye,k(s)ze’k,(t)

Alors la famille [ (U ] vérifie le lemme 1 de

E,k,k' ’ve,k.'), Ze,k,k'
¢ x ¢ dans € -4
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DEMONSTRATION.

La vérification des points du lemme 1 est immé&diate.
La forme différentielle W ;
€,k,k

On considére la forme différentielle de type (0,1) définie par :

(s,8)= 3 [ug  (8)Bv, ( (0)=v o\ (0)Bu, ,(s)]

we,k,k' €,k
W , est continue sur ¢ X ¢, et vérifie
€,k k

- Supp(W ) e T X T, Vik'E€ m*

€,k k' €
- AN =n a
d we,k,k'(s’t) asue,k(S) A atve’k,(t).
On considére la fonction T définie sur ¢ x @ par :

T(s,t) = 8(s)+8(t)
ou §(t) = d§t,IR+2

1+d(t,R")
T est évidemment lipschitzienne sur ¢ x ¢, d valeurs dans R
On a le Théoréme suivant :
THEOREME 2.
Soit f € C;’N(-A,m.ﬁ,do) et g € CQ’N,(-A,m,a,GO) alors la fonction définie
par f © g(s,t)=f(s)g(t) est dans c;,N+N'[(-A’-A)’m’T’60 x 8], de plus si :

inf(k-N,k'-N') > 4 on a :

£ ©gl-A,-Al=f[-A)o g[-A]

DEMONSTRATION.

On voit clairement que la fonction définie par f © g(s,t)=f(s).g(t) est

1
o, N+N'

(-A,m,G,Go).

dans €

1
o,N'

La forme différentielle (s,t) E ¢ x ¢ +» £ @ g(s,t)d"we

[(-A,-A),m,‘r,éo OGO] dés que: f € C;,N(_A'm’s’so) et
g€:€

K. (s:t) est continue,
L |

& support dans le produit des secteurs Te X Té'

De plus on a :
'
£ ©g(s,t)=0(|s|"|t|Y) lorsque |s| et |t| + =

a"w (s,t)= 1 o(—

€,k,k' X |S|k|t ) lorsque [s| et [t| + =

kl
|
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donc
' 1 1 .
£ g)g(s’t)d'we,k,k'(s’t)=;F O(T;TET:TK) si[s]| et [t] » e

puisqu'on a inf (k-N,k'-N') > L.

Ainsi la forme différentielle f © g(s,t)d"w (s,t) est intégrable sur

E’k9k'
¢ X ¢, pour tout € > 0 et :

1

2 n
(= =) IT - f Og(s,t)d We’k’k,(s,t)dsdt
{ SR >

2im

- 1 ~
=(- ﬁ JT f(s)aue’k(s)dsa(- i IT s(t)ave’k.(t)dt))
€

£
faisons tendre € vers 0O, donc le membre de gauche a une limite, en utilisant

le Théoréme 1 pour le membre de droite on obtient :
£ ©gl-8,-Al= £[-AJo g[-Al.

Invariance par transformations linfaires injectives :

Toute transformation linéaire injective de ¢ - ¢ x ¢, se décompose en un produit
de transformations linfaires bijectives de ¢, de 02 et d'injections de C dans
c x c.

PROPOSITION 8.

Soit A une transformation linfaire bijective de €, qu'on prolonge &
CS(-A) alors
L 1 i
a) £ €€ p(-A(8),m,8,8,) e f oA €c, y(-4,m,8,8,)

b) de plus si k=N > b = f[-A(A)]=f o A[-A]

DEMONSTRATION.

A étant une transformation linfaire bijective de @, donc tout secteur Te
de ¢, se transforme en un secteur A(Te) de @.
L'équivalence dans le point a) est immédiate.
En &tablit le point b)

Sok (ue,k’ye,k €>0

k€IN

) un systéme de fonctions vérifiant le Lemme 1 si de plus on a
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(—A(-A)-t)ue’k(t)+y€’k(t)=1 , Vt EC

“'(-A(A)-A(s))ue koA(s)+y€,koA(s)-1 ,Vs€C

donc le systime (ue,k o A’ye,k o A)€>o 3 vérifie aussi le lemme 1 et
kE€IN
! 3 R 3
o~ I f(t)aue,k(t)dt i I foA(s)BuE’koA(s)ds
A(Te) Te

Par passage i la limite, € + O, et puisque k-N > L, on obtient :
f[-A(A)] = £ o A[-A]
Soit l'injection canonique s € ¢ + (s,0) € ¢ x @, il est clair que

3 1 1 A )t
foj € Ca’N(-A,m,6,6°) = f € CG’N[(-A,O),m,GOJ,GOOJ]

) un systéme de fonctions
e.kVe,k'e>0 ¥

k IN

D'une part on considére une famille (u
vérifiant le lemme 1.
D'autre part on considére la fonction v(t)=- o , t#0, comme dans le lemme 1, on
régularise la fonction V, c'est-a-dire, pour tout g > O on considére la fonction
@, définie et de classe C' sur ¢, vérifiant
1 si |t| < eg/2
o (t) = _
0 si |t]| >¢
et pour toute dérivation D d'ordre A on a : g|Dp_(t)| < M oll M est une constante
indépendante de €.
On pose
V.(t) = (1-p_(t) )V(t)
alors le systéme (Ve,we)E>o est de classe C1 dans @, et vérifie la relation
-tV ()4 (t) = 1, VtEC
comme dans le Théoréme 2, on considére la famille :

Ue,k(s’t) =uo g ®co€(s,t) = “s,k(S)"e(t)

(s,t)= 1 Qve(s,t) ve(t)

Ve,k'
Ze,k(sst) = ye,k ®¢€(s,t) = Ye’k(s)we(t)
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. O _1 - _ -
on considére la forme différentielle We,k(s,t)- 2[ue’k(s)ave(t) ve(t)aue,k(S)]
donc

te 1

—.—)ﬂ £(s,0)w, ,(s,t)asat= (-——J £(s,0)3u_ . (s)as)(- —I Sv_(t)at)
o1 T xr s w S S i S ue’k S S r V

2im 2im
€ €

ou Fe est le disque de centre O et de rayon €.
donc

e . -
(- 3;;) IT xrf(s,O)aw X (s,t)dsdt= " JT fOJ(S)aue’k(s)ds

>

si k-N > 4, par passage & la limite (g + O) on obtient que
£[-4,0] = foj[-A]
Si A est une transformation linéaire bijective de ¢ x @, qu'on &tend a
C5(-4) x €5(-A) alors on a :
foA € C;’N[(-A,-A),m,toA,(do x Go)oA]'us f € C;'N[(-A(A),-A(A)),m,r,éo x 8]
et pour les mémes raisons que ci-dessus on peut former :

foA[-A,-A] = £[-A(A),-A (A)].

COROLLAIRE 1.

Soit A 1'injection lindaire s € ¢ » (s,s) € ¢ x ¢, qu'on &tend &
Cs(-a) > a5(-a) x ¢ (-a)
sif € C1 (—A,m,6 8o ) et g € C1 (-A,m,G,GO) alors la fonction définie par

(£ G>s)OA(5)'f(s) g(s) est dans c (- A,m,&,ao) de plus si k+k'-N-N' > 4 on a

SNHN'
(f ©gloAl-A] = (£.g)[-A]

Le corollaire montre qu'on a (f.g)[-A]l=f[-Aog[-A], c'est la relation cherchée.

Ainsi on a &tabli que le morphisme de b-espaces donné, par le théoréme 1 est

bien un morphisme de b-algébres.

COROLLAIRE 2.

Le noyau du morphisme de b-algébres: f = f[-A] est le b-id&al des fonctions

f qui s'annulent sur R



CHAPITRE III

Nous donnons un Théoréme de surjection utile pour identifier la b-algébre
: AN 5 R . ® +
abstraite 06(-A) a la b-algebre des fonctions f de classe C sur IR

tempérées ainsi que toutes ses dérivées pour la méme filtration.
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CHAPITRE ITI. Surjection sur € (IR ,6_)

Au chapitre II, nous avons défini la b-algébre C;(-A,m,é,éo) des fonctions
f, définies et de classe C1 dans le secteur Ta vérifiant pour un certain entier
naturel N .

sup|£(6 )6} (t)+ 5 JTs’;(t)a'“‘ctHSr(t) Adt] < 4

TG Q

1

V1+(t)

o Go(t)

+
d(t,IR )
8(t) = Tale. =)
avec d(t,IR’) = distance du point t € ¢, & R’

m entier naturel positif.

sim, >m

5 alors l'injection canonique de

1
€ (-8,m,6,6 ) + € (-8,m,6,5)
o 2 S a ) Pl o
est continue.
Dans cette partie, on se propose de montrer gue toute fonction f définie
+ i i -
et de classe C sur IR , tempérée ainsi que toutes ses dérivées pour la méme
filtration N, se reléve en une fonction ¥ dérinie et de classe C1 dans le

secteur T , vérifiant pour tout entier naturel m

sup[¥e) g (0)+ &= [ Gl0)6™(0) [Be(e) A at] < 4o
T T

c'est-d-dire que ¥ appartient & la b-algdbre c;(-A,m,G,Go).
m>0

D'abord définissons la b-algébre éw(IR+,6°).

1°) Définition de la b-algdbre ¢“(R",5 )
On désigne par cw(IR+,6°) l'algébre des fonctions f définies et de classe
¢” sur IR+, telles qu'il existe un entier naturel N, possédant la propriété

suivante :

k
e 36,50, | su, o] ') < ¢
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_ 2 e gy s +
c'est-d-dire, la fonction f est tempérée alnsi que toutes ses dériveées sur IR ,
pour la méme filtration N.

Sur CQ(IR+,6°) on a une base de bornologie naturelle formée par les disques

bornés complétants définis par

By,c =If € c°°(m+,6°) | s‘£§+5§<t>lf(k)<x>l 58

k

L R ,60) munie de cette base de bornologie est une b-algébre.
On a le théoréme suivant :
THEOREME 3 :
La restriction de N c1(-A,m,6,6°) > (m' ,60) est bornée.

m>0

DEMONSTRATION:

1°) Nous montrons d'abord que si £'€ n 61(‘A’m.5.60) alors sa restriction
m>0

i R est de classe C .
En effet, pour tout x € R , on considére le disque fermé centré en x, et de
rayon ¢
' =
E(x) = {te'ral |t-x| < €}
£E€ N C;(-A,m,G,GO), alors f est de classe C' sur Vs(x) par la formule de

m>0
CAUCHY-POMPEIU [6] on a

(1) £(x) s-T—J £(t) 4t - _LI af(t) A dt
Aday (e) ¥ cam v_(x) t-x
£(t)

- pour tout m € IN, la fonction t € ave(x) - est intégrable sur le

(t-x)
bord de Ve(x).
]

- pour tout m € IN, la fonction t € Ve(x) - g_f £(t) est int&grable sur

(t-x)
Ve(x) puisque on a :
D orydE] _ o 8(t)m -m,, (3 at
| 52 et - (L™ 6™ 35 £(6)™)
6"“(1:)[%-{ £(t)%e L1(Vs(x))

A
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ainsi, on peut dériver autant de fois que l'on souhaite par rapport d x sous le

signe somme l'égalité (1), donc pour tout entier naturel n on a :

£{8)(x) = 8L I =8 o Bl I 3f(t)dt
v (

$ % : + a0
cette relation étant valable en tout point x € IR , on en déduit alors que

& Ry,
la restriction de f 4 IR est de classe C°° >

(n)

2°) Nous montrons, maintenant que pour tout n € IN sup+62(x)|f (x)]| <=

IR
srisan S .« ot o Wi
c'est-d-dire que la restriction de f & IR est tempérée ainsi que toutes ses
dérivées pour la méme filtration N.

N S d + 5
En effet, d'aprés le point 1°), en tout point x € IR et pour tout entier

naturel n, on a :

(n) 1 J £(t) 1 f f(t) A dt
£ (x) = = =r ot - — ox\bv) A GV
2T Jav_(x) (5-x)™" 24 Iy (x) (8-

multiplions les deux membres de cette &galité par Gg(x), on obtient

am 2 N/2
NESO] ig—,!,J L) 6¥e) J—-Lf(z) a8

0 1+x £

n! I(Go(x) " S(t Bl

+ 2w Ty 68287 ()] Fe(e) A at)
v (x
t € V_(x) =x+reif avec r € [0,e]

ou £ désigne le rayon du disque fermé Ve(x)
done |t|2 _<__(x+e)2
Le plus grand disque fermé&, centré au point x € IR+, et contenu dans le
secteur T , & un rayon au plus égal a
e(x) = (x+a)sin a.
donc

t € V_(x) 1t]2 < (x+(x+a)sin a)?



III.L.

2
ainsi la fonction t € Ve(x) - 1—+l—t-2l— est bornée uniformément en x, donc
1+x

M >0

2 N/2
AT oy wenmt

1+x

ce qui donne

am
o o

donc 3IM_ >0 : sup GN(t)|f(n)(x)| <M < 4o,
n = n

SN(x)If(n)(x)l < nl B sups®(t)|£(t)|+n! M -LI GN(t)G-n-1(t)|5f(t)'A at
o n o p ©

o2 5 s sva . @, _+
Ce qui établi que la restrictionde f 8 R € € (IR ,60)

. - 2 & 2
- La restriction de N C;(-A,m,d,éo) + C(R ,60) est évidemment bornée.
m>0

2°) Surjection sur ;“"gm*,g )

Avant d'énoncer le théoréme de surjection, un Lemme.

LEMME 3.
Soit f une fonction C , & support compact dans IR alors f admet un
"J - - -
relévement f de classe Cl dans ¢ et & support compact vérifiant pour tout

entier naturel m

3f(z) = 0(8™(z))

+
ol §(z) = Lzl )
1+d(z,IR )

DEMONSTRATION.

Soit K = Supp(f)
Pour tout n € IN, on pose M = sup[f(n)(x)l
K
Soit dn une suite de nombres réels supérieurs ou égaux & 1.

On peut supposer que pour tout n€ IN, on a Mn < 5n.
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Soit Y une fonction de classe c” sur IR, & support compact convexe contenu
$ 1
dans l'intervalle ]-1,1[, valant 1 sur [- %3 5]
Pour tout n € IN, on pose
n+1
a = I 6
p=0 P

wn(y) = w(any)

Alors o si n + », et la suite de fonctions (wn)qu vérifie
- wn est C sur IR, & support compact contenu dans ]-<&7;&7[
n n
> 1 1
- =] - — ———
v, (¥) Bl ¥E [ig=="; B
n n

_ Supp(wnﬂ) < Supp(y_ ) pour tout n € IN.
¥ s 1 (n)
On considére la série (1) f(x+iy)= I TS 0 (x)wn(y)(iy)n
n=0
La série (1) converge en tout point z=x+iy, car elle est localement finie,
elle est méme de classe C_ en tout point z=x+iy tel que y#O.

- L] - -~ - - - -~ '\' - - - -
La continuité et la dérivabilité de f réside uniquement au point y=0.

- continuité de ¥ au point y=0

le terme général de la série (1) vérifie

n
5 e et < L 4G <4y

8

et = e

Il ™

X

!

n=0 B!
-~ - - - - '\‘ -

donc la série (1) converge uniformément au point y=0, donc f est continue au

"
point y=0 et lim f(x+iy)=f(x)
>0

"
- Dérivabilité de f au point y=0

Dérivons le terme général de la série (1) par rapport & x, on obtient

L e 0y (v) ()"
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) n
1 (n+1) S 1 “o#i, 1 1
et |=¢ (), (V)7 < ( n) =y
> X 1—' = e
n=0 B!

1

(=5}
donc la série I 1

n=0

alors dériver terme & terme la série (1) par rapport & x on obtient

f(n+1)(X)¢n(Y)(iy)n est uniformément convergente on peut

Y oy o 1 (n+1)
% f{x+iy) z = ;¢ (
n=0

x)wn(y)(iy)n

et lim %; %(x+iy) - f(1)(x)
v+0

Dérivons le terme général de la série (1) par rapport a y on obtient

L e v an® ey, o™ oow ) ™!

on vérifie sans peine que chaque terme de cette somme et le terme général
d'une série uniformément convergente au voisinage du point y=0, on peut
alors dériver terme 3 terme la série (1) par rapport & y, on obtient

-g— ?(xﬁy): z ;‘; [f(n)(x)wr'l(y)-*if(n”)(X)w

(¥)1 (iy)®
v n=0 ~°

n+1

et nm%—?(qu)ﬁf(‘)(x)
y>0 %Y

Ainsi les dérivées partielles d'ordre 1 de ¥ existent et sont continues, donc

. v <
la fonction f est de classe C1 dans @, a4 support compact contenu dans

supp(f) x[- %r . J

1
o
o o

Il reste & vérifier que pour tout entier naturel k on a :

3%(z) = 0(8%(z))

done
3 % .1 = 1 Mn+1) e
FHomd 1 5 E g, 06

r L) ap)®

P
2 n!
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pour tout entier k; on vérifie que :
3 v k k
a5 f(2z) = o |y|™)=0(8"(2))
o e ¥ 1
c'est-a-dire que f € ﬂql(-A,m,6,60)

m>0

le lemme 3 est alors &tabli.

On peut énoncer le théoréme de surjection :

THEOREME 4.

La restriction de N C;(-A,m,d,do) - c“(nf',so) est surjective.
m>0

DEMONSTRATION.

Soit f € CQ(IR+,6°), donc f est de classe ¢ sur IR par le théoréme
d'Emile BOREL, on peut toujours la prologner au deld de O, de fagon Cc® c'est-

d-dire que : pour tout a > 0, 3 F é” sur [~q,+o[ telle que pour tout n on a:

D"F(-a)=0 et F/ g+ =t
on pose :

Ia=[‘a9+“[

Soit 1'intervalle ouvert ]i-g,2+g[ , ol E est un nombre réel strictement
positif; la famille (2‘j]1-e,2+g[-a)j e forme un recouvrement ouvert localement
fini de l'intervalle ouvert ]-o,+=[.

Soit v une fonction C” sur IR, positive, 3 support compact contenu dans

l'intervalle ]1-g,2+g[ .

Pour tout j € Z, on pose

o.(x) = VU2 xta))

J T v(2(x+a))
kEZZ

VX € ]-a,+w{

Alors \)‘j est C* sur IR, positive, 3 support compact contenu dans 1'intervalle

ouvert 2-J]1-e,2+e[-a et I v.(x)=1 , vx > -a.
Je-
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Pour tout j € ZZ, on pose

F. =V F
J J

o0
F. est alors C sur IR, & support compact, par le lemme 3, on peut la relever
. N 1
en une fonction Fj de classe C dans le secteur Ta, véerifiant :

"
I"J/Supp(l“j) "%
5?5(2) = O(Gk(z)) pour tout entier naturel k.

"
la fonction I F. € n C;(-A,m,é,éo)
jem 9 m>0

"
et z F. =7

jET =

d'ol la surjectivité de la restriction.

REMARQUE.
Il est possible d'avoir un relévement de classe Ck, il suffit dans le
n+k
lemme 3, de choisir la suitea = I §_.
n =0 P

Si on désigne par Im={f € C;(~A,m,6,60)/f(x)=0, Vx € IR'} est un b-idéal de

C;(—A,m,G,SO) ; et soit le b-idéal N I_ alors le théoréme L admet le corollaire

m>0
suivant :
1 W
COROLLAIRE: N ¢ (-A,m,8,8 ) + € (R ,§8)
e e m o’/ n o
m>0 I
o~ m>0 "m
La restriction est bijective, bornée.
DEMONSTRATION.

La preuve est immé&diate.
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N~ 1
3°) Isomorphisme entre Gs(—A) et C&(-A,m,d,éo)

dans cette partie, on démontre le Théoréme suivant

THEOREME 5.

~\
Les b-algébres Cg(-4) et Cw(IR+,6°) sont bornologiquement isomorphes.

DEMONSTRATION.

Par le Théoréme 1, chap.II, on a le morphisme de b-algébres :
1 N
- Ca(-A,m,d,Go) -+ GG(—A)
£ - r(-a)
1 2
Son noyau est KerTm={f € Ca(-A,m,6,60)|f|IR+ = 0}

C'est un b-idéal de C;(-A,m,ﬁ,éo), done T induit un morphisme de b-algebres

im injectif, vérifiant le diagramme suivant

1 & N\
Ca(-A,m,S,do) > ¢6(-A)
E T
m m
A

1
Ca(-A,m,S,GO) 1

tel que '1‘m ° 9m=Tm
ou Gm est le morphisme de b-algébres surjectif.
Par le corollaire du Théoréme 4, chap.III, on a :
La restriction R : n Cl(-A,m,G,G ) + fm(IR+,6 )
o o )
m > 0 n I
m>0 "
est un morphisme de b-algébres bijective :

d'autre part les Em induisent un morphisme de b-algébres T injectif vérifiant

le diagramme suivant :



1II.10.

; T A%
o g ; Ca(—A,m,G,GO% g > cé(-A)
— m>0
: / u
"4
o0 +
¢ (IR ,50)

u o T=R
- Le morphisme u est bijectif, car la surjeétion de u provient du Théoréme U «
u injective car :
f € Ker(u) = u(f)=0 =» 3G € 20 C;(-A,m,d,ﬁo)
m

0O=GEN I = G[-A)=0
m>0

G|m+
G[-A]l=f = 0. d'ol l'injection.

ce qui achéve la démonstration du Théoréme 5.
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